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Vorwort

Wie die vierte Auflage, so wurde die fiinfte Auflage komplett tiberarbeitet
und erweitert. Der Stoff ist nun in 20 anstelle von 16 Kapiteln aufgeteilt.
Etwa ein Drittel des Inhalts sind weiterfithrende Abschnitte, die durch
eine kleinere Schrift und das t-Symbol gekennzeichnet sind. Auf diese
Weise kann der Leser zuerst das grundlegende Material durcharbeiten
und dann, je nach Bedarf, seine Studien vertiefen. Jedes Kapitel wird
durch einen Abschnitt abgeschlossen, der auf weiterfithrende Literatur
hinweist.

Die wichtigsten Erweiterungen beinhalten eine detaillierte Darstel-
lung von Zufallsvariablen und stochastischen Prozessen (Kapitel 3) und
3D-Bildaufnahmetechniken (Kapitel 8). Kapitel 17 stellt regularisierte Pa-
rameterschitzverfahren unter einem einheitlichen Konzept dar. Behan-
delt werden so unterschiedliche Techniken wie inverse Probleme, adap-
tive Filtertechniken (z. B. anisotrope Diffusion) und Variationsrechnung.
Die Anwendungen umfassen Bildrestaurierung, Tomographie, Segmen-
tierung und Bewegungsbestimmung. Dariiberhinaus finden sich viele
kleinere Verbesserungen und Erweiterungen im ganzen Buch.

Neu sind auch zwei Abschnitte im Anhang. Anhang A erlaubt einen
schnellen Zugriff auf oft benotigte Formeln und Datenmaterial in Tabel-
lenform und Anhang B fasst die im Buch benutzte Notation zusammen.

Der vollstandige Text des Buches ist in deutscher und englischer Spra-
che als PDF-Datei auf der beiliegenden CD-ROM zu finden. Die PDF-
Dateien enthalten Querverweise, die eine flexible Nutzung des Textes
in elektronischer Form erlauben. Man kann unter anderem vom Inhalts-
verzeichnis in entsprechende Abschnitte, von Zitaten zum Literaturver-
zeichnis und vom Sachverzeichnis auf die entsprechende Seite springen.

Die CD-ROM enthilt auch Ubungen, die alle Themenbereiche des Bu-
ches abdecken. Mit Hilfe der Bildverarbeitungssoftware heurisko, die
in einer Demoversion ebenfalls auf der CD-ROM zur Verfligung steht,
kann praktisch ausprobiert werden, was im Buch theoretisch dargestellt
wurde. Fiir die Ubungen findet man auch eine Sammlung von Bildern,
Bildsequenzen und Volumenbildern. Die Ubungen und das Bildmaterial
werden standig ergdnzt. Die aktuelle Version steht im Internet auf der
Homepage des Autors unter http://klimt.iwr.uni-heidelberg.de.


http://klimt.iwr.uni-heidelberg.de
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Ich mochte allen Personen, Institutionen und Firmen danken, die Bild-
material fir dieses Buch zur Verfiigung gestellt haben. Die jeweiligen
Quellen sind angegeben. Bedanken mdchte ich mich auch herzlich bei
meinen Kollegen und Mitarbeitern, den Horern meiner Vorlesungen und
den Lesern der fritheren Auflagen dieses Buches, die mich auf Fehler
aufmerksam machten, Erweiterungen und Verbesserungen vorschlugen
bzw. das Manuskript kritisch Korrektur lasen. Mein aufrichtiger Dank
gilt den Mitarbeitern des Springer-Verlags fiir das Interesse an diesem
Buch und fiir die gute Betreuung in allen Phasen seiner Entstehung. Ganz
besonderer Dank gebiihrt meinen Freunden von AEON Verlag & Studio,
ohne deren tatkraftige und sachkundige Mithilfe dieses Buch und die
beiliegende CD-ROM nicht hdtten entstehen kénnen.

SchlieRlich wende ich mich an Sie als Leser dieses Buchs mit der Bitte,
sich kritisch und konstruktiv zu diesem Buch zu duRern, Verbesserun-
gen oder Ergdnzungen vorzuschlagen oder auf Unstimmigkeiten oder
Druckfehler aufmerksam zu machen, die sich trotz aller Sorgfalt bei der
Herstellung eingeschlichen haben konnten.

Heidelberg, Dezember 2001 Bernd Jahne

Aus dem Vorwort zur vierten Auflage

In einem sich so schnell entwickelnden Gebiet wie der digitalen Bildverarbei-
tung war acht Jahre nach der Herausgabe der ersten Auflage im Jahre 1989 eine
grundlegende Uberarbeitung notwendig geworden.

Das bewahrte Konzept wurde festgehalten und vertieft: eine systematische Dar-
stellung der Grundlagen der digitalen Bildverarbeitung unter Zuhilfenahme der
vielfaltigen Analogien zu anderen Bereichen in den Naturwissenschaften. Daher
wird der Stoff von den Grundlagen her erarbeitet, exemplarisch vertieft und bis
an aktuelle Forschungsergebnisse herangefiihrt. Wo immer moglich, werden Bil-
der zur anschaulichen Darstellung herangezogen. Es wird vorausgesetzt, dass
der Leser mit elementarer Matrixalgebra und mit der Fouriertransformation ver-
traut ist.

Das Buch wurde neu in vier Teile gegliedert. Teil I falt die Grundlagen zusam-
men. Deswegen entfaillt der bisherige mathematische Anhang. Der Teil II iiber
Bildaufnahme und Vorverarbeitung wurde um eine ausfiihrlichere Diskussion
der Bildgewinnung erweitert. In Teil III iber Merkmalsextraktion wurde die Be-
wegungsanalyse integriert. Neu aufgenommen im Teil IV Bildanalyse wurde ein
Kapitel tiber die Formanalyse.

Generell beschrankt sich das Buch nicht auf die 2D-Bildverarbeitung. Wo es
moglich ist, wird der Stoff so dargestellt, dass er fiir die hoherdimensionale
Bildverarbeitung (Volumenbilder, Bildsequenzen) verallgemeinert werden kann.
Berticksichtigung finden auch Mehrkanalbilder, nicht nur Farbbilder.

Heidelberg, Februar 1997 Bernd Jahne



VII

Aus dem Vorwort zur ersten Auflage

Digitale Bildverarbeitung ist in mehrfacher Hinsicht ein faszinierendes Gebiet.
Wahrend Menschen den gréften Teil ihrer Information tiber die dauRere Wirk-
lichkeit mit Hilfe ihres natiirlichen Sehvermogens aufnehmen, geht jetzt die
Technik tiber das reine fotografische Festhalten von Bildern hinaus. Sichtbares
maschinell wahrzunehmen und quantitativ auszuwerten stellt den Beginn einer
weiteren tiefgreifenden Umwalzung im Umgang mit Bildern dar. Der enorme
Fortschritt der Computertechnologie erlaubt nun einen breiten Einsatz digita-
ler Bildverarbeitung als Hilfsmittel zur Auswertung komplexer zwei- und dreidi-
mensionaler Vorgéange in allen Bereichen der Naturwissenschaften und dariiber
hinaus. Damit wird die Tiir zu neuen interdisziplindren Arbeitsgebieten auf-
gestoRen, in denen Computerwissenschaft und das betreffende Sachgebiet mit-
einander verbunden werden.

Grundlage fiir dieses Buch ist eine zweisemestrige Vorlesungsreihe tiber digi-
tale Bildverarbeitung, die der Autor in den Jahren 1986 und 1987 an der Phy-
sikalischen Fakultdt der Universitat Heidelberg gehalten hat. Ausgehend von
einem die Vorlesung zusammenfassenden Skript, wurde das gesammelte Mate-
rial grundlegend tiberarbeitet und erheblich erweitert.

Diese Darstellung ist fiir Naturwissenschaftler und Ingenieure aller Fachrichtun-
gen geschrieben fiir die Bediirfnisse eines Anwenders, der digitale Bildverarbei-
tung in seinem Arbeitsgebiet als experimentelles Hilfsmittel zur Erfassung und
Auswertung zwei- und dreidimensionaler Vorginge einsetzen mochte. Der Au-
tor — selbst Physiker — hat genau auf diesem Weg Zugang zur Bildverarbeitung
gefunden. Manche Analogien zu anderen Bereichen der Naturwissenschaften
sind ihm dabei aufgefallen; sie ermoglichen einen einfachen Zugang zu man-
chen schwierigen Problemen der Bildverarbeitung. Es ist Ziel des Buches, dem
Leser die notwendigen Grundkenntnisse zu vermitteln, die ihm eine schnelle
Anwendung der digitalen Bildverarbeitung in seinem Fachgebiet erlauben.

Ich mochte allen denen danken, die mitgeholfen haben, dass dieses Buch entste-
hen konnte. Diese Danksagung schildert zugleich ein Stiick seiner Entstehungs-
geschichte: Als deutlich wurde, dass digitale Bildverarbeitung auf meinem Ar-
beitsgebiet einen Durchbruch in der Messtechnik bedeutet, habe ich intensiv
nach interdisziplinaren Kontakten gesucht. Die ersten Schritte fithrten dabei
ins Institut fiir Angewandte Physik der Universitdat Heidelberg und ins Deut-
sche Krebsforschungszentrum. Fiir viele anregende Gesprache und eine gute
Zusammenarbeit mochte ich mich bei Prof. Dr. J. Bille, Dr. J. Dengler und Dr. M.
Schmidt herzlich bedanken.

Herzlich bedanken mochte ich mich bei Prof. Dr. K. O. Munnich, dem Direktor
des Instituts fiir Umweltphysik an der Universitat Heidelberg. Von den An-
fangen an war er offen und interessiert fiir die neuen Ideen zum Einsatz digi-
taler Bildverarbeitung in der Umweltphysik. Seiner Weitsicht und nachhaltigen
Unterstiitzung auch in schwierigen Abschnitten ist es mit zu verdanken, dass
sich am Institut die Arbeitsgruppe ,Digitale Bildverarbeitung“ so fruchtbar ent-
wickeln konnte.

La Jolla, Kalifornien und Heidelberg, Frithjahr 1989 Bernd Jahne



VIII



Inhaltsverzeichnis

I Grundlagen

1 Anwendungen und Werkzeuge 3
1.1  Ein Werkzeug fiir Wissenschaft und Technik ... ... 3
1.2 Anwendungsbeispiele . . . ... .. ... ... .. ... .. 4
1.3  Hierarchie von Bildverarbeitungsoperationen . . .. .. 15
1.4 Bildverarbeitung und Computergrafik . . . ... ... .. 17
1.5 Interdisziplindre Natur der Bildverarbeitung . ... .. 17
1.6  Menschliches und maschinelles Sehen .. ........ 18
1.7 Komponenten eines Bildverarbeitungssystems . . . .. 21
1.8 Literaturhinweise zur Vertiefung® . ............ 27
2 Bildreprasentation 29
2.1 Einleitung . ... .. ... .. . . .. . e e 29
2.2 Digitale Bilder im Ortsraum . ... ............. 29
2.3 Wellenzahlraum und Fouriertransformation . . . . . . . 40
2.4  Diskrete unitidre Transformationen® . . . . ... ... .. 62
2.5  Schnelle Berechnung unitarer Transformationen . . . . 67
2.6  Literaturhinweise zur Vertiefung® . ............ 79
3 Statistik 81
3.1 Einfihrung®............. ... .. .. ... . ... 81
3.2 Zufallsvariable . ........................ 83
3.3  Multiple Zufallsvariable . .................. 87
3.4 Wahrscheinlichkeitsverteilungen . . . .. ......... 91
3.5 Stochastische Prozesse und Felder¥ . ........... 98
3.6  Literaturhinweise zur Vertiefung® . ............ 102
4 Nachbarschaftsoperatoren 103
4.1 Grundlegende Eigenschaften und Zweck . ... ... .. 103
4.2  Lineare verschiebungsinvariante Filtert . . . .. ... .. 107
4.3 Rekursive Filter¥ . ... .. ... .. . . ... 120
4.4 Rangordnungsfilter ...................... 129
4.5 Literaturhinweise zur Vertiefung® . ............ 130

IX



Inhaltsverzeichnis

5 Multiskalenrepriasentation

5.1
5.2
5.3
5.4

Skalen in der Signalverarbeitung . ............
Skalenraum® . ............. .. ... .. ...,
Mehrgitterreprasentation. . . . .. ... .........
Literaturhinweise zur Vertiefung* ... .........

II Bildaufnahme und Vorverarbeitung

6 Quantitative Visualisierung

6.1
6.2
6.3
6.4
6.5

Einleitung ... ... .. ... .. . .. . . ...
Wellen und Teilchen . . . ... ... ............
Radiometrie, Photometrie, Spektroskopie und Farbe . .
Wechselwirkung zwischen Strahlung und Materie* . . .
Literaturhinweise zur Vertiefung* . ...........

7 Bildaufnahme

7.1
7.2
7.3
7.4
7.5
7.6
7.7

Einleitung .. ... ... ... ... ... ... . .. ....
Welt- und Kamerakoordinaten . .............
Ideale Abbildung: Die Zentralprojektiont .. ... ..
Reale Abbildung . . .....................
Radiometrie der Abbildung . ...............
Lineare Systemtheorie der Abbildung® ... ......
Literaturhinweise zur Vertiefung* . ... ........

8 3D-Bildaufnahme

8.1
8.2
8.3
8.4
8.5
8.6
8.7

Grundlagen . ... ... . ... ... ..o e
Tiefe aus Triangulation . . .. ... ... .........
Tiefe aus Laufzeit . .....................
Tiefe aus Phase: Interferometrie . . ...........
Gestalt aus Schattierungt . .. ... ...........

Tiefe aus mehreren Projektionen: Tomographie

Literaturhinweise zur Vertiefung* . ... ........

9 Digitalisierung, Abtastung, Quantisierung

9.1
9.2
9.3
9.4
9.5

Definition und Wirkung der Digitalisierung . ... ..
Schritte des Abtastprozesses . .. ............
Rekonstruktion aus Abtastpunktent .. ........
Quantisierung . . . ... ... ...
Literaturhinweise zur Vertiefung* . ...........

10 Pixelverarbeitung

10.1
10.2
10.3
10.4
10.5
10.6
10.7

Einfihrung . ........ ... .. .. ..........
Homogene Punktoperationen . ... ...........
Inhomogene Punktoperationent . ............
Mehrkanal-Punktoperationen® . .............
Geometrische Transformationen . . .. .........
Interpolation® . . . . .......... .. ... ... ...
Literaturhinweise zur Vertiefung* . ... ........

131
131
134
143
148

151
151
153
159
170
183

185
185
185
189
193
199
203
212

213
213
217
226
227
227
234
241

243
243
245
250
253
255

257
257
258
268
276
278
282
295



Inhaltsverzeichnis

III Merkmalsextraktion

11 Mittelung

11.1
11.2
11.3
11.4
11.5
11.6
11.7
11.8
11.9

Einleitung .. ... ... ... .. . .. . ... ..
Eigenschaften von Glattungsfiltern .. .........
Rechteckfilter . . . . ... ... ... ... .. .. .. ..
Binomialfilter . . ... ... .. .. ... ... . ... ...
Filter als Netzwerke* . .. ... ..............
Schnelle grofriaumige Mittelung® . . . . .. ... ....
Nichtlineare Mittelung . ..................
Mittelung in Mehrkanalbildern® . . . . ... .......
Literaturhinweise zur Vertiefung* . ... ... ... ..

12 Kanten

12.1
12.2
12.3
12.4
12.5
12.6
12.7

Einleitung .. ... ... ... ... ... ... . .. ....
Allgemeine Eigenschaften von Kantenfiltern . . . . . .
Gradientenbasierte Kantendetektion® . . .. ... ...
Kantendetektion durch Nulldurchgange ... ... ..
Regularisierte Kantendetektion . . . .. .........
Kanten in Mehrkanalbildern® . ... ...........
Literaturhinweise zur Vertiefung* . ... ........

13 Einfache Nachbarschaften

13.1
13.2
13.3
13.4
13.5
13.6

Einfihrung ............ ... .. .. .. .. ...
Eigenschaften einfacher Nachbarschaften .. ... ..
Tensordarstellung erster Ordnung® ... ........
Lokale Wellenzahl und Phase¥ . .............
Tensordarstellung durch Quadraturfiltersdtze* . . . .
Literaturhinweise zur Vertiefung* . ... ... ... ..

14 Bewegung

14.1
14.2
14.3
14.4
14.5
14.6
14.7
14.8

Einfihrung . ............ ... ... ... ....
Grundlagen . ... ... ... . ... ..o e
Differentielle Methoden erster Ordnung .. ......
Tensormethode . ......................
Differentielle Methoden zweiter Ordnung* . . . . ...
Korrelationsmethode . .. ... ... ...........
Phasenmethode® . . . ... ... ..............
Literaturhinweise zur Vertiefung* . ... ... ... ..

15 Textur

15.1
15.2
15.3
15.4

Einfihrung . ............ ... .. .. ......
Statistik erster Ordnung . . ... .............
Rotations- und grofenvariante Texturparameter . . . .
Literaturhinweise zur Vertiefung* . ...........

299
299
299
302
306
313
314
323
330
331

333
333
334
338
347
349
354
356

357
357
358
362
377
387
394

395
395
396
412
419
425
429
432
434

435
435
438
441



XII Inhaltsverzeichnis

IV Bildanalyse

16 Segmentierung
16.1 Einleitung . . . ... ... .. .. . ... ..
16.2 Pixelorientierte Segmentierung . . .............
16.3 Kantenbasierte Segmentierung ... ............
16.4 Regionenorientierte Verfahren ... ............
16.5 Modellbasierte Segmentierung . ..............
16.6 Literaturhinweise zur Vertiefung® . . ...........

17 Regularisierung und Modellierung
17.1 Vereinigung lokaler Analyse mit globalem Wissen . . .
17.2 Zweck und Grenzen von Modellen . . ... ........
17.3 Variationsbasierte Bildmodellierung® . . .........
17.4 Kontrollierte Glattheit . ...................
17.5 Diffusionsmodelle . . .. ... ... .. ...........
17.6 Diskrete inverse Problemet . .. ... ...........
17.7 Netzwerkmodelle* . . . . ... ... ... ..........
17.8 Inverse Filterung . . . ... ... ... ... .. .......
17.9 Literaturhinweise zur Vertiefung* . . ...........

18 Morphologie
18.1 Einleitung ... ... ... .. .. .. i
18.2 Nachbarschaftsoperationen mit Bindrbildern . ... ..
18.3 Allgemeine Eigenschaften . .................
18.4 Zusammengesetzte morphologische Operatoren . . . .
18.5 Literaturhinweise zur Vertiefung® . ............

19 Formreprdsentation und -analyse
19.1 Einleitung .. ... ... ... . . i
19.2 ReprasentationderForm . ..................
19.3 Momentenbasierte Formmerkmale . . . . ... ... ...
19.4 Fourierdeskriptoren . . ... ... ... .. ... ......
19.5 Formparameter. . ... ... ... ... ...,
19.6 Literaturhinweise zur Vertiefung* . . ...........

20 Klassifizierung
20.1 Einleitung . ... ... .. .. e
20.2 Merkmalsraum . . ... ... ... .. ... 0.
20.3 Einfache Klassifizierungsverfahren . ...........
20.4 Literaturhinweise zur Vertiefung* . ............

V Referenzteil
A Referenzmaterial
B Notation
Literaturverzeichnis

Sachverzeichnis

449
449
450
453
455
459
462

463
463
464
466
474
477
483
492
497
505

507
507
507
510
512
520

523
523
524
528
531
537
540

541
541
545
552
558

561
585
595
607



Teil 1

Grundlagen






1 Anwendungen und Werkzeuge

1.1 Ein Werkzeug fiir Wissenschaft und Technik

Von den Anfiangen der Wissenschaft an spielte die visuelle Beobachtung
eine wichtige Rolle. Zuerst waren die verbale Beschreibung und manuell
angefertigte Zeichnungen die einzigen Moglichkeiten, experimentelle Er-
gebnisse zu dokumentieren. Objektive Dokumentation von Ergebnissen
wurde erst moglich mit der Erfindung der Photographie. Drei prominen-
te Beispiele wissenschaftlicher Anwendungen der Photographie sind die
Astronomie, die Photogrammetrie und die Teilchenphysik. Astronomen
konnten damit Position und GrofRe von Sternen bestimmen und Photo-
grammeter topographische Karten erstellen. Die Untersuchung unzahli-
ger Bilder aus Wasserstoffblasenkammern fiithrte zur Entdeckung vieler
Elementarteilchen. Die manuellen Auswertungsverfahren waren jedoch
sehr zeitaufwendig. So wurden halb- oder sogar vollautomatische opto-
mechanische Gerite konstruiert, die jedoch den Nachteil hatten, dass sie
nur fir einen bestimmten Zweck einzusetzen waren. Dies ist der Grund,
warum die quantitative Bildauswertung keine breite Anwendung fand.
Bilder wurden hauptsichlich fiir die Dokumentation, die qualitative Be-
schreibung und die Illustration beobachteter Phanomene benutzt.

Heute stehen wir mitten in einer zweiten Revolution, die mit den ra-
santen Fortschritten in der Bildsensorik und Computertechnologie ein-
hergeht. Computer wurden leistungsfahig genug, um Bilddaten zu ver-
arbeiten. Ausgelost durch die Multimediawelle, werden Software und
Hardware fiir die Verarbeitung von Bildern, Bildsequenzen und neuer-
dings sogar 3D-Visualisierungen Standard. So werden sie fiir jeden Wis-
senschaftler und Ingenieur einsetzbare Werkzeuge. Daher hat sich die
Bildverarbeitung von einigen wenigen, spezialisierten Anwendungen zu
einem wissenschaftlichen Standardwerkzeug entwickelt. Bildverarbei-
tungstechniken werden mittlerweile in praktisch allen Naturwissenschaf-
ten und technischen Disziplinen angewandt.

Ein einfaches Beispiel zeigt die Bedeutung visueller Information. Stel-
len wir uns vor, wir hatten die Aufgabe, einen Artikel iber ein neues tech-
nisches System, z.B. ein Solarkraftwerk, zu verfassen. Es wiirde einen
enormen Aufwand kosten, ein solches System ohne die Verwendung von
Bildern und technischen Zeichnungen zu beschreiben. Ein Artikel, der
nur aus beschreibendem Text besteht, wiirde auch fiir den Leser zu ei-
nem frustrierendes Erlebnis. Er wiirde viel Miihe haben, sich vorzustel-
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4 1 Anwendungen und Werkzeuge

Abbildung 1.1: Partikelvermessung mittels Bildverarbeitung: a Gasblasen, die
durch brechende Wellen ins Wasser geschlagen wurden, sichtbar gemacht durch
ein telezentrisches Beleuchtungs- und Bildaufnahmesystem; aus Geifiler und Jch-
ne [56]). b Seifenblasen. c Elektronenmikroskopische Aufnahme von Farbpig-
menten (zur Verfligung gestellt von Dr. Klee, Hoechst AG, Frankfurt).

len, wie ein solches neues Kraftwerk funktioniert, und koénnte sich nur
ein vages Bild vom Aussehen des Systems machen.

Dagegen sind technische Zeichnungen und Photographien eine enor-
me Hilfe. Der Leser wird sofort eine Vorstellung von dem Kraftwerk ha-
ben und kann Details in den Zeichnungen und Photographien studieren,
auf die er aufmerksam wird, die jedoch nicht im Text beschrieben sind.
Durch Bildinformation kénnen viel mehr Details vermittelt werden als
durch textliche Beschreibung, was treffend durch das Sprichwort ,Ein
Bild sagt mehr als tausend Worte“ ausgedriickt wird. Der Leser wird
auch, wenn er spéater von dem Solarkraftwerk hort, sofort das gesehene
Bild damit assoziieren.

1.2 Anwendungsbeispiele

In diesem Abschnitt diskutieren wir Beispiele wissenschaftlicher und
technischer Anwendungen der digitalen Bildverarbeitung. Die Beispie-
le zeigen, dass durch die Bildverarbeitung komplexe Phanomene unter-
sucht werden kénnen, die mit konventionellen Messtechniken nicht zu-
géanglich sind.
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h.

Abbildung 1.2: Industrieteile, bei denen die Position und der Durchmesser von
Bohrungen durch ein visuelles Inspektionssystem tiberpriift werden (zur Ver-
fligung gestellt von Martin von Brocke, Robert Bosch GmbH).

1.2.1 Zahlen und Vermessen

Eine klassische Aufgabe der digitalen Bildverarbeitung ist das Zdhlen von
Partikeln und die Bestimmung ihrer GroRenverteilung. Abb. 1.1 zeigt
drei Beispiele sehr unterschiedlicher Partikel: Gasblasen unter der Ober-
flache brechender Wellen, Seifenblasen und Pigmentteilchen. Bei solchen
Aufgaben gilt es zunachst, einen angemessenen Aufnahme- und Beleuch-
tungsaufbau zu finden. Die Blasenbilder in Abb. 1.1a wurden mit einem
direkten, telezentrischen Beleuchtungs- und Bildaufnahmesystem (Ab-
schn. 7.4.4) aufgenommen. Bei diesem Aufbau sind die Zentralstrahlen
parallel zur optischen Achse. Die GroRe der abgebildeten Blasen hangt
damit nicht von der Entfernung zur Kamera ab. Das Messvolumen fiir
Konzentrationsmessungen wird durch die Abschdtzung des Unschérfe-
grades der Blasen bestimmt.

Wesentlich schwieriger ist es, die Form der Seifenblasen in Abb. 1.1b
zu vermessen, da diese transparent sind und deswegen dahinter liegende
Blasen ebenfalls noch sichtbar sind. Aullerdem zeigen die Blasen deutli-
che Abweichungen von der Kreisform, so dass geeignete Parameter zur
Beschreibung der Form gefunden werden miissen.

Eine dritte Anwendung ist die Messung der GréRenverteilung von
Farbpigmentteilchen. Durch sie werden die Eigenschaften einer Farbe
beeinflusst. Deshalb ist die Messung der GroRenverteilung eine wichtige
Aufgabe der Qualitiatskontrolle. Das mit einem Transmissions-Elektro-
nenmikroskop aufgenommene Bild in Abb. 1.1c zeigt die Problematik
dieser Aufgabe: die Partikel neigen zur Verklumpung. Diese Klumpen
miissen identifiziert und — wenn moglich — in einzelne Partikel sepa-
riert werden, um die Bestimmung der GroRenverteilung nicht zu ver-
falschen.

Fast jedes heute hergestellte Produkt wird durch ein visuelles Inspek-
tionssystem automatisch auf Defekte gepriift. Eine Klasse von Aufgaben
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Abbildung 1.3: Fokusserie einer Pressform aus Plexiglas mit kleinen rechtecki-
gen Lochern, aufgenommen mit einer konfokalen Technik unter Verwendung
statistisch verteilter Intensitdtsmuster. Die Bilder sind, vom Boden der Locher
aus gemessen, auf folgende Tiefen fokussiert: a 16 um, b 480 um und c 620 um
(Obetfldche der Form). e 3D-Rekonstruktion. Aus Scheuermann et al. [177].

ist dabei die optische Vermessung der Teile auf korrekte GroRe und An-
ordnung der Teile. Beispielbilder sind in Abb. 1.2 gezeigt. Hier wird die
Position, der Durchmesser und die Rundheit der Bohrlécher geprift. Ab-
bildung 1.2c zeigt, dass es nicht leicht ist, metallische Teile zu beleuch-
ten. Die Kante des linken Bohrlochs ist teilweise hell, was es schwierig
macht, das Bohrloch zu detektieren und korrekt zu vermessen.

1.2.2 3D-Vermessung

In Bildern werden 3D-Szenen auf eine 2D-Bildebene projiziert. Dadurch
geht die Tiefe verloren, und es bedarf spezieller Aufnahmetechniken, die
Topographie einer Oberflache oder volumetrische Bilder zu gewinnen. In
den letzten Jahren wurde eine Vielzahl von Techniken zur Generierung
von Tiefenkarten und Volumenbildern entwickelt. Daher miissen Bild-
verarbeitungstechniken auch fiir solche Bilder geeignet sein.

Abb. 1.3 zeigt die Rekonstruktion der Pressform fiir Mikrostrukturen,
die mit einer speziellen Form der konfokalen Mikroskopie aufgenommen
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Abbildung 1.4: Tiefenkarte eines Pflanzenblatts, die mit Hilfe der Optischen Ko-
hdrenztomografie aufgenommen wurde (von Jochen Restle, Robert Bosch GmbH).

a

Abbildung 1.5: Magnetresonanz-Tomographie-Aufnahme eines menschlichen
Kopfes: a T1-Bild; b T2-Bild (von Michael Bock, DKFZ Heidelberg).

wurde [177]. Die Form ist aus Plexiglas hergestellt, ein durchsichtiger
Kunststoff mit glatter Oberflache, der in einem normalen Mikroskop fast
unsichtbar ist. Die Form hat enge, etwa 500 um tiefe rechteckige Locher.

Um das transparente Material sichtbar zu machen, wurden statistisch
verteilte Muster durch die Mikroskopoptik auf die Bildebene projiziert.
Dieses Muster erscheint nur auf Flichen scharf, die in der scharf ein-
gestellten Ebene liegen. Je weiter eine reflektierende Fliche von der
scharf eingestellten Ebene entfernt ist, desto unscharfer erscheint das
Muster. Am Anfang der Fokusserie sind die Muster auf dem Boden der
Locher scharf (Abb. 1.3a), am Ende die Muster auf der Oberfliche der
Form (Abb. 1.3c). Die Tiefe der reflektierenden Flache kann rekonstru-
iert werden, indem wir die Position des maximalen Kontrasts in dem
Bildstapel suchen (Abb. 1.3d).



8 1 Anwendungen und Werkzeuge

Abbildung 1.6: Wachstumsstudien in der Botanik: a Bild eines Rizinusblattes;
b zugehorige Wachstumskarte; ¢ Wachstum von Maiswurzeln (von Uli Schurr
und Stefan Terjung, Botanisches Institut, Universitdt Heidelberg).

Abbildung 1.4 zeigt die Tiefenkarte eines Ausschnitts aus einem Pflan-
zenblatt, das mit einer anderen modernen optischen 3D-Messtechnik
aufgenommen wurde, der Weiflicht-Interferometrie oder Kohdrenztomo-
grafie. Dabei wird Licht mit einer Kohdrenzldnge von nur wenigen Wel-
lenlangen benutzt. Daher kénnen Interferenzmuster nur bei ganz gerin-
gen Weglangenunterschieden in einem Interferometer beobachtet wer-
den. Diesen Effekt nutzt man zur Tiefenmessung aus mit einer Genau-
igkeit in der GroRenordnung der Wellenldnge des benutzten Lichtes.

Magnetresonanz-Tomographie (MR) ist eine moderne volumetrische
Bildgebungstechnik, mit der wir in das Innere von 3D-Objekten schauen
konnen. Im Gegensatz zur Rontgentomographie, konnen damit unter-
schiedliche Gewebearten, wie z.B. die graue und weille Gehirnsubstanz,
unterschieden werden. AuRerdem ist die MR-Tomographie sehr flexibel.
Je nachdem, welche Parameter benutzt werden, konnen unterschiedliche
Materialeigenschaften sichtbar gemacht werden (Abb. 1.5).

1.2.3 Analyse dynamischer Prozesse

Die Analyse von Bildsequenzen ermoglicht die Untersuchung dynami-
scher Prozesse. Das enorme Potenzial dieser Technik wird durch eine
Reihe von Beispielen in diesem Abschnitt belegt.
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Abbildung 1.7: Motility Assay zur Bewegungsanalyse von Motorproteinen (von
Dietmar Uttenweiler, Institut fiir Physiologie, Universitdt Heidelberg).

In der Botanik ist das Studium des Wachstums von Pflanzen und
der Mechanismen, die es steuern, eine zentrale Fragestellung. Abbil-
dung 1.6a zeigt ein Rizinusblatt, von dem die Wachstumsrate (Prozent
Flachenzuwachs pro Zeiteinheit) durch Zeitrafferaufnahmen bestimmt
wurde, bei denen etwa jede Minute ein Bild aufgenommen wurde. Diese
neue Technik zur Wachstumsanalyse ist empfindlich genug, um flachen-
aufgelost den Tagesgang des Wachstums bestimmen zu konnen.

Abbildung 1.6c zeigt eine Bildsequenz (von links nach rechts) mit
wachsenden Maiswurzeln. Die Grauwerte geben die Wachstumsrate an.
Diese ist am groRten in der Nahe der Wurzelspitze.

In der Wissenschaft werden Bilder oft an der Grenze des technisch
Moglichen aufgenommen. Daher sind sie oft sehr verrauscht. Abbil-
dung 1.7 zeigt einen Motility-Assay mit fluoreszenz-markierten Motor-
proteinen, die sich auf einem Trager bewegen, der mit Myosin-Molekiilen
bedeckt ist. Solche Assays werden benutzt, um die molekularen Mecha-
nismen von Muskelzellen aufzuklaren. Trotz des hohen Rauschpegels
lasst sich mit dem Auge erkennen, dass sich die Filamente bewegen. Ei-
ne automatische Bewegungsanalyse solcher verrauschter Bildsequenzen
ist jedoch eine grofe Herausforderung.

Das néchste Beispiel stammt aus der Ozeanographie. Die kleinrdumi-
gen Prozesse, die in der unmittelbaren Ndahe der Ozeanoberflache statt-
finden, sind wegen der Wellenbewegung nur sehr schwer zu messen. Aus
Messungen von Zeitserien an einem Punkt ist es auch nicht moglich, die
rdumliche Struktur der Wellen zu erfassen. Daher kommt bildaufneh-
menden Messungen eine grofe Bedeutung zu. Abbildung 1.8 zeigt ein
Orts/Zeit-Bild von winderzeugten Wellen. Die vertikale Koordinate ist
die Ortskoordinate in Windrichtung, die horizontale die Zeit. Durch ei-
ne spezielle Beleuchtungstechnik, die auf dem Gestalt-aus-Schattierung-
Paradigma beruht (englisch shape from shading) wurde die Neigung der
Wellen in Windrichtung sichtbar gemacht. In solchen Orts/Zeit-Bildern
zeigt sich Bewegung an der Orientierung von Linien konstanter Grau-
werte. Eine horizontale Linie entspricht statischen Objekten. Je groRer
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Abbildung 1.8: Orts/Zeit-Bild von winderzeugten Wellen bei Windgeschwindig-
keiten von a 2,5 und b 7,5m/s. Die vertikale Koordinate ist die Ortskoordinate
in Windrichtung, die horizontale die Zeit.

der Winkel zur horizontalen Achse ist, desto schneller bewegt sich das
Objekt. Die Bildsequenz gibt einen direkten Einblick in die komple-
xe nichtlineare Dynamik von Windwellen. Eine sich schnell bewegende
groRe Welle ist zu sehen, die die Bewegung der kleinen Wellen moduliert.
Manchmal bewegen sich die kleinen Wellen mit der gleichen Geschwin-
digkeit wie die groRen (gebundene Wellen), meistens sind sie aber deut-
lich langsamer und variieren stark in ihrer Phasengeschwindigkeit und
Amplitude.

Beim letzten Beispiel treten viel groRere Orts- und Zeitskalen auf. Ab-
bildung 1.9 zeigt den Jahresgang der troposphdarischen Saulendichte von
NO;. NO3 ist eines der wichtigsten Spurengase fiir die Ozon-Chemie in
der Atmosphire. Die Hauptquellen fiir das troposphérische NO» sind In-
dustrie und Verkehr, Wald- und Buschbrande (Biomassenverbrennung),
mikrobiologische Bodenemissionen und Gewitter. Satellitenbilder ma-
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Abbildung 1.9: Karten der troposphdrischen NO, -Sdulendichte. Dargestellt sind
vier aufeinanderfolgende Drei-Monats-Mittel aus dem Jahre 1999 (zur Verfligung
gestellt von Mark Wenig, Institut ftir Umweltphysik, Universitcit Heidelberg).
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Abbildung 1.10: Industrielle Priifaufgaben: a Zeichenerkennung, b Lageerken-
nung bei Steckverbindern (von Martin von Brocke, Robert Bosch GmbH).

chen es moglich, die regionale Verteilung von NO», die verschiedenen
Quellen und deren Jahreszyklen zu untersuchen.

Die Daten werden aus spektroskopischen Bildern des GOME-Instru-
ments auf dem ERS2-Satelliten berechnet. Jeder Bildpunkt besteht aus ei-
nem kompletten Spektrum mit 4000 Kandlen, das den ultravioletten und
sichtbaren Bereich umfasst. Die gesamte atmosphérische Sdulendichte
der NO,-Konzentration kann aus dem charakteristischen Absorptions-
spektrum bestimmt werden. Dieses ist jedoch von Absorptionsspek-
tren anderer Spurengase liberlagert und von einer Reihe anderer Effekte
(z.B. Fraunhoferlinien im Sonnenspektrum und Streuung durch Aero-
sole) beeinflusst. Weiterhin ist es zur Bestimmung der troposphéren
Sadulendichte notwendig, den stratospharischen Anteil durch geeignete
Bildverarbeitungsalgorithmen abzuziehen.

Die resultierenden Karten der troposphérischen NO» Saulendichte in
Abb. 1.9 zeigen eine Fiille interessanter Details. Die meisten Emissionen
stammen aus den industrialisierten Liandern. Auf der Nordhalbkugel ist
ein Klarer Jahresgang zu sehen mit einem Maximum im Winter.

1.2.4 Klassifizierung

Eine andere wichtige Aufgabe ist die Klassifizierung von Objekten in
Bildern. Das klassische Beispiel einer Klassifizierungsaufgabe ist die
Zeichenerkennung (optical character recognition oder kurz OCR). Abbil-
dung 1.10a zeigt eine typische industrielle OCR-Anwendung, die Erken-
nung der Beschriftung auf einem integrierten Schaltkreis. Objektklas-
sifizierung schliesst auch die Erkennung unterschiedlicher Lagen von
Objekten ein, damit sie von einem Roboter gegriffen werden kénnen. In
Abb. 1.10b liegen Steckverbinder in willkiirlicher Lage auf einem Forder-
band. Um diese korrekt zu greifen, muss erkannt werden, ob sie mit der
Vorder- oder Riickseite auf dem Band liegen.
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Abbildung 1.11: Fehler beim Léten und Bonden integrierter Schaltkreise (zur
Verfiigung gestellt von Florian Raisch, Robert Bosch GmbH).

Abbildung 1.12: Klassifizierung entfernter Galaxien (Bild vom Hubble-Welt-
raumteleskop, http://hubblesite.org/).

Die Klassifizierung von Defekten ist eine andere wichtige Aufgabe.
Abbildung 1.11 zeigt typische Fehler bei integrierten Schaltkreisen, wie
ein nicht korrekt zentriert montiertes Bauteil (Abb. 1.11a) und gebroche-
ne und fehlende Drahtverbindungen (Abb. 1.11b-f).

Klassifizierung ist auch in der Grundlagenforschung von Bedeutung.
Abbildung 1.12 zeigt einige der am weitesten entfernten Galaxien, die je
mit dem Hubble-Teleskop aufgenommen wurden. Die Aufgabe ist es, die
Galaxien aufgrund ihrer Form und Farbe in unterschiedliche Klassen auf-
zuteilen und von anderen Objekten, wie z.B. Sternen, zu unterscheiden.
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Abbildung 1.13: Hierarchie der Bildverarbeitungsoperationen von der Bildauf-
nahme bis zum Bildverstehen. Die Zahlen an den Kdisten verweisen auf die ent-
sprechenden Kapitel dieses Buches.
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1.3 Hierarchie von Bildverarbeitungsoperationen

Die Bildverarbeitung ist ein mehrstufiger Prozess. Zur Extraktion der
uns interessierenden Daten aus einem Bild wird eine Kette von Bildverar-
beitungsoperationen durchgefiihrt. Dadurch entsteht das hierarchische
Schema in Abb. 1.13. Es gibt einen Uberblick iiber die unterschiedlichen
Phasen der Bildverarbeitung und zugleich eine Zusammenfassung der in
diesem Buch besprochenen Themen.

Am Beginn jeder Bildverarbeitung steht die Aufnahme eines Bildes
mit einem nicht notwendigerweise optischen Aufnahmesystem. Um die
interessierende Objekteigenschaft auf die beste Art und Weise abzubil-
den, konnen wir ein geeignetes Bildaufnahmesystem, die Beleuchtung,
den giinstigsten Wellenlangenbereich und viele weitere Optionen wéhlen
(Kapitel 6). 2D- und 3D-Bildaufnahmetechniken werden in Kapitel 7 und
8 behandelt. Ist das Bild aufgenommen, muss es in eine von Digitalrech-
nern verstehbare Form gebracht werden. Dieser Prozess der Digitalisie-
rung wird in Kapitel 9 diskutiert.

Auf der ersten Verarbeitungsstufe, der Bildvorverarbeitung, konnen
eine Reihe unterschiedlicher Operationen stehen. Eine etwaige nicht-
lineare Charakteristik eines Sensors muss korrigiert werden. Ebenso
kann es sein, dass Helligkeit und Kontrast des Bildes Verbesserung erfor-
dern. Eine tibliche Aufgabe sind auch Koordinatentransformationen zur
Restaurierung geometrischer Storungen, die bei der Bildaufnahme ent-
stehen. Radiometrische und geometrische Korrekturen sind elementare
Operationen; sie werden in Kapitel 10 besprochen.

Eine ganze Kette von Verarbeitungsschritten ist zur Analyse und Iden-
tifikation von Objekten notwendig. Zunichst miissen geeignete Filter-
operationen durchgefiihrt werden, um die interessierenden Objekte von
anderen Objekten und dem Hintergrund zu unterscheiden. Im wesentli-
chen werden dabei ein oder mehrere Merkmalsbilder extrahiert. Grund-
legende Werkzeuge fiir diese Aufgabe sind Mittelung (Kapitel 11), Kan-
tendetektion (Kapitel 12), die Analyse einfacher Nachbarschaften (Kapi-
tel 13) und komplexer Muster, die in der Bildverarbeitung als Texturen
bekannt sind (Kapitel 15). Eine wichtige Eigenschaft eines Objektes ist
auch seine Bewegung. Techniken zur Bewegungsbestimmung werden in
Kapitel 14 besprochen.

Weiterhin miissen Objekte vom Hintergrund separiert werden, d. h.,
Regionen konstanter Merkmale und Diskontinuitdten durch eine Seg-
mentierung identifiziert werden (Kapitel 16). Dies ist nur dann eine ein-
fache Aufgabe, falls sich ein Objekt klar vom Hintergrund unterscheidet.
Das ist leider nicht oft der Fall. Dann sind aufwendigere Segmentierungs-
techniken notwendig (Kapitel 17). Sie benutzen verschiedene Optimie-
rungsstrategien, um eine minimale Abweichung zwischen den Bilddaten
und einem gegebenen Modell, in das globales Wissen tiber die Objekte
im Bild einflie3t, zu erreichen.
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Die gleichen mathematischen Techniken kénnen fiir andere Aufga-
ben benutzt werden. Bildstérungen, z.B. durch eine defokussierte Optik,
Bewegungsunscharfe, Sensorfehler oder Fehler bei der Bildiibertragung
konnen damit korrigiert werden (Bildrestauration). Ebenso konnen Bil-
der aus indirekten Bildaufnahmetechniken, die nicht unmittelbar ein Bild
liefern, wie die Tomographie, rekonstruiert werden (Bildrekonstuktion).

Wenn wir die Form der Objekte kennen, konnen wir morphologische
Operatoren einsetzen, um die Form zu analysieren und zu verandern (Ka-
pitel 18) oder weitere Parameter wie den mittleren Grauwert, die Flache,
den Umfang oder andere Formbeschreibungen des Objektes zu ermitteln
(Kapitel 19). Diese Parameter konnen dann benutzt werden, um Objekte
zu klassifizieren (Klassifizierung, Kapitel 20).

Es erscheint logisch, eine komplexe Aufgabe in eine Folge einfacher
Teilaufgaben zu zerlegen. Es ist aber nicht klar, ob diese Strategie zu ei-
ner Losung fihrt. Wir betrachten dazu ein einfaches Beispiel. Ein Objekt,
das sich in seinem Grauwert nur geringfiigig vom Hintergrund unter-
scheidet, soll in einem verrauschten Bild gefunden werden. Hier konnen
wir nicht einfach den Grauwert nehmen, um das Objekt vom Hintergrund
zu unterscheiden. Durch Mittelung benachbarter Bildpunkte kénnten
wir den Rauschpegel reduzieren. An der Kante des Objekts mitteln wir
jedoch Bildpunkte des Hintergrunds und des Objekts und erhalten damit
falsche Mittelwerte. Falls wir die Position der Kanten wiillten, konnten
wir verhindern, dass die Mittelung tiber die Kante hinweg lauft. Aber
die Kante konnen wir ja erst nach der Mittelung ermitteln, wenn durch
die Reduzierung des Rauschens Objekt und Hintergrund unterschieden
werden konnen. Es besteht eine Chance, dieses Problem durch einen
iterativen Ansatz zu losen. Wir fihren die Mittelung durch und neh-
men eine erste Schitzung der Objektkanten vor. Diese benutzen wir zur
Verbesserung der Mittelung, indem wir sie nicht tiber die Objektkan-
ten ausdehnen, und berechnen die Kanten erneut, usw. Obwohl dieser
Ansatz vielversprechend klingt, muss er sorgfiltig untersucht werden:
Kovergiert die Iteration tiberhaupt? Wenn ja, ist der Grenzwert korrekt?

Wie dem auch sei, das Beispiel macht deutlich, dass schwierigere Bild-
verarbeitungsaufgaben Riickkopplung benétigen. Verarbeitungsschrit-
te geben Parameter an vorangegangene Verarbeitungsschritte zuriick.
Dadurch liegt keine lineare Verarbeitungskette mehr vor, sondern es
gibt auch Schleifen, die mehrmals durchlaufen werden kénnen. Abbil-
dung 1.13 zeigt einige solcher moglichen Riickkopplungsschritte. Dabei
koénnen auch nicht-bildverarbeitende Schritte eingeschlossen sein. Falls
eine Bildverarbeitungsaufgabe nicht mit einem aufgenommenen Bild ge-
16st werden kann, kénnten wir uns dazu entschlieRen, die Beleuchtung
zu andern, ndher an das Objekt heranzuzoomen oder es unter einem
anderen Blickwinkel zu betrachten. Bei dieser Vorgehensweise sprechen
wir von aktivem Sehen. Im Zusammenhang mit intelligenten Systemen,
die ihre Umgebung durch ihre Sinnesorgane erkunden, konnen wir auch
von einem Aktions-Perzeptions-Zyklus sprechen.
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1.4 Bildverarbeitung und Computergrafik

Einige Zeit wurden Bildverarbeitung und Computergrafik als zwei ge-
trennte Bereiche behandelt. Seitdem ist das Wissen in beiden Bereichen
betrachtlich gewachsen, und komplexere Aufgabenstellungen kénnen
gelost werden. Die Computergrafik hat zum Ziel, photorealistische Bil-
der einer dreidimensionalen Szene mit dem Computer zu erzeugen, wah-
rend die Bildverarbeitung versucht, die dreidimensionale Szene aus Ka-
meraaufnahmen zu rekonstruieren. In diesem Sinne fiithren wir bei der
Bildverarbeitung im Vergleich zur Computergrafik die umgekehrte Pro-
zedur durch. In der Computergrafik beginnen wir mit dem Wissen um
Form und Eigenschaften eines Objektes, d.h., wir beginnen im Schema
der Abb. 1.13 unten und arbeiten uns nach oben, bis wir ein zweidimen-
sionales Bild erhalten. Fiir Bildverarbeitung und Computergrafik benoti-
gen wir im wesentlichen das gleiche Wissen. Wir miissen die Interaktion
zwischen Beleuchtung und Objekten kennen, wissen, wie eine dreidimen-
sionale Szene auf eine Bildebene projiziert wird, und anderes mehr.

Die zunehmende Verbreitung von Multimedia, d.h. der Integration
von Text, Bild, Ton und Film, wird die Vereinigung von Computergrafik
und Bildverarbeitung weiter beschleunigen. In diesem Zusammenhang
wurde der Begriff des ,visuellen Computers” gepragt [64].

1.5 Interdisziplindare Natur der Bildverarbeitung

Digitale Bildverarbeitung ist eine interdisziplindre Wissenschaft in mehr-
facher Hinsicht. In die Bildverarbeitung flieRen Konzepte von verschie-
denen Gebieten ein. Ehe wir ein Bild bearbeiten konnen, miissen wir
wissen, wie das vorliegende digitale Signal mit den Eigenschaften des
aufgenommenen Objekts zusammenhéngt. Dabei sind eine Reihe physi-
kalischer Prozesse beteiligt, von der Wechselwirkung von Strahlung mit
Materie bis zur Geometrie und Radiometrie der optischen Abbildung. Ein
Bildsensor wandelt die Bestrahlunsgstéirke auf dem einen oder anderen
Weg in ein elektrisches Signal um. Dann wird das Signal in digitale Zahlen
umgewandelt und mit einem Digitalrechner verarbeitet, um die relevan-
ten Parameter zu extrahieren. In dieser Verarbeitungskette (siehe auch
Abb. 1.13) sind viele Gebiete aus der Physik, Informatik und Mathematik
involviert, unter anderem Optik, Festkorperphysik, Computerarchitek-
tur, Algebra, Analysis, Statistik, Komplexitiatstheorie, Graphentheorie,
Systemtheorie und numerische Mathematik. Aus der Sichtweise der In-
genieurwissenschaften werden Beitrdge aus der technischen Optik, der
Elektrotechnik, der Optoelektronik und der technischen und angewand-
ten Informatik benotigt.

Die digitale Bildverarbeitung hat viele Uberschneidungspunkte mit
anderen Fachgebieten. Bildverarbeitungsaufgaben konnen teilweise als
Messprobleme aufgefasst werden und sind als solche ein Teilgebiet der
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Wissenschaft der Metrologie. Die Bildverarbeitung beinhaltet wie auch
die Spracherkennung Aufgaben der Mustererkennung. Andere Gebie-
te mit dhnlichen Beziehungen sind die Disziplinen der Neuroinformatik,
kiinstlichen Intelligenz, und der Kognitionswissenschaft. All diesen Berei-
chen sind die engen Beziehungen zu den Biowissenschaften gemeinsam.

Wenn wir von Computer-Sehen (englisch computer vision) sprechen,
so ist damit ein Computersystem gemeint, das die gleiche Aufgabe aus-
fiihrt wie ein biologisches System, namlich, ,aus Bildern zu entdecken,
was in der Welt ist und wo es ist” [133]. Im Gegensatz dazu wird der
Ausdruck maschinelles Sehen (englisch machine vision) fiir ein System
benutzt, das eine visuelle industrielle Priifaufgabe durchfiihrt, wie z.B.
die GroRe und Vollstandigkeit von Teilen in einer Produktionslinie zu
priifen. Fir viele Jahre hat man ein Sehsystem nur als einen passiven Be-
obachter betrachtet. Wie es biologische Systeme tun, kann ein Computer-
Sehsystem aber auch seine Umgebung aktiv erkunden, d. h. sich bewegen
oder seinen Blickwinkel verandern. Wir sprechen von aktivem Sehen.

Es gibt einige Spezialdisziplinen, die sich im Bereich der Bildverarbei-
tung aus historischen Griinden teilweise unabhdngig voneinander ent-
wickelt haben. Das bekannteste Beispiel ist die Photogrammetrie (Ver-
messung mittels Photographien zur Kartenerstellung und Objektiden-
tifikation). Andere Gebiete sind die Fernerkundung, die mit Luft- und
Satellitenbildern arbeitet, die Astronomie, und die medizinische Bildver-
arbeitung.

Der zweite wichtige Aspekt der interdisziplindren Natur der Bildver-
arbeitung hat mit den weitgestreuten Anwendungsgebieten zu tun. Es
gibt fast kein Gebiet in den Natur- und Ingenieurwissenschaften, in dem
Bildverarbeitung nicht eingesetzt wird. Wie wir an den Beispielen in Ab-
schn. 1.2 sehen konnten, hat sie in manchen Anwendungen eine ent-
scheidende Bedeutung gewonnen. Die engen Beziehungen zu so vielen
Anwendungsgebieten sind ein fruchtbarer Boden fiir die weitere stiirmi-
sche Entwicklung der Bildverarbeitung, da daraus ein standiger Strom
neuer Techniken und Ideen aus den Anwendungsgebieten resultiert.

Es sollte allerdings beachtet werden, dass die Interdisziplinaritat nicht
nur als interessante Begleiterscheinung zu betrachten ist. Sie ist eine
Notwendigkeit. Mangel an Wissen entweder in der Bildverarbeitung oder
dem Anwendungsgebiet wird unausweichlich zu suboptimalen Losun-
gen oder sogar einem volligen Fehlschlag fiihren.

1.6 Menschliches und maschinelles Sehen

Maschinelle Bildverarbeitung ist ohne das menschliche Sehsystem un-
denkbar. Diese banal klingende Feststellung hat so weitreichende Kon-
sequenzen, dass man sie sich bei der Beschaftigung mit digitaler Bildver-
arbeitung bewufthalten sollte. Jedes Bild, ob direkt aufgenommen oder
von einem Rechner verarbeitet, konnen wir nur mit Hilfe unseres visu-
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000
OO0

c d / \
Abbildung 1.14: Testbilder zur Frage der Lingen- und Fldchenbestimmung mit
dem menschlichen visuellen System: a parallele Linien mit bis zu 5% Ldngen-
unterschied; b Kreise mit bis zu 10 % Radiusunterschied; c die vertikale Linie
erscheint ldnger, obwohl sie die gleiche Linge wie die horizontale Linie hat; d

perspektivische Tduschung: die obere Linie (im Hintergrund) erscheint ldnger
als die untere Linie (im Vordergrund), obwohl beide gleich lang sind.

ellen Systems beurteilen. Jede Bildausgabe auf einen Monitor, Drucker
oder eine sonstige Bildausgabeeinheit muss sich daher an den Gegeben-
heiten des visuellen Systems orientieren. Die einfachsten Fragen, die wir
zundchst stellen sollten, sind:

¢ Welche Intensitatsunterschiede kénnen wir erkennen?
o Welche ortliche Aufléosung hat unser Auge?

e Wie genau konnen wir Langen und Fldchen in ihrer GroRe schatzen
und miteinander vergleichen?

e Wie gut konnen wir Farben unterscheiden?

¢ Anhand welcher Eigenschaften konnen wir Objekte erkennen und un-
terscheiden?

Es ist offensichtlich, dass eine tiefere Kenntnis des menschlichen
Sehsystems eine unschitzbare Hilfe fiir das Computersehen ist. Es ist
an dieser Stelle nicht beabsichtigt, einen Uberblick iiber das Sehsystem
zu geben. Vielmehr sollen uns die elementaren Beziehungen zwischen
menschlichem und Computersehen bewult werden. Daher werden wir
verschiedene Eigenschaften des humanen Sehsystems in den entspre-
chenden Kapiteln aufzeigen. Hier folgen lediglich einige einfiihrende
Anmerkungen.

Dazu kann der Leser selbst einige Experimente zur Frage der Langen-
und Flachenschatzung durchfiihren. (Abb. 1.14). Wahrend bei paralle-
len Linien (Abb. 1.14a) kleine Langenunterschiede leicht erkannt werden,
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Abbildung 1.15: Erkennung dreidimensionaler Objekte: drei unterschiedliche
Darstellungen eines Wiirfels mit identischen Kanten in der Bildebene.

scheint ein Flachenvergleich mit Kreisen ungleich schwieriger zu sein
(Abb. 1.14b). Die librigen Beispiele zeigen, wie die Schatzung durch um-
gebende Objekte fehlgeleitet werden kann. Man spricht von optischen
Tduschungen. Gezeigt sind Beispiele zur Langenschatzung (Abb. 1.14c
und d). Diese Beispiele machen deutlich, wie sehr sich das menschliche
Sehvermogen am Kontext orientiert. Man muss daher beim Schitzen
und Vergleichen von Langen und Flachen in Bildern sehr vorsichtig sein.

Das zweite Thema ist die Frage der Erkennung von Objekten in Bil-
dern. Obwohl Abb. 1.15 nur einige wenige Linien enthdlt und obwohl
es ein ebenes Bild ohne direkte Tiefeninformation ist, erkennen wir im
rechten und linken Bild sofort einen Wiirfel und seine raumliche Ori-
entierung. Wir konnen diese Schlussfolgerung nur aus den versteckten
Linien und unserem Wissen um die Form eines Wiirfels ziehen. Das mitt-
lere Bild, das auch die verdeckten Linien zeigt, ist ambivalent. Mit eini-
ger Ubung kénnen wir zwischen den beiden méglichen Orientierungen
im Raum wechseln.

Abbildung 1.16 zeigt eine bemerkenswerte Eigenschaft des mensch-
lichen visuellen Systems. Ohne Probleme erkennen wir scharfe Grenzen
zwischen den verschiedenen Texturen in Abb. 1.16 und die Zahl 5. In
Abb. 1.16 identifizieren wir ein weiles gleichschenkliges Dreieck, obwohl
Teile der Grenzen nicht existieren. Diese wenigen Beobachtungen zeigen
die enorme Leistungsfdahigkeit des menschlichen visuellen Systems bei
der Objekterkennung. Dagegen ist es weniger geeignet fiir die exakte
Bestimmung von Grauwerten, Entfernungen und Flachen.

Im Vergleich dazu sollte uns die marginale Leistungsfahigkeit von
Computer-Sehsystemen bescheiden machen. Ein digitales Bildverarbei-
tungssystem kann nur elementare oder fest definierte Bildverarbeitungs-
aufgaben ausfiihren, wie z.B. die Echtzeit-Qualitatskontrolle in der In-
dustrieproduktion. Es wurde auch erreicht, dass ein maschinelles vi-
suelles System ein Auto bei hoher Geschwindigkeit einschlieRlich Spur-
wechsel automatisch steuert. Allerdings sind wir noch Welten von einem
universellen maschinellen Bildverarbeitungssystem entfernt, das Bilder
yversteht”, wie Menschen es konnen, und das intelligent und flexibel in
Echtzeit reagiert.
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Abbildung 1.16: a Erkennung von Grenzen zwischen Mustern; b ,Interpolation
von Objektgrenzen.

Erwdhnenswert ist noch eine andere Beziehung zwischen menschli-
chem und maschinellem Sehen. Bedeutende Entwicklungen beim ma-
schinellen Sehen wurden durch Fortschritte im Verstehen des mensch-
lichen Sehsystems moglich. Wir werden in diesem Buch einigen Beispie-
len begegnen: den Pyramiden als einer effizienten Datenstruktur fir die
Bildverarbeitung (Kapitel 5), der lokalen Orientierung (Kapitel 13) und
der Bestimmung von Bewegung durch Filtertechniken (Kapitel 14).

1.7 Komponenten eines Bildverarbeitungssystems

In diesem Abschnitt gehen wir kurz auf die Moglichkeiten moderner Bild-
verarbeitungssysteme ein. Ein Bildaufnahme- und -verarbeitungssystem
besteht liblicherweise aus den folgenden vier Komponenten:

1. einem Bildaufnahmesystem, das im einfachsten Fall eine CCD-Kame-
ra, ein Flachbettscanner oder ein Videorecorder sein kann;

2. einem als Bildspeicher (Framegrabber) bezeichneten Gerat, das elek-
trische Signale (normalerweise ein analoges Videosignal) vom Bild-
aufnahmesystem in ein digitales Bild umwandelt, das im Rechner ge-
speichert werden kann;

3. einem Personalcomputer oder einer Workstation mit der entspre-
chenden Leistungsfahigkeit;

4. einer Bildverarbeitungssoftware, die die Werkzeuge zur Manipulation
und Analyse der Bilder bereitstellt.

1.7.1 Bildsensoren

Digitale Verarbeitung erfordert Bilder in Form von elektrischen Signalen.
Diese Signale konnen in Sequenzen von Zahlen digitalisiert und dann von
einem Computer verarbeitet werden. Es gibt viele Wege, Bilder in digitale
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Abbildung 1.17: Moderne Halbleiter-Bildsensoren: a Komplette CMOS-Kamera
auf einem Chip mit digitaler und analoger Bildausgabe (Bild zur Verfiigung ge-
stellt von K. Meier, Kirchhoff-Institut fiir Physik, Universitct Heidelberg), [120]).
b Hochqualitative digitale 12-bit CCD-Kamera, Pixelfly (Bild zur Verfiigung ge-
stellt von PCO GmbH, Kelkheim).

Zahlen zu konvertieren. Wir konzentrieren uns hier auf die Videotechno-
logie, die den am weitesten verbreiteten und kostengiinstigsten Ansatz
darstellt.

Ein Meilenstein in der Bildaufnahmetechnik war die Erfindung der
Halbleiter-Bildsensoren. Es gibt viele Typen solcher Sensoren. Die am
weitesten verbreiteten sind die sogenannten charge coupled devices oder
CCDs. Solch ein Sensor besteht aus einer groRen Zahl photosensitiver
Elemente. Wahrend der Akkumulationsphase sammelt jedes Element
elektrische Ladungen, die von absorbierten Photonen erzeugt werden.
Damit ist die erzeugte Ladung der Beleuchtung proportional. In der Aus-
lesephase werden diese Ladungen nacheinander von Sensorelement zu
Sensorelement tiber den Chip transportiert und schlieflich in eine elek-
trische Spannung umgewandelt.

Seit einiger Zeit sind auch CMOS-Bildsensoren verfiigbar. Aber erst
vor kurzer Zeit sind diese Sensoren ins Blickfeld der Anwender gertickt,
da die Bildqualitat, insbesondere die Gleichféormigkeit der Empfindlich-
keit, langsam die der CCD-Bildsensoren erreicht. CMOS-Bildsensoren er-
reichen in manchen Eigenschaften immer noch nicht die Qualitat der
CCD-Sensoren, insbesondere bei niedrigen Bestrahlungsstarken. Ande-
rerseits haben sie aber auch eine Reihe signifikanter Vorteile gegeniiber
CCD-Sensoren. Sie verbrauchen deutlich weniger Leistung, Bildausschnit-
te konnen schnell und flexibel ausgelesen werden, und weitere Schalt-
kreise zur Bildvorverarbeitung und Signalumwandlung kénnen direkt
integriert werden. In der Tat ist es heute moglich, eine komplette Ka-
mera auf einem Chip unterzubringen (Abb. 1.17a). Schlieflich konnen
CMOS-Bildsensoren wesentlich billiger hergestellt werden und erdffnen
damit neue Anwendungsfelder.

Halbleiter-Bildsensoren haben eine Reihe signifikanter Vorteile:
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e Priizise und stabile Geometrie. Die Sensorelemente sind prazise auf
einem regelmidligen Gitter angeordnet. Geometrische Verzerrungen
kommen praktisch nicht vor. Wegen des niedrigen Warmeausdeh-
nungskoeffizienten von Silizium (2 - 107%/K) ist die Sensorgeome-
trie nur wenig temperaturabhéngig. Diese Eigenschaften ermdglichen
prazise GroRen- und Positionsmessungen.

e Klein und robust. Die Sensoren sind klein und unempfindlich gegen-
uber duleren Einfliissen wie magnetischen Feldern und Vibrationen.

e Hohe Sensitivitcdt. Die Quantenausbeute, d. h. der Anteil an elementa-
ren Ladungen, der pro Photon erzeugt wird, kann nahe bei eins liegen
(>R1 and > R2). Allerdings kénnen kommerzielle CCDs wegen der
thermisch erzeugten Elektronen nicht bei geringen Helligkeiten ver-
wendet werden. Werden CCD-Sensoren jedoch auf niedrige Tempera-
turen gekiihlt, gehoren sie zu den empfindlichsten Bildaufnehmern,
die sich stundenlang belichten lassen. Solche Gerdte werden in der
Astronomie haufig verwendet. Sie sind etwa 100mal empfindlicher
als photographisches Material.

e Grofie Variabilitdt. Bildsensoren gibt es mit den verschiedensten Auf-
16sungen und Bildraten. Sensoren mit hohen Auflésungen von bis zu
2048 x 2048 und mehr Bildpunkten sind erhaltlich (> R1 and > R2).
Der bis 2001 gréRte CCD-Sensor wurde von der Firma Philips ge-
baut. Er besteht aus Modulen mit 1k x 1k-Sensorbldcken. Daraus ent-
stand ein 7k X 9k-Sensor mit Bildpunkten der GroRe 12 x 12 um [67].
Zu den schnellsten verfiigharen Bildaufnehmern gehoért der CMOS-
Bildsensor von Photobit mit einer maximalen Bildrate von 500 Hz bei
1280 x 1024 Sensorelementen (660 MB/s Datenrate).

e Bilder vom Unsichtbaren. Halbleiter-Bildaufnehmer sind nicht nur fiir
den sichtbaren Bereich des elektromagnetischen Spektrums empfind-
lich. Standard-CCD-Sensoren kénnen so gebaut werden, dass sie Wel-
lenlangen von 200 nm im Ultraviolettbereich bis zu 1100 nm im nahen
Infrarot detektieren konnen. Fiir groRere Wellenldngen sind andere
Materialien wie GaAS, InSb oder HgCdTe erforderlich (> R3), da Sili-
zium transparent wird. Mit speziellen Verfahren kénnen Silizium-
Sensoren aber bis weit in den Bereich der Rontgenstrahlen hinein
empfindlich gemacht werden.

1.7.2 Bildspeicher und Bilddarstellung

Ein Bildspeicher wandelt ein elektrisches Signal vom Bildaufnahmesys-
tem in ein digitales Bild um, das von einem Computer verarbeitet wer-
den kann. Bilddarstellung und -verarbeitung erfordern heutzutage keine
spezielle Hardware mehr. Mit der Entwicklung der grafischen Benutze-
roberflichen wurde die Bilddarstellung ein integrierter Teil eines Perso-
nalcomputers oder einer Workstation. Neben der Darstellung von Grau-
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wertbildern mit bis zu 256 Grauwertstufen (8 Bit) konnen auch Echtfarb-
bilder mit bis zu 16,7 Millionen Farben (3 Kandle mit je 8 Bit) bei einer
Auflosung von bis zu 1600 x 1200 Bildpunkten auf preiswerten Grafik-
karten in hoher Qualitat dargestellt werden.

Dementsprechend erfordert ein moderner Bildspeicher keine eige-
ne Bilddarstellungseinheit mehr. Notig sind lediglich Schaltkreise, um
das elektrische Signal vom Bildsensor zu digitalisieren. Zusatzlich muss
das Bild im Speicher des Computers abgelegt werden. Die direkte Uber-
tragung der Bilddaten vom Bildspeicher in den Hauptspeicher (RAM) ei-
nes Mikrocomputers ist seit 1995 durch die Einfiihrung schneller pe-
ripherer Bussysteme wie des PCI-Busses moglich. Dieser 32 Bit breite
Bus hat eine theoretische Spitzeniibertragungsgeschwindigkeit von 132
MByte/s. Je nach PCI-Bus-Controller auf dem Framegrabber und Chip-
Satz auf dem Motherboard des Computers werden tatsichliche Ubertra-
gungsraten zwischen 15 und 80 MB/s erreicht. Dies ist selbst fiir Farb-
bilder und Bilder mit hoher Bildrate ausreichend, um Bildsequenzen in
Echtzeit in den Hauptspeicher zu libertragen. Die zweite Generation des
PCI-Busses ist 64 Bit breit und hat eine Taktfrequenz von 66 MHz. Damit
vervierfacht sich die maximale Transferrate auf 512 MB/s. Digitale Ka-
meras, die Bilder direkt iber standardisierte Schnittstellen wie Firewire
(IEEE 1394), die Camera Link-Schnittstelle oder eine schnelle Ethernet-
Verbindung iibertragen, machen die Bildeingabe in den Rechnern noch
einfacher.

Die Datentransferraten zu Festplatten sind jedoch mit typischerwei-
se weniger als 10 MB/s wesentlich geringer. Das reicht nicht aus, um
unkomprimierte Bilddaten in Echtzeit auf die Festplatte zu transferie-
ren. Echtzeit-Transfer von Bilddaten mit Transferraten zwischen 10 und
30 MB/s sind jedoch mit RAID arrays moglich.

1.7.3 Computer-Hardware fiir die Bildverarbeitung

Der enorme Fortschritt der Computertechnologie in den letzten zwanzig
Jahren hat die digitale Bildverarbeitung jedem Wissenschaftler und Inge-
nieur zugdnglich gemacht. Um einen Personal-Computer fiir die Bildver-
arbeitung einsetzen zu koénnen, miissen vier wesentliche Bedingungen
erfiillt sein: hochauflosende Bilddarstellung, ausreichende Bandbreite
fir Speichertransfer, gentigend Speicher und eine ausreichende Rechen-
leistung. In allen vier Bereichen wurde eine kritische Leistungsgrenze
uberschritten, die es moglich macht, Bilder mit Standardhardware zu
verarbeiten. In naher Zukunft ist zu erwarten, dass auch Volumenbil-
der und/oder Bildsequenzen mit Personal-Computern verarbeitet wer-
den koénnen. Im folgenden werden wir diese Schliisselbereiche bespre-
chen.
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Personal-Computer verfiigen nun iiber geniigend Hauptspeicher (Ran-
dom Access Memory oder RAM), um mehrere Bilder zu speichern. Theo-
retisch kann ein 32-Bit-Computer bis zu 4 GB Speicher adressieren. Das
ist ausreichend auch fiir komplexe Bildverarbeitungsoperationen mit gro-
Ren Bildern. Mit den seit kurzer Zeit erhéltlichen 64-Bit-Computersys-
temen steht gentigend Speicher fiir anspruchsvolle Anwendungen mit
Bildsequenzen und Volumenbildern zur Verfiigung.

Wahrend in den Anfangen der Personalcomputer Festplatten eine Ka-
pazitat von 5 bis 10 MByte hatten, sind heute Plattensysteme mit tau-
sendfach hoherer Kapazitat (10-60 GB) Standard. Damit kann eine grofRe
Anzahl Bilder auf Festplatten gespeichert werden. Dies ist eine wichti-
ge Voraussetzung fiir die wissenschaftliche Bildverarbeitung. Fir die
permanente Datenspeicherung und den Austausch von Bilddaten spielt
die CD-ROM eine zunehmend bedeutende Rolle. Ein solches Medium
kann bis zu 600 MByte an Bilddaten aufnehmen, die unabhédngig vom
Betriebssystem auf MS Windows-, MacIntosh- und UNIX-Plattformen ge-
lesen werden konnen. Mittlerweile gibt es glinstige CD-ROM-Brenner, die
es jedermann erlauben, seine eigenen CDs zu produzieren. Sobald billi-
ge DVD+RW-Brenner auf dem Markt sind, steht ein Speichermedien mit
einer deutlich héheren Kapazitat von 4.7 GB zur Verfiigung.

Wahrend der kurzen Geschichte der Mikroprozessoren hat sich die
Rechenleistung betrachtlich erh6éht. Im Zeitraum von 1978 bis 2001 hat
sich die Taktrate von 4.7 MHz auf 2.0 GHz um den Faktor 500 erhoht. Die
Geschwindigkeit elementarer Operationen wie FlieRkommaaddition oder
-multiplikation hat sich sogar noch mehr erhéht, da auf modernen Mikro-
prozessoren diese Operationen nur einige Takte benotigen gegentiber et-
wa 100 auf frithen Prozessoren. Das hat dazu gefiihrt, dass sich die Ver-
arbeitungsgeschwindigkeit von FlieRkomma-Operationen um mehr als
den Faktor 10000 beschleunigt hat.

Die Bildverarbeitung konnte von dieser Entwicklung nur teilweise
profitieren. Auf modernen Mikroprozessoren wurde die Verarbeitung
und der Transfer von 8-Bit- und 16-Bit-Bilddaten zunehmend ineffektiv.
Diese Entwicklung hat sich erst 1997 mit der Integration von Multimedia-
Instruktionssiatzen in Mikroprozessoren gedndert. Die grundlegende
Idee der schnellen Verarbeitung von Bilddaten ist sehr einfach. Man
macht sich zunutze, dass auf den 64-Bit breiten internen Bussystemen
moderner Mikroprozessoren mehrere Bildpunkte gleichzeitig verarbei-
tet werden konnen. Diese spezielle Form der Parallelverarbeitung ist
bekannt unter dem Namen Single Instruction Multiple Data (SIMD). Mit
64 Bit langen Datenworten konnen acht 8-Bit-, vier 16-Bit- oder zwei
32-Bit-Datenworter gleichzeitig mit derselben Operation verarbeitet wer-
den.

Die Firma Sun war die erste, die das SIMD-Konzept mit dem visual
instruction set (VIS) auf der UltraSparc-Architektur integriert hat [139].
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Im Januar 1997 fiihrte Intel die Technologie Multimedia Instruction Set
Extension (MMX) fir die ndachste Generation von Pentium-Prozessoren
(P55C) ein. Das SIMD-Konzept wurde schnell von anderen Herstellern
ubernommen. Motorola entwickelte z.B. die AltiVec-Architektur. SIMD-
Pixelverarbeitung wurde auch ein integraler Bestandteil von neuen 64-
Bit-Architekturen wie der IA-64-Architektur von Intel und der x86-64-
Architektur von AMD.

SIMD-Verarbeitung ist damit ein Standard fiir moderne Mikroprozes-
soren geworden und hat teilweise zu einer erheblichen Beschleunigung
von Bildverarbeitungsoperationen gefiihrt. Immer mehr komplexe Bild-
verarbeitungsaufgaben konnen in Echtzeit auf Standard-Mikroprozesso-
ren ausgefithrt werden, ohne dass teuere und schwer zu programmie-
rende Spezialhardware benoétigt wird.

1.7.4 Software und Algorithmen

Der rasche Fortschritt der Computerhardware lenkt leicht von der Bedeu-
tung der Software und der mathematischen Untermauerung der Konzep-
te fur die Bildverarbeitung ab. Friiher wurde die Bildverarbeitung mehr
als ,Kunst“ denn als Wissenschaft bezeichnet. Sie dhnelte mehr einem
Tappen im Dunkeln oder einem empirischen Suchen nach einer Losung.
Wenn ein Algorithmus fiir eine bestimmte Aufgabenstellung funktionier-
te, konnte man fast sicher sein, dass er mit anderen Bildern nicht lief,
ohne dass man wulte, warum.

Glicklicherweise dndert sich dies allmdhlich. Die Bildverarbeitung
ist dabei, sich zu einer wohlfundierten Wissenschaft zu entwickeln. Das
tiefere Verstdandnis hat auch zu einer realistischeren Einschatzung der
heutigen Moglichkeiten der Bildverarbeitung und -analyse gefiihrt, die in
vielen Aspekten noch Welten von den Méglichkeiten des menschlichen
Sehens entfernt ist. Eine weitverbreitete falsche Meinung ist die, dass
eine bessere mathematische Grundlage der Bildverarbeitung nur fiir die
Theoretiker von Interesse sei, jedoch keine Konsequenzen fiir die An-
wendungen habe. Das Gegenteil ist der Fall; die Vorteile sind enorm.
Zundchst erlaubt die mathematische Analyse eine Unterscheidung der
losbaren von den unlésbaren Bildverarbeitungsproblemen. Dies ist be-
reits sehr hilfreich. Des weiteren werden Bildverarbeitungsalgorithmen
vorhersagbar und exakt; in einigen Féllen resultieren optimale Ergeb-
nisse. Neue mathematische Methoden fithren oft zu neuen Ansitzen,
die entweder bisher unlosbare Probleme 16sen oder Aufgaben schneller
und genauer erledigen konnen als zuvor. In vielen Féllen lasst sich die
Verarbeitungsgeschwindigkeit um mehrere GréoRenordnungen steigern.
Damit machen schnelle Algorithmen viele Bildverarbeitungsmethoden
uberhaupt erst anwendbar bzw. reduzieren die Hardwarekosten eines
Bildverarbeitungssystems erheblich.
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1.8 Literaturhinweise zur Vertiefung*

In diesem Abschnitt werden einige Hinweise auf weiterfithrende Literatur gege-
ben.

Einfilhrende Lehrbiicher. Einfiihrende deutschsprachige Lehrbiicher sind
Haberdcker [66] und Abmayr [1]. ,, The Image Processing Handbook" von Russ
[172] ist eine gute Einfiilhrung in die Bildverarbeitung mit einer Fiille von An-
wendungsbeispielen und Bildmaterial. Empfehlenswert ist auch das Lehrbuch
von Nalwa [143]. Es fihrt den Leser — wie der Titel sagt — durch die Computer
Vision.

Lehrbiicher fir Fortgeschrittene. Auch heute lohnt es sich noch, das nun
fast zwanig Jahre alte, klassische Lehrbuch ,Digital Picture Processing“ von Ro-
senfeld und Kak [ ] zu lesen. Andere klassische, aber zwischenzeitlich etwas
veraltete Lehrbiicher sind Gonzalez und Woods [61], Pratt | ] und Jain [95].
Das Lehrbuch von van der Heijden [ ] befasst sich mit Bildverarbeitung unter
dem Gesichtspunkt der Messtechnik und schlieBt die Parameterschatzung und
Objekterkennung ein.

Lehrbiicher zu speziellen Themen. Wegen der interdisziplindren Natur
der Bildverarbeitung (Abschn. 1.5), kann diese von verschiedenen Standpunk-
ten aus betrachtet werden. Die folgende Tabelle weist Lehrbiicher und Mono-
graphien aus, die sich auf den einen oder anderen Aspekt der Bildverarbeitung
konzentrieren. Es sind auch applikationsorientierte Darstellungen dabei.

Thema Referenz

Bildsensoren Holst [76], Howell [81], Jane-
sick [97]

Magnetresonanz-Bildgebung Haacke et al. [65], Liang und

Lauterbur [ ], Reisser und
Semmler [ ]

Geometrie der Computer Vision Faugeras [43]

Perzeption Mallot [ ], Wandell [ |

Maschinelles Sehen Jain et al. [96], Jahne et al. [93],
Demant et al. [33]

Robotorensehen Horn [80]

Signalverarbeitung Granlund und Knutsson [63],
Lim [ ]

Bildverarbeitung in der Medizin Lehmann et al. [ ]

Photogrammetrie Bahr und Vogtle [6], Luhmann
[128]

Fernerkundung Richards und Jia [ 1, Schott
[179]

Industrielle Bildverarbeitung Demant et al. [33]

Mustererkennung, Objektklassifizierung Schiirmann [ ], Bishop [14]

Bildverstehen Ullman [ ]
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Menschliches und maschinelles Sehen. Eine ausfiihrliche Behandlung ist
bei Levine [ ] zu finden. Eine exzellente und aktuelle Referenz ist auch die
Monographie von Wandell [ ]

Artikelsammlungen. Einen guten Uberblick iiber die Bildverarbeitung an-
hand von Schliisselpublikation aus Fachzeitschriften geben folgende Sammel-
bande: ,Digital Image Processing” von Chelappa [24], ,Readings in Computer
Vision: Issues, Problems, Principles, and Paradigms* von Fischler und Firschein
[46] und ,,Computer Vision: Principles and Advances and Applications“ von Ka-
sturi und Jain [ , ]

Handbiicher. Das ,Practical Handbook on Image Processing for Scientific Ap-
plications” von Jahne [89] gibt einen aufgabenorientierten Zugang zur Bildver-
arbeitung mit vielen praktischen Hinweisen. Eine umfangreiche Zusammenfas-
sung der Computer Vision bietet das dreibandige Werk ,,Handbook of Computer
Vision and Applications” von Jahne et al. [91]. Algorithmen fiir die Bildverarbei-
tung und Computer Vision sind zu finden in Voss und Siile [ ], Pitas [ 1,
Parker [ ], Umbaugh [ ] und Wilson und Ritter | ].



2 Bildreprdasentation

2.1 Einleitung

Dieses und die beiden nachsten Kapitel behandeln die mathematischen
Grundlagen der Bildverarbeitung. Thema dieses Kapitels ist die Frage,
wie bildhafte Information reprasentiert werden kann. Zwei Aspekte sind
in diesem Zusammenhang wesentlich:

Zum einen kann Bildinformation auf vollig verschiedene Arten darge-
stellt werden, wobei die wichtigsten die raumliche (Abschn. 2.2) und die
Wellenzahldarstellung (Abschn. 2.3) sind. Sie unterscheiden sich durch
eine andere Betrachtung raumlicher Daten. Da die verschiedenen Bild-
darstellungen die Bilddaten jeweils vollstandig reprasentieren und damit
dquivalent sind, konnen sie ineinander konvertiert werden. Die Konver-
sion von der rdumlichen in die Wellenzahlreprasentation ist als Fourier-
transformation bekannt. Sie ist ein Beispiel einer allgemeineren Klasse
von Operationen, den unitdren Transformationen (Abschn. 2.4).

Zum anderen diskutieren wir, wie diese Bilddarstellungen mit Digital-
rechnern realisiert werden kénnen. Wie kénnen Bilder durch eine Matrix
digitaler Zahlen addquat dargestellt werden? Wie konnen diese Daten
effizient gehandhabt werden? Gibt es schnelle Algorithmen, die eine Re-
prasentation in die andere konvertieren? Ein Schliisselbeispiel dazu ist
die schnelle Fouriertransformation, die in Abschn. 2.5 besprochen wird.

2.2 Digitale Bilder im Ortsraum

2.2.1 Pixel und Voxel

Bilder stellen eine flichenhafte Verteilung der Bestrahlungsstcrke in ei-
ner Ebene dar. Mathematisch kann diese als eine kontinuierliche Funk-
tion zweier rdumlicher Variablen beschrieben werden:

E(x1,x2) = E(x). (2.1)

Computer konnen keine kontinuierlichen Bilder verarbeiten, sondern
nur digitale Zahlenfelder. Aus diesem Grund miissen Bilder als zweidi-
mensionale Punktfelder abgespeichert werden. Ein Punkt auf dem 2D-
Gitter wird als Pixel oder Pel bezeichnet. Beide Begriffe sind Kurzfor-
men des englischen Begriffes picture element. Ein Pixel oder Bildpunkt
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Abbildung 2.1: Darstellung von Digitalbildern durch Felder diskreter Punkte auf
einem quadratischen Gitter: a 2D-Bild, b 3D-Bild.

reprdsentiert die Bestrahlungsstéarke an der zugehorigen Gitterposition.
Fir die Angabe der Position des Pixels ist die Matrixnotation tiblich. Der
erste Index, m, gibt die Position der Zeile (Zeilenindex), der zweite, n,
die Position der Spalte (Spaltenindex) an (Abb. 2.1a). Besteht ein digitales
Bild aus M x N Bildpunkten, wird es durch eine M x N-Matrix reprasen-
tiert. Der Spaltenindex, n, lauft von 0 bis N — 1 und der Zeilenindex, m,
von 0 bis M — 1. M gibt die Anzahl der Zeilen, N die Anzahl der Spal-
ten an. In Ubereinstimmung mit der Matrixnotation lduft die vertikale
Achse (y-Achse) von oben nach unten und nicht umgekehrt wie sonst
vielfach tiblich. Die horizontale Achse (x-Achse) lauft wie gewohnt von
links nach rechts.

Jedes Pixel reprasentiert eigentlich nicht nur einen Bildpunkt, son-
dern eine rechteckige Region, die Elementarzelle des Gitters. Der mit
dem Pixel assoziierte Wert muss die mittlere Bestrahlungsstéarke der zu-
gehorigen Gitterzelle angemessen darstellen.

Abbildung 2.2 zeigt ein Bild, dargestellt mit unterschiedlicher Anzahl
von Pixeln. Bei Verwendung von wenigen Pixeln (Abb. 2.2a, b) ist nicht
nur die raumliche Auflésung schlecht, sondern die Grauwertunterschiede
an den Pixelrandern erzeugen auch Artefakte, die vom eigentlichen Bild-
inhalt ablenken. Werden die Pixel kleiner, sind auch diese Effekte weni-
ger auffallig bis dahin, dass wir den Eindruck eines raumlich kontinuier-
lichen Bildes haben. Dies ist dann der Fall, wenn die Pixel kleiner sind
als die raumliche Auflosung unseres Sehsystems. Sie konnen sich von
dieser Beziehung liberzeugen, indem Sie Abb. 2.2 aus unterschiedlicher
Entfernung betrachten.
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a

Abbildung 2.2: Auf einem quadratischen Gitter reprdsentiert jedes Pixel ei-
ne quadratische Region des Bildes. Dargestellt ist dasselbe Bild mit a 3 X 4, b
12 X 16, ¢ 48 X 64 und d 192 x 256 Bildpunkten. Enthdilt das Bild ausreichend
viele Bildpunkte, erscheint es fiir das menschliche Sehsystem als kontinuierliches
Bild.

Wie viele Pixel sind notwendig? Auf diese Frage gibt es keine generelle
Antwort. Fiir die Betrachtung eines digitalen Bildes sollte die Pixelgrofe
kleiner sein als die raumliche Auflosung des visuellen Systems des Be-
obachters bei einer gegebenen Entfernung. Auf eine bestimmte Aufgabe
bezogen, sollte die PixelgroRe kleiner sein als die kleinsten Objekte, die
untersucht werden sollen. Im allgemeinen ist fiir die PixelgroRe jedoch
eher die verflighare Sensortechnologie limitierend als die Anforderung
der Anwendung (Abschn. 1.7.1). Auch ein hochauflésender Sensor mit
1000 x 1000 Bildpunkten hat eine relative raumliche Auflosung von nur
10-3. Dies ist eine schlechte Auflésung im Vergleich zu anderen Verfah-
ren wie der Langenmessung, der Messung elektrischer Spannung oder
der Bestimmung der Haufigkeit. Diese GroRen kdnnen mit relativen Auf-
losungen von weit besser als 1079 bestimmt werden. Allerdings liefern
sie nur eine Messung an einem einzigen Punkt, wahrend ein 1000 x 1000-
Bild eine Million Bildpunkte enthdlt. Damit erhalten wir Einsicht in die
raumlichen Variationen einer MessgroRe. Bei Aufnahme von Bildsequen-
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Abbildung 2.3: Die drei mdglichen regelmdfligen 2D-Gitter: a Dreiecksgitter,
b quadratisches Gitter, ¢c hexagonales Gitter.

zen erschlieRen sich auch die zeitlichen Anderungen und damit die Kine-
matik und Dynamik der untersuchten Prozesse. Auf diese Weise eroffnet
die Bildverarbeitung eine vollig neue Qualitdt der Messung.

Ein quadratisches Gitter ist die einfachste Geometrie eines digitalen
Bildes. Andere geometrische Anordnungen der Bildpunkte und Formen
der Elementarzellen sind moglich. Diese Fragestellung entspricht der
Untersuchung von Kristallstrukturen im 3D-Raum, mit der sich Fest-
korperphysiker, Mineralogen und Chemiker beschaftigen. Kristalle zei-
gen periodische 3D-Muster der Anordnung ihrer Atome, Ionen oder Mo-
lekiile, die aufgrund ihrer Symmetrien und der Geometrie einer Elemen-
tarzelle klassifiziert werden konnen. Zweidimensional ist die Klassifika-
tion digitaler Gitter viel einfacher als im dreidimensionalen Raum. Wenn
wir uns auf regelméafige Polyeder beschranken, gibt es nur drei Anord-
nungsmoglichkeiten: Dreiecke, Quadrate und Sechsecke (Abb. 2.3).

In der Bildverarbeitung sind neben der zweidimensionalen auch drei-
und sogar hoherdimensionale Betrachtungen von Interesse. Ein Pixel
wird in einem 3D-Bild zu einem Voxel (Kurzform des englischen Begrif-
fes volume element). Auf einem in jeder Richtung quadratischen Gitter
reprasentiert jedes Voxel den mittleren Grauwert eines Wiirfels. Die Po-
sition eines Voxels wird durch drei Indizes gegeben. Dabei steht [ fiir
die Tiefe, m ist wieder der Zeilen- und n der Spaltenvektor (Abb. 2.1b).
Ein kartesisches Gitter ist die allgemeinste Losung fiir digitale Daten der
Dimension n, weil es die einzige geometrische Form ist, die leicht fir
beliebige Dimensionen erweitert werden kann (Hyper-Pixel).

2.2.2 Nachbarschaftsrelationen

Eine bedeutende Eigenschaft diskreter Bilder sind Nachbarschaftsbezie-
hungen, da sie definieren, was wir als zusammenhdngende Region und
damit als digitales Objekt betrachten. Ein zweidimensionales quadra-
tisches Gitter hat die ungliickliche Eigenschaft, dass zwei Moglichkei-
ten bestehen, benachbarte Bildpunkte zu definieren (Abb. 2.4a, b). Wir
konnen Pixel als benachbart betrachten, wenn sie eine gemeinsame Kan-
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Abbildung 2.4: Nachbarschaften auf einem quadratischen Gitter: a 4er-
Nachbarschaft und b 8er-Nachbarschaft. ¢ Der schwarze Bereich zdhlt in ei-
ner 8er-Nachbarschaft als ein Objekt (zusammenhdngende Region), in einer 4er-
Nachbarschaft jedoch als zwei Objekte.

te oder aber mindestens eine gemeinsame Ecke aufweisen. Also gibt es
entweder 4 oder 8 Nachbarn. Wir sprechen dann von einer 4er-Nachbar-
schaft oder einer 8er-Nachbarschaft.

Beide Nachbarschaftstypen sind fiir die Definition von Objekten als
zusammenhdngende Regionen notwendig. Eine Region oder ein Objekt
wird als zusammenhédngend bezeichnet, wenn wir jedes Pixel in der Re-
gion von jedem anderen Pixel iiber einen Weg erreichen kénnen, der von
einem benachbarten Pixel zu einem ndchsten fiihrt. Das schwarze Objekt
in Abb. 2.4c wird in einer 8er-Nachbarschaft als ein Objekt betrachtet, in
einer 4er-Nachbarschaft zerféllt es jedoch in zwei Objekte, da die beiden
Bereiche keine gemeinsame Kante haben. Der weille Hintergrund zeigt in
beiden Nachbarschaften gleiche Eigenschaften. In der 8er-Nachbarschaft
uberkreuzen sich also zwei zusammenhdngende Regionen, widhrend in
der 4er-Nachbarschaft zwei separate Regionen resultieren. Diese Inkon-
sistenzen konnen iiberwunden werden, wenn die Objekte als 4er- und
der Hintergrund als 8er-Nachbarschaft definiert werden oder umgekehrt.

Solche Komplikationen treten nicht nur bei quadratischen Gittern auf.
Bei einem dreieckigen Gitter (Abb. 2.3a) konnen wir eine 3er- und 12er-
Nachbarschaft definieren, bei denen die Nachbarn entweder eine gemein-
same Kante oder Ecke haben. Bei einem hexagonalen Gitter (Abb. 2.3¢)
konnen wir dagegen nur eine 6er-Nachbarschaft definieren, da es Bild-
punkte, die eine gemeinsame Ecke, aber keine gemeinsame Kante aufwei-
sen, nicht gibt. Benachbarte Pixel haben stets eine gemeinsame Kante
und zwei gemeinsame Ecken. Trotz dieses Vorteils werden Hexagon-
algitter in der Bildverarbeitung selten verwendet, da fast alle handels-
ublichen Bildsensoren Pixel auf einem quadratischen Gitter liefern. Die
Photosensoren der Retina des menschlichen Auges haben dagegen eher
eine hexagonale Form |[ 1.
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Abbildung 2.5: Die drei Nachbarschaftstypen auf einem dreidimensionalen ku-
bischen Gitter. a 6er-Nachbarschaft: Voxel mit zusammenhdngenden Flcichen;
b 18er-Nachbarschaft: Voxel mit verbundenen Kanten; ¢ 26er-Nachbarschaft:
Voxel mit verbundenen Ecken.

Im dreidimensionalen Raum sind die Nachbarschaftsrelationen noch
komplexer. Nun gibt es drei Moglichkeiten, Nachbarschaften zu definie-
ren. Es gibt Voxel mit verbundenen Flachen, Kanten und Ecken. Diese
Definitionen fithren entsprechend zu 6er-, 18er- und 26er-Nachbarschaf-
ten (Abb. 2.5). Auch hier miissen wir unterschiedliche Nachbarschaften
fir Objekte und Hintergrund definieren, um eine konsistente Definiti-
on zusammenhdngender Regionen zu erhalten. Objekte miissen als 6er-
und der Hintergrund muss als 26er-Nachbarschaft definiert werden oder
umgekehrt.

2.2.3 Diskrete Geometrie

Die diskrete Natur digitaler Bilder macht es notwendig, elementare geo-
metrische Eigenschaften wie Distanz, Steigung einer Linie sowie Koor-
dinatentransformationen wie Translation, Rotation und Skalierung neu
zu definieren. Diese GrofRen sind fir die Definition und Messung geo-
metrischer Parameter von Objekten in digitalen Bildern erforderlich.

Um die diskrete Geometrie diskutieren zu kénnen, fithren wir den
Gittervektor ein, der die Position eines Pixels beschreibt. Die folgende
Diskussion ist auf rechteckige Gitter beschrankt. Der Gittervektor in 2D,
3D und 4D Bildern bzw. Bildsequenzen ist definiert als

nAx nAx
nAx mAy

Ymn = mAy |’ Yimn = mAy |, Yklmmn = IAZ . (2.2)
IAz KA

Zur Messung von Entfernungen kann auch die euklidische Distanz
vom kontinuierlichen Raum auf ein diskretes Gitter mit folgender Defi-
nition tibertragen werden:

do(r,r) = lr =71l = [(n—n)2ax? + (m-m)2ar2] "L 23)
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Fir die Entfernungsmessung in hoheren Dimensionen gelten entspre-
chende Formeln. In Digitalbildern werden oft zwei weitere MaRsysteme
verwendet. Die Blockdistanz

dp(r,v')=|n—-n'| + |m-m'| (2.4)

gibt die Lange des Weges zwischen zwei Punkten des diskreten Gitters
an, wenn man nur in horizontaler und vertikaler Richtung gehen kann.
Dies entspricht einem Weg in einer 4er-Nachbarschaft. Die Schachbrett-
distanz ist dagegen definiert als das Maximum der Entfernung in hori-
zontaler und vertikaler Richtung:

de(r, ") =max(ln —n'|, |m —m’|). (2.5)

Fiir praktische Anwendungen (Vermessungsaufgaben etc.) ist jedoch nur
die euklidische Metrik von Bedeutung. Sie ist die einzige Metrik fiir Digi-
talbilder, die die Isotropie des kontinuierlichen Raums bewahrt. Mit der
Blockdistanz-Metrik sind z.B. Entfernungen in Richtung der Diagonalen
langer als bei der euklidischen Distanz. Die Kurve aller Punkte mit glei-
cher Entfernung zu einem gegebenen Punkt ist kein Kreis, sondern eine
Raute, die einem um 45° gedrehten Quadrat entspricht.

Die Translation auf einem diskreten Gitter ist nur in Vielfachen der
Pixel- oder Voxeldistanz definiert, was durch Addition eines Gittervek-
tors &y v ausgedriuckt werden kann:

Voo =Vmn + Etm . (2.6)

Ebenso ist eine GroRendanderung nur fiir ganzzahlige Vielfache der
Gitterkonstanten moglich, indem nur jedes g-te Pixel auf jeder p-ten
Zeile verwendet wird. Da diese diskrete Skalierungsoperation nur einen
Teil der Gitterpunkte benutzt, ist aber fraglich, ob das Bild damit noch
korrekt wiedergegeben wird. Eine Drehung (Rotation) um einen belie-
bigen Winkel ist auf einem diskreten Gitter mit Ausnahme einiger we-
niger Winkel nicht moglich, da sich alle Punkte des gedrehten Gitters
mit denen des nicht gedrehten decken miissen. Auf einem rechteckigen,
quadratischen und hexagonalen Gitter sind nur Drehungen um ein Viel-
faches von 180°, 90° bzw. 60° moglich. Auch die korrekte Darstellung
selbst einfacher geometrischer Objekte wie Linien und Kreise ist nicht
einfach. Linien sind nur wohldefiniert fiir Winkel eines Vielfachen von
45°. Ansonsten resultiert eine treppenartige Anordnung von Pixeln mit
ungleichen Stufen (Abb. 2.6).

Diese Begrenzungen der diskreten Geometrie bewirken Fehler in der
Position, GroRe und Orientierung von Objekten. Die Auswirkungen die-
ser Fehler fiir die nachfolgende Weiterverarbeitung miissen sorgfaltig
untersucht werden.
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Abbildung 2.6: Eine digitale Linie ist nur in Richtung der Achsen und Diagonalen
wohldefiniert. In allen anderen Richtungen erscheint sie als treppenartige Folge
von Pixeln mit ungleichmdfigen Stufen).

2.2.4 Quantisierung

Zur Darstellung mit digitalen Zahlen muss die gemessene Bestrahlungs-
starke auf eine begrenzte Anzahl Q diskreter Grauwerte abgebildet wer-
den. Dieser Prozess wird als Quantisierung bezeichnet. Die Anzahl der
benotigten Quantisierungsstufen kann unter zwei Kriterien diskutiert
werden.

Zum einen koénnen wir argumentieren, dass das menschliche Auge
keine Grauwertstufen erkennen sollte, ebenso wie einzelne Bildpunkte
in digitalen Bildern nicht wahrnehmbar sein sollten. Die Bilder in Ab-
bildung 2.7 wurden mit 2 bis 16 Grauwertstufen quantisiert. Aus ihnen
wird deutlich, dass bei zu wenigen Grauwerten falsche Kanten erzeugt
werden und die Erkennung von Objekten, die sich in ihren Grauwerten
nur wenig vom Untergrund unterscheiden, schwierig ist. Bei gedruckten
Bildern gentigen in der Regel 16 Grauwerte, widhrend auf einem Monitor
bei gleicher Auflosung noch die Grauwertstufen zu erkennen sind. Stan-
dardmaéRig werden Bilddaten mit 8 Bit in 256 Grauwerten quantisiert.
Dies passt gut zur Architektur von Standardcomputern, die den Haupt-
speicher byteweise adressieren. Zudem ist diese Auflosung gut genug,
um einen kontinuierlichen Ubergang von Grauwerten vorzutiuschen,
denn das Auflosungsvermogen des menschlichen visuellen Systems be-
tragt nur etwa 2 %.

Das andere Kriterium orientiert sich an der Aufgabenstellung. Fir
eine einfache Anwendung mogen zwei Quantisierungsstufen geniigen.
Als Beispiele seien maschinelle Sehsysteme genannt, bei denen man die
Objekte gleichméalRig beleuchtet und vor einem homogenen Hintergrund
erkennen und vermessen mochte. Andere Anwendungen, wie die Spek-
troskopie oder Rontgenaufnahmen zur medizinischen Diagnosestellung,
erfordern die Auflosung wesentlich geringerer Intensititsunterschiede.
In diesem Fall ware die Standardauflosung (8 Bit) unzureichend.
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a . b

Abbildung 2.7: Darstellung eines Bildes mit unterschiedlicher Anzahl von Quan-
tisierungsstufen: a 16, b 8, ¢ 4, d 2. Eine zu geringe Quantisierung erzeugt
falsche Kanten, und Objekte mit geringem Kontrast konnen teilweise oder ganz
verschwinden).

2.2.5 Vorzeichenbehaftete Reprasentation von Bildern#

Normalerweise wird die Helligkeit (Bestrahlungsstarke) als eine positive Groe
aufgefalt. Also erscheint es als natiirlich, sie in einer vorzeichenlosen 8-Bit-
Reprasentation als Zahl im Bereich von 0 bis 255 darzustellen. Dies bringt
jedoch Probleme, sobald wir mit den Bildern arithmetische Operationen durch-
fiihren. Die Subtraktion zweier Bilder ist ein einfaches Beispiel, bei dem negati-
ve Zahlen entstehen. Da negative Grauwerte nicht dargestellt werden konnen,
erscheinen sie als hohe positive Werte (in der Zweierkomplementdarstellung
ist das hochste Bit auf eins gesetzt). Die Zahl —1 wird beispielsweise mit —1
modulo 256 = 255 zum Grauwert 255.

Dies konfrontiert uns mit dem Problem zweier unterschiedlicher Darstellun-
gen von Grauwerten als vorzeichenbehaftete oder vorzeichenlose 8-Bit-Zahlen.
Entsprechend muss jeder Algorithmus in mehreren Versionen vorhanden sein,
einer fur Grauwerte ohne Vorzeichen, einer fiir vorzeichenbehaftete Grauwerte
und weitere fiir gemischte Félle, in denen z. B. vorzeichenlose Bilder mit vorzei-
chenbehafteten Filterkoeffizienten gefiltert werden.
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Abbildung 2.8: Der Kontext bestimmt, wie hell unser Sehsystem ein Objekt wahr-
nimmt. Beide Quadrate sind gleich hell. Das Quadrat auf dem dunklen Hinter-
grund erscheint jedoch heller als das auf dem hellen Hintergrund. Die zwei
Objekte erscheinen nur gleich hell, wenn sie einander bertihren.

Eine Losung liegt darin, Grauwerte stets als vorzeichenbehaftete Zahlen zu be-
handeln. In einer 8-Bit-Darstellung kénnen vorzeichenlose Zahlen konvertiert
werden, indem von ihnen 128 subtrahiert wird:

q = (q-128) mod 256, 0<gqg < 256. (2.7)

In dieser Darstellung entspricht die mittlere Grauwertintensitdt von 128 dem
Grauwert Null und niedrigere Grauwerte werden negativ. Somit werden Grau-
werte in dieser Darstellung als Abweichung vom Mittelwert 128 aufgefalit.

Die bei dieser Operation entstehenden vorzeichenbehafteten Grauwerte konnen
als solche gespeichert werden. Nur fir die Bilddarstellung miissen die Grau-
werte durch die umgekehrte Punktoperation wieder in vorzeichenlose Werte
konvertiert werden:

q=(q +128) mod 256, -128 <q’ < 128. (2.8)

Diese Addition ist identisch mit der in (2.7) durchgefiihrten Subtraktion, da alle
Berechnungen modulo 256 durchgefiihrt werden.

2.2.6 Helligkeitsempfinden des menschlichen Sehsystems

Im Hinblick auf die Quantisierung ist es wichtig zu wissen, wie unser
Sehsystem Leuchtstarken wahrnimmt und welche Unterschiede es er-
kennen kann. Die kleinen Quadrate in Abb. 2.8 mit gleicher Leuchtstarke
erscheinen heller auf einem dunklen als auf einem hellen Hintergrund,
obwohl ihre absolute Helligkeit identisch ist. Diese optische Tauschung
verschwindet nur, wenn sich die beiden Quadrate beriithren.

Das Auflosungsvermogen des menschlichen Sehsystems hat eher ei-
ne logarithmische als eine lineare Charakteristik. Das bedeutet, dass
wir relative Helligkeitsunterschiede wahrnehmen kénnen. In einem wei-
ten Bereich von Luminanzwerten kénnen wir relative Unterschiede von
etwa 2% unterscheiden. Dieser Grenzwert hdangt von einer Anzahl von
Faktoren ab, insbesondere der raumlichen Frequenz (Wellenldnge) des
Musters, das fiir das Experiment verwendet wird. Bei einer bestimmten
Wellenldnge ist die Auflosung optimal.
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Abbildung 2.9: Eine Szene mit hohem Kontrast, aufgenommen von einer CCD-
Kamera mit linearem Kontrast und a einer kleinen bzw. b einer grofien Blen-
dendffnung.

Die oben beschriebenen Eigenschaften des menschlichen visuellen
Systems unterscheiden sich deutlich von denen maschineller Systeme.
Bei diesen werden typischerweise nur 256 Grauwerte aufgelost. Damit
hat ein digitalisiertes Bild eine viel geringere Dynamik als Bilder, die der
Mensch wahrnimmt. Dies ist der Grund, warum die Qualitat digitali-
sierter Bilder, insbesondere von Szenen mit hohem Kontrast, fiir uns
bedeutend schlechter ist als die der Bilder, die wir direkt sehen. In ei-
nem digitalen Bild einer Szene, die mit einem linearen Bildsensor aufge-
nommen wurde, sind entweder die hellen Bereiche tiberlaufen oder die
dunklen Bereiche unterlaufen. Diese Problematik ist in Abb. 2.9 anhand
einer Szene mit hohem Kontrast (Blick auf einen Schreibtisch in Richtung
Fenster) illustriert.

Obwohl die relative Auflosung in den hellen Bildbereichen weit besser
als 2 % ist, ist sie in den dunklen Bereichen deutlich niedriger. Bei einem
Grauwert von 10 betragt die Auflésung nur 10 %.

Eine Losung zum Umgang mit grofer Dynamik in Szenen finden wir
bei Videosensoren, die die Bestrahlungsstiarke E nicht linear, sondern
unter Verwendung einer Exponentialfunktion in den Grauwert g konver-
tieren:

g=E. (2.9)

Der Exponent y wird als der Gammawert bezeichnet. Ublicherweise hat
y einen Wert von 0,4. Mit dieser exponentiellen Konversion kénnen
sich Kameras dem logarithmischen Charakter des menschlichen visu-
ellen Systems anndhern und eine deutliche Verstiarkung des Kontrast-
bereichs erreichen. Unter der Voraussetzung einer minimalen relativen
Auflésung von 10% und 256 Grauwerten ergibt sich mit y = 1 ein Kon-
trastumfang von 25. Bei y = 0.4 ist er mit einem Wert von 316 mehr als
zwolfmal hoher.
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Abbildung 2.10: Ein Bild kann man sich aus Teilbildern zusammengesetzt den-
ken, bei denen nur je ein Pixel ungleich Null ist.

Viele wissenschaftliche Anwendungen benétigen jedoch eine linea-
re Beziehung zwischen der Leuchtdichte des aufgenommenen Objektes
und des Grauwertes, der in der Kamera daraus entsteht. Fiir solche An-
wendungen muss daher der Gammawert auf Eins gestellt werden. An
CCD-Kameras befindet sich oft ein Umschalter oder ein Trimmer, mit
dem der Gammawert angepasst werden kann.

2.3 Wellenzahlraum und Fouriertransformation

2.3.1 Vektorraume

Abschnitt 2.2 beschéaftigte sich mit der raumlichen Darstellung digitaler
Bilder. Damit war, ohne dass dies explizit erwdhnt wurde, die Zusam-
mensetzung eines Bildes aus einzelnen Bildpunkten gemeint. Man kann
sich jedes Bild aus Basisbildern zusammengesetzt denken, bei denen je-
weils nur ein Bildpunkt den Wert von eins hat, wahrend alle anderen
Bildpunkte den Wert null haben (Abb. 2.10). Wir bezeichnen solch ein
Basisbild mit einem Wert von eins in Zeile m, Spalte n mit

1 m=m'An=n
L R T 2.10
P’ {0 sonst. ( )

Damit kann jedes beliebige Bild aus den Basisbildern in (2.10) zusam-
mengesetzt werden:

M-1IN-1
G= > D> gmn™"P, (2.11)

m=0n=0
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wobei g, » den Grauwert an Position m, n bezeichnet.

Wir kénnen uns leicht davon tiberzeugen, dass die Basisbilder ™" P
eine orthonormale Basis bilden. Wir benotigen dazu ein inneres Produkt,
welches dem Skalarprodukt fiir Vektoren entspricht. Das innere Produkt
zweier Bilder G und H ist definiert als

M-1N-1
(GIH) = Z Z Imnhmmn. (2.12)
m=0n=0
Die Notation fur das innere Produkt wird der Quantenmechanik entlehnt,
um sie von der Matrixmultiplikation zu unterscheiden, die mit GH be-
zeichnet wird. Aus (2.12) konnen wir direkt die Orthonormalitatsrelation
fir die Basisbilder ™" P ableiten:
M-IN-1 o
Z Z men pm,nm o Pmmn = Om'—m" On'—n"- (2.13)

m=0n=0

Die Gleichung sagt, dass das innere Produkt zweier Basisbilder null ist,
wenn zwei unterschiedliche Basisbilder eingesetzt werden. Dagegen ist
das Skalarprodukt eines Basisbildes mit sich selbst eins. Die MN Basis-
bilder spannen also einen M x N-dimensionalen Vektorraum iiber dem
Korper der reellen Zahlen auf.

Die Analogie zu den bekannten zwei- und dreidimensionalen Vektor-
raumen R? und R3 hilft uns, die Uberfiihrung in andere Bilddarstellun-
gen zu verstehen. Ein M x N-Bild reprasentiert einen Punkt im M X N-
Vektorraum. Andern wir das Koordinatensystem, verdndert sich nicht
das Bild, sondern nur seine Koordinaten. Damit sehen wir die gleiche In-
formation aus einem anderen Blickwinkel. Aus dieser grundlegenden
Tatsache ergeben sich zwei wichtige Schlussfolgerungen. Zum einen
sind alle Bilddarstellungen einander dquivalent und geben ein Bild voll-
standig wieder, und zum anderen gelangen wir tiber geeignete Koordi-
natentransformationen von einer Bilddarstellung zu einer anderen und
durch die entsprechende inverse Transformation wieder zurtick.

Aus der Vielfalt moéglicher anderer Bilddarstellungen hat neben der
Ortsdarstellung nur eine einzige andere iiberragende Bedeutung fir die
Bildverarbeitung gewonnen. Ihre Basisbilder sind periodische Muster.
Die ,Koordinatentransformation®, aus der sie resultieren, ist die Fourier-
transformation. Abbildung 2.11 zeigt, wie dasselbe Bild, das in Abb. 2.10
aus einzelnen Pixeln besteht, aus periodischen Mustern zusammenge-
setzt ist.

Ein periodisches Muster ist zuerst durch den Abstand zwischen zwei
Maxima bzw. die Wiederholungsldange oder die Wellenlcinge A (Abb. 2.12)
charakterisiert. Die Richtung des Musters wird am besten durch einen
Vektor senkrecht zu den Linien konstanter Werte beschrieben. Geben
wir diesem Vektor k die Lange 1/A

k| =1/A, (2.14)
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Abbildung 2.11: Die ersten 56 periodischen Muster, die Basisbilder der Fourier-
transformation, aus denen das Bild in Abb. 2.10 zusammengesetzt ist.

A
XZ
i
v /e :
AX
>
AX =L /2T 17k, !

Abbildung 2.12: Beschreibung eines periodischen 2D-Musters durch die Wellen-
linge A, Wellenzahl-Vektor k, und die Phase @.

so kann die Wellenldnge und -richtung durch einen Vektor, den Wellen-
zahl-Vektor k, ausgedriickt werden. Die Komponenten von k = [k, kz]T
geben direkt die Anzahl Wellenldngen pro Einheitslange in die betreffen-
de Richtung wieder. Der Wellenzahl-Vektor k kann zur Beschreibung
beliebigdimensionaler periodischer Muster benutzt werden.

Zur vollstiandigen Beschreibung eines periodischen Musters fehlen
noch zwei Angaben: die Amplitude » und die relative Position des Mus-
ters im Ursprung des Koordinatensystems (Abb. 2.12). Diese ist durch
den Abstand Ax des ersten Maximums vom Ursprung gegeben. Da die-
se Distanz maximal eine Wellenlange betragt, geben wir sie durch einen
Phasenwinkel @ = 21tAx /A = 2rkAx an (Abb. 2.12). Damit ist die voll-
standige Beschreibung eines periodischen Musters gegeben durch

rcos(2mklx — @). (2.15)
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Diese Beschreibung ist jedoch mathematisch gesehen unschén. Um eine
einfache Zerlegung beliebiger Muster in periodische zu erreichen, soll-
te man die Grundmuster bei einer Verschiebung nur mit einem Faktor
multiplizieren miissen. Das ist nur moglich mit Hilfe komplexer Zah-
len g = v exp(—i@) und der komplexen Exponentialfunktion exp(igp) =
cos @ + isin@. Der Realteil von g exp(2mik’ x) ergibt dann den Aus-
druck in (2.15):

R(gexp(2mik!x)) = cos(2mk’ x — @). (2.16)

Auf diese Weise erfordert die einfache Zerlegung eines Signals in pe-
riodische Muster die Erweiterung von reellen zu komplexen Zahlen. Ein
reelles Bild fassen wir dabei als ein komplexes mit einem verschwinden-
den Imaginarteil auf.

Die nachfolgenden Abschnitte dieses Kapitels sind mathematischer
Natur. Sie bilden die Basis der Bildreprasentation und der Bildvorverar-
beitung. Nach Einfithrung der Definition und grundlegender Eigenschaf-
ten der diskreten Fouriertransformation diskutieren wir in Abschn. 2.3.5
und 2.3.6 weitere Eigenschaften, die fiir die Bildverarbeitung relevant
sind.

2.3.2 Eindimensionale Fouriertransformation

Zuerst betrachten wir die eindimensionale Fouriertransformation.

Definition 1 (1D-FT) Sei g(x) : R — C eine quadratintegrable Funktion,
d. h.

J |g(x) | dx < . (2.17)
Dann ist die Fouriertransformierte von g(x), g(k), gegeben durch
Jgk) = Jg(x)exp(—ZTrikx)dx. (2.18)

Die Fouriertransformation bildet den Vektorraum der quadratintegrablen
Funktionen auf sich selbst ab. Die inverse Fouriertransformation von
g (k) ergibt die Originalfunktion g(x):

g(x) = Jg(k) exp (2mrikx) dk. (2.19)

Die Fouriertransformation kénnen wir kompakter schreiben mit Hilfe
der Abkiirzung _
w = 2™ (2.20)
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und durch Umschreiben des Integrals als ein Skalarprodukt:

(g(x) |h(x)) = Jg*(x)h(x)dx. (2.21)

Das Symbol * bezeichnet das konjugiert Komplexe. Es ergibt sich die
Kurzschreibweise
gtk = (W |g(x) ). (2.22)

Die Funktion w! kénnen wir uns vorstellen als einen Vektor, der gegen
den Uhrzeigersinn auf dem Einheitskreis in der komplexen Ebene rotiert.
Die Variable t gibt die Anzahl der Umdrehungen an.

Manchmal ist es praktisch, die Fouriertransformation als einen Ope-
rator zu schreiben:

g=Fg und g=7F'4. (2.23)

Eine Funktion und ihre Transformierte, ein Fouriertransformationspaar,
wird durch die Schreibweise g(x) -—e g(k) angegeben.

Bei der diskreten Fouriertransformation (DFT) ist die Wellenzahl eine
ganze Zahl, die angibt, wie viele Wellenldngen in ein Intervall der Lange
N passen.

Definition 2 (1D-DFT) Die DFT bildet einen geordneten N -Tupel komple-
xer Zahlen g, den komplexwertigen Spaltenvektor

g=19001,....9v11", (2.24)

auf einen anderen Vektor g eines Vektorraums mit derselben Dimension
N ab:

N-1 .
A 1 ( 27va)

= — ex — y 0<v <N. 2.25
v ﬁNEOgn p N (2.25)

Die Riicktransformation ist gegeben durch

N-1 .
1 . <2Tr1nv)
:72 ex , 0<n<N. (2.26)
gn \/szog‘l) p N

Wie bei der kontinuierlichen Fouriertransformation ist es niitzlich, eine
Abkiirzung fir den Kern der DFT zu benutzen (siehe (2.20)):
7]
wy = w/N = exp (ﬂ) (2.27)
N
Auch die DFT kann als das Skalarprodukt des Vektors g mit einem
Satz von N orthonormalen Basisvektoren aufgefasst werden:

1 _ T
b, = —[ ?\,,W}\’,,WIZV",...,WE\J,V l)v] ) (2.28)

VN
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Abbildung 2.13: Die ersten 9 Basisfunktionen der DFT fiir N = 16; a Realteil
(Kosinusfunktion), b Imagindrteil (Sinusfunktion).

Dann gilt
1 N-1
Jv = W Z W;[nv In = <hv |g> = vag- (2.29)
n=0

Man beachte die zweite kompakte Schreibweise auf der rechten Seite der
Gleichung, die wir im folgenden benutzen werden.

Gleichung (2.29) bedeutet, dass sich der Koeffizient g, im Fourier-
raum durch Projektion des Vektors g auf den Basisvektor b, ergibt. Die
N Basisvektoren b, sind zueinander orthogonal und haben den Betrag
eins:

b, by = 8y = {1 vev (2.30)
0 sonst.

Daher bilden die b, eine Orthonormalbasis des Vektorraums, d.h.,
jeder Vektor des Vektorraums kann als eine Linearkombination dieser
Basisvektoren dargestellt werden. Die DFT berechnet die Projektionen
des Vektors g auf alle Basisvektoren des Fourierraums, also die Kompo-
nenten von g in Richtung der Basisvektoren.

In diesem Sinne kann die DFT als ein Spezialfall einer Koordinaten-
transformation in einem N-dimensionalen Vektorraum verstanden wer-
den. Mathematisch unterscheidet sich die DFT von bekannteren Koor-
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Tabelle 2.1: Vergleich der kontinuierlichen Fouriertransformation (FT), der Fou-
rierreihe (FS), der unendlichen diskreten Fouriertransformation (IDFT) und der
diskreten Fouriertransformation (DFT) in einer Dimension.

Typ Vorwartstransformation Riuckwartstransformation
FT: R -~ R ak) = Jg(x)w*kxdx gx) = Jg(k)wk"dk
]jooAx 70000
FS: 10,061~ 7 gy =~ Jg(x)w*“x/“dx gx) = S Gewvriax
V=—00
:: 1/Ax
IDFT:Z — [0,1/Ax] G(k) = 5 gnw kdx gn = ij Gwmkadk
N=—o00
1 N-1 1 ON—l
DFT: Zy —~ Z gy = ——= wy'" = —= D> Juwi"
N = In 9v \/N,Zog" N In mvgogv ¢

dinatentransformationen wie z.B. der Rotation in einem dreidimensio-
nalen Vektorraum nur dadurch, dass es sich um einen Vektorraum tiber
dem Korper komplexer statt reeller Zahlen handelt.

Real- und Imaginérteil der Basisvektoren sind abgetastete Sinus- und
Kosinusfunktionen unterschiedlicher Wellenlangen (Abb. 2.13). Der In-
dex v bezeichnet, wie oft die Wellenldnge der Funktion in das Intervall
[0, N] passt. Der Basisvektor zur Wellenzahl null, by, ist ein reeller, kon-
stanter Vektor. Die Projektion auf diesen Vektor liefert den Mittelwert
der Elemente des Vektors g.

Neben der kontinuierlichen und diskreten Fouriertransformation gibt
es zwei weitere Formen, die oft in den Natur- und Ingenieurwissenschaf-
ten benutzt werden. Die Fourierreihe (FS) bildet eine Funktion in einem
endlichen Intervall [0, Ax] auf eine unendliche Folge von komplexen Ko-
effizienten ab. Umgekehrt bildet die unendliche diskrete Fouriertransfor-
mation (IDFT) eine unendliche Folge komplexer Zahlen auf ein endliches
Intervall [0, 1/Ax] im Fourierraum ab. Deshalb ist es instruktiv, die DFT
mit diesen Transformationen zu vergleichen (Tabelle 2.1).

2.3.3 Mehrdimensionale Fouriertransformation

Die Fouriertransformation kann leicht auf mehrdimensionale Signale er-
weitert werden.

Definition 3 (Multidimensionale FT) Sei g(x) : R — C eine quadratin-
tegrable Funktion, d. h.

[ 1a12a%x = g0 [9x0)) = g} < . 2.31)

— 00
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Dann ist die Fouriertransformation von g(x), g(k) gegeben durch

gk) = Tg(x) exp (—27Tika> d"x = <wa" |g(x)> (2.32)
und die inverse Fouriertransformation durch

g(x) = Tg(k) exp (2mik’x) dVk = (w** | g(k) ) . (2.33)

Das Skalarprodukt im Exponenten des Kerns xTk macht den Kern der
Fouriertransformation separabel, d. h., er kann als das Produkt

w
w¥'k = [Twhrr (2.34)
p=1

geschrieben werden.

Die diskrete mehrdimensionale Fouriertransformation wird am Bei-
spiel der 2D-DFT diskutiert; die Erweiterung auf hohere Dimensionen ist
einfach.

Definition 4 (2D-DFT) Die 2D-DFT bildet komplexwertige M X N-Matrizen
auf komplexwertige M x N-Matrizen ab:

g B 1 Miwilg exp ( 27Timu> exp ( 21Tinv>
uv = oo m,n - -
MN m=0n=0 N
Mol /N-1 (2.35)
1 - S nv) —mu
= Z Z gm,‘VLWN WM .
v MNm:O (nO

In der zweiten Zeile wird die in (2.27) eingefiihrte Abkiirzung verwendet.
Analog zur 1D-DFT wird eine Matrix in einen Satz von NM Basismatrizen
expandiert, die den M x N-dimensionalen Vektorraum tiber dem Korper
der komplexen Zahlen aufspannen. Die Basismatrizen haben die Form

0

w
L |
u
Byy=——| Wi WO, Wh, wiY, L., Wi v ] 2.36
u,v m [ N N ] ( )
MXN .
WI(\?/I—I)M

In dieser Gleichung werden die Basismatrizen als ein duferes Produkt
eines Spalten- und Zeilenvektors dargestellt, die die Basisvektoren der
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1D-DFT darstellen ((2.28)). Daran sieht man die Separabilitit der 2D-
DFT.
Auch die 2D-DFT koénnen wir als Skalarprodukt

Guw = (Buy |G) (2.37)

schreiben, wobei das Skalarprodukt zweier komplexwertiger Matrizen

definiert ist als
M-1N-1

(GIH) = > > g hmn. (2.38)

m=0n=0

Die inverse 2D-DFT ist gegeben durch

1 MoIN-1 .
Imn = 7/]\47]\] Z Z gu,vW}\q/}uW%v = <B—m,—n )G> . (2.39)

u=0v=0

2.3.4 Alternative Definitionen#

Leider werden in der Literatur verschiedene Definitionen der Fouriertransforma-
tion benutzt, was leicht zu Verwirrung und Fehlern fihrt. Ein Grund dafiir sind
die unterschiedlichen Definitionen des Wellenzahl-Vektors. Die Definition der
Wellenzahl als eine reziproke Wellenldngen (k = 1/A) ist fiir die Signalverarbei-
tung am niitzlichsten, da die Wellenzahl auf diese Weise direkt die Anzahl der
Wellenldngen pro Einheitsldnge angibt. In der Physik und der Elektrotechnik ist
eine Definition der Wellenzahl tiblicher, die den Faktor 27T enthélt: k = 2717/A.
Mit dieser Notation fir die Wellenzahl kann die Fouriertransformation in zwei
Arten definiert werden, in der asymmetrischen Form

9k = {exp(ikx) |g(x) ), g(x) {exp(~ikx) [§(k) ) (2.40)

T om
und in der symmetrischen Form

L1 - 1 o
9(k) = = {exp(ikx) [g(x) ), g(x) = N (exp(-ikx) [g(b)). (241)

Da alle drei Definitionen der Fouriertransformation gebrauchlich sind, passiert
es leicht, dass Theoreme und Fouriertransformationspaare falsche Faktoren
enthalten. Die Beziehungen zwischen den Transformationspaaren fiir die drei
Definitionen lassen sich unmittelbar aus den Definitionen wie folgt herleiten:

k=1/A,222) gx) = gk
k mit 27T, (2.40) g(x) o— g(k/2m) (2.42)
k mit 21T, (2.41) g(x) o—e g(k/v/2m) /2.
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2.3.5 Eigenschaften der Fouriertransformation

In diesem Abschnitt diskutieren wir die wichtigsten Eigenschaften der
kontinuierlichen und diskreten Fouriertransformation. Dabei legen wir
den Schwerpunkt auf diejenigen Eigenschaften der FT, die am wichtigs-
ten fiur die Bildverarbeitung sind. Zusammen mit einigen elementaren
Fouriertransformationspaaren (> R5) bilden diese Eigenschaften (> R4,
>R7) ein machtiges Werkzeug, mit dem sich weitere Eigenschaften der
Fouriertransformation und die Transformation vieler Funktionen ein-
fach ableiten lassen.

Periodizitat. Der Kern der DFT zeigt eine charakteristische Periodizitdit:

Die Definitionen der DFT begrenzen den Orts- und den Fourierraum auf
eine endliche Anzahl von Werten. Wenn wir diese Begrenzung ignorie-
ren und die Vorwarts- und Ricktransformationen fiir alle ganzen Zahlen
berechnen, finden wir direkt aus den Definitionen in (2.37) und (2.39) die-
selben Periodizitdten auch in den Funktionen im Orts- und Fourierraum
wieder:

Wellenzahlraum gy xmv+Iv = Guv, VkleZ

Ortsraum Im+kMm+IN = mm, Vk, L. (2.44)

Diese Gleichungen beschreiben eine periodische Replikation in allen Rich-
tungen in beiden Rdumen iiber den urspriinglichen Definitionsbereich
hinaus. Die Periodizitidt der DFT fiihrt zu einer interessanten geome-
trischen Interpretation. Im eindimensionalen Fall sind die Randpunkte
gn-1und gy = go Nachbarn. Wir koénnen diese Eigenschaft geometrisch
darstellen, wenn wir uns die Punkte des Vektors nicht auf einer endli-
chen Linie, sondern auf einem Kreis, dem Fourierring, angeordnet den-
ken (Abb. 2.14a). Diese Darstellung hat eine tiefere Bedeutung, wenn wir
die Fouriertransformation als einen Spezialfall der z-Transformation be-
trachten [147]. Im zweidimensionalen Raum miissen wir entsprechend
ein zweidimensionales Raster in x- und y-Richtung periodisch schlie-
Ren. Das fihrt zu einer Abbildung des Rasters auf den Fouriertorus
(Abb. 2.14Db).

Symmetrie. Vier Arten von Symmetrien sind fiir die Fouriertransfor-
mation von Bedeutung;

gerade g-x) = g(x),
ungerade gl=x) = -—g(x),
hermitesch gi=x) = g*(x), (2.45)

antihermitesch g(-x) = -g*(x)
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Abbildung 2.14: Geometrische Interpretation der Periodizitdt der 1D- und 2D-
DFT mit a dem Fourierring und b dem Fouriertorus.

Die Hermitizitat ist von Bedeutung, da die Kerne der FT (2.18) und DFT
(2.25) hermitesch sind.

Jede Funktion g(x) kann in ihren geraden und ungeraden Anteil zer-
legt werden durch

g(x)+g(-x) g(x)—g(-x)
2 2 :

Auf diese Weise kann die Fouriertransformation in eine Kosinus- und
eine Sinus-Transformation zerlegt werden:

°g(x) = und %g(x) = (2.46)

g(k) = ZJeg(x) cos(2rkx)dW x + 2iJ°g(x) sin(2mkix)d" x. (2.47)
0 0

Daraus folgt unmittelbar, dass die Fouriertransformierte einer geraden
bzw. ungeraden Funktion ebenfalls gerade bzw. ungerade ist. Die voll-
standigen Symmetriebeziehungen fir die Fouriertransformation lauten:

reell o—e hermitesch

imaginar o—e antihermitesch

hermitesch o—e reell

antihermitesch o—e imaginar

gerade o—e gerade (2.48)
ungerade o—e ungerade

reell und gerade o—e reell und gerade

reell und ungerade o—e imagindr und ungerade

imaginir und gerade
imagindr und ungerade

imaginir und gerade
reell und ungerade
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Die DFT zeigt die gleichen Symmetrieeigenschaften wie die FT ((2.45)
und (2.48)). Bei der Definition fiir gerade und ungerade Funktionen
g(—x) = +g(x) muss lediglich die kontinuierliche Funktion durch die
entsprechenden Vektor- (g-, = *=g»n) oder Matrixelemente (g—_m,-n =
+gmn) ersetzt werden. Wegen der Periodizitdt der DFT, konnen diese
Symmetrierelationen auch geschrieben werden als

g-m,—n = T9mn = GM-mN-n = T9mn (2.49)

mit dem Zeichen + fir gerade und dem Zeichen — fiir ungerade Funk-
tionen. Diese Umschreibung verschiebt das Symmetriezentrum vom Ur-
sprung zu dem Punkt (M/2,N/2] .

Die Symmetyrieeigenschaften haben groRe Bedeutung fiir die prakti-
sche Anwendung der Fouriertransformation. Thre sorgfaltige Beachtung
erlaubt es, Speicherplatz und Rechenzeit zu sparen. Ein wichtiger An-
wendungsfall sind reelle Bilder.

Reellwertige Vektoren bendtigen nur halb so viel Speicherplatz wie
komplexwertige. Aus den Symmetriebeziehungen in (2.48) schlieRen wir,
dass die DFT eines reellwertigen Signals hermitesch ist:

In :*g;’kl o— Angv =95 . (2.50)

Imn =9mn > IM-uN-v = YGuv
Von der komplexen DFT eines reellen Vektors muss daher nur die Halfte
der Werte gespeichert werden. Die andere Hélfte erhalten wir durch
Spiegelung am Symmetriezentrum N/2. Daher bendétigen wir fir die
komplexwertige Fouriertransformierte gleich viel Speicherplatz wie fiir
den dazugehorigen reellen Vektor.

In zwei und mehr Dimensionen sind die Symmetrieeigenschaften et-
was komplizierter zu handhaben. Wiederum ist die Fouriertransformier-
te komplett durch einen Halbraum bestimmt. Jetzt gibt es aber mehre-
re Moglichkeiten, den Halbraum auszuwéhlen. Das bedeutet, dass alle
Komponenten des Wellenzahl-Vektors bis auf eine negativ sind.

Die Fouriertransformierte eines reellen M x N-Bildes kénnen wir mit
M Zeilen und N /2 + 1 Spalten darstellen (Abb. 2.15) unter der Annahme,
dass N gerade ist. Leider werden N /2 + 1 Spalten bendétigt, da die erste
(m = 0) und letzte Spalte (m = M/2) nach (2.50) zu sich selbst symme-
trisch sind. So scheint es auf den ersten Blick nicht moglich zu sein, ein
reelles Bild durch seine komplexe Transformation zu tiberschreiben, da
eine Spalte mehr benotigt wird. Dies tduscht jedoch, da die erste und
letzte Spalte aus Symmetriegriinden reell sein missen (Jon-v = g;{v
und gy N-v = g;;,z,v). Deshalb kann der Realteil der Spalte M /2 im
Imaginarteil der Spalte 0 abgespeichert werden.

Bei reellen Bildsequenzen wird ebenfalls nur ein Halbraum fiir die
Fouriertransformierte benotigt. Aus physikalischer Sicht ist es am sinn-
vollsten, den Halbraum zu wahlen, der die positiven Frequenzen enthalt.
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a b
U
u
M M/2-1]
2 M-2]
.
-M/2 M/27] 0
M/2-1] -1
1] v ]
0 -M/2]
T T T T T V
012 N/2-1 N/2 N/2 0 1 N/2-1

Abbildung 2.15: a Halbraum, wie er bei der tiberschreibenden Fouriertransfor-
mation eines reellen Bildes berechnet wird; die Wellenzahl null ist in der linken
oberen Ecke; b FT mit der ergdnzten fehlenden Hdilfte und so dargestellt, dass die
Wellenzahl null im Zentrum liegt.

Im Gegensatz zu Einzelbildern erhalten wir jetzt den vollen Wellenzahl-
raum, da wir die rdaumlich identischen Wellenzahl-Vektoren k und —k als
in gegensdatzliche Richtungen sich ausbreitende Strukturen unterschei-
den konnen.

Separabilitdit. Der Kern der Fouriertransformation ist nach (2.34) sepa-
rabel. Daher ist die Fouriertransformation separabler Funktionen eben-
falls separabel:

w w
[Taxp) o—[]aky) (2.51)
p=1 p=1

Da viele bedeutende multidimensionale Funktionen separabel sind, ist

diese Eigenschaft wichtig zur effektiven Berechnung der Transformation

multidimensionaler Funktionen aus 1D-Transformationen.

Ahnlichkeit. Das Ahnlichkeitstheorem sagt aus, wie sich eine Fourier-
transformierte bei einer Skalierung des Koordinatensystems verhdlt. In
einer Dimension kann eine Funktion nur skaliert werden (x’ = ax). In
hoheren Dimensionen ist eine allgemeinere Transformation des Koordi-
natensystems durch eine affine Transformation (x’ = Ax) moglich, d. h.,
die neuen Basisvektoren sind eine Linearkombination der alten. Einen
Sonderfall stellt die Rotation des Koordinatensystems dar.

Theorem 1 (Ahnlichkeit) Seia eine reelle Zahl ungleich null, A eine reel-
le, invertierbare Matrix und R eine orthogonale Matrix, die eine Drehung
des Koordinatensystems beschreibt (R™* = RT, detR = 1). Dann gelten
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die folgenden Ahnlichkeitsbeziehungen:
1

Skalar glax) o—s mg(k/a)

Affine Transformation g(Ax) ! §((AH) 1) (2.52)
det A

Drehung g(Rx) o—e J(Rk)

Wenn eine Funktion im Ortsraum gestaucht wird, so wird sie im Fourier-
raum entsprechend gedehnt, und umgekehrt. Eine Drehung des Koordi-
natensystems im Ortsraum bewirkt die gleiche Drehung des Koordina-
tensystems im Fourierraum.

Das obige Ahnlichkeitstheorem kann nicht fiir die diskrete Fourier-
transformation benutzt werden, da beliebige Skalierungen und Drehun-
gen hier nicht moglich sind. Eine diskrete Funktion kann um einen ganz-
zahligen Faktor K gedehnt werden (Aufwdrtstastung), in dem die neu
entstehenden Punkte mit Nullen aufgefiillt werden:

Inxk n=0,K,2K,...(N-1)K)

2.53
0 sonst. ( )

(Gix)n = JL

Theorem 2 (Ahnlichkeit, diskret) Sei g ein komplexwertiger Vektor mit
N Elementen und K € N. Dann ist die diskrete Fouriertransformation des
aufwidrts abgetasteten Vektors g,x mit KN Elementen gegeben durch

1. A o
gk o 9 mit gin+v = Ju- (2.54)

Eine Aufwartsabtastung um den Faktor K bewirkt daher nur eine K-fache
Replikation der Fouriertransformierten. In Gleichung (2.54) ist zu beach-
ten, dass wegen der am Beginn dieses Abschnitts diskutierten Periodizi-
tat der diskreten Fouriertransformierten gilt: ggn+v = gu-

Verschiebung. In Abschn. 2.3.1 diskutierten wir einige Eigenschaften
der Basisbilder des Fourierraums, der komplexen Exponentialfunktionen

exp (27Tika). Eine Verschiebung dieser Funktionen bewirkt die Multi-
plikation mit einem Phasenfaktor:

exp (27Ti(x - xo)Tk> = exp (—21Tix£k> exp (21Tika> (2.55)

Als eine direkte Konsequenz der Linearitit der Fouriertransformation
konnen wir das folgende Verschiebungstheorem formulieren:

Theorem 3 (Verschiebung) Die Fouriertransformierte von g(x) seig(k).
Dann hat g(x — xo) die Fouriertransformierte exp(—2mix}k)g(k).
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Eine Verschiebung im Ortsraum verdndert daher die Fouriertransfor-
mierte nicht in der Amplitude, sondern nur in der Phase, wobei die Pha-
senanderung —2Trx$k abhidngig vom Wellenzahl-Vektor ist.

Das Verschiebungstheorem kann auch im Fourierraum angewendet
werden. Eine Verschiebung im Fourierraum, g(k — ko), moduliert ein
Signal im Ortsraum mit der Wellenzahl ky: exp(ZTrikgx)g(x).

Faltung. Die Faltung ist eine der bedeutendsten Operationen der Sig-
nalverarbeitung. Fiir kontinuierliche Signale ist sie definiert durch

(g * h)(x) = j nix')g(x - x')d" x’ (2.56)

Bei der Signalverarbeitung ist die Funktion h(x) tiblicherweise null au-
Rer in einem kleinen Bereich um den Nullpunkt. Eine solche Funktion
wird dann als Faltungsmaske bezeichnet. Die Faltung mit h(x) ergibt
eine neue Funktion g'(x), deren Werte eine Art gewichtete Mittelung
von g(x) in einer kleinen Umgebung um x sind. Das Signal wird durch
die Faltung mit h(x) in einer definierten Weise verandert. Es kann z.B.
glatter werden. Deswegen spricht man auch von einer Filterung.

Ein- und mehrdimensionale diskrete Faltungungen sind analog zur
kontinuierlichen Faltung in (2.56) definiert durch

N-1 M-1N-1
= Z hn gn-w, g;n,n = Z Z R Gm-m' m-n' (2.57)
n' =0 m’'=0n"=0

Das Faltungstheorem fir die FT und DFT besagt:

Theorem 4 (Faltung) Sei d(k) (g, G) die Fouriertransformierte von g(x)
(9,G) und h(k) (h H) die Fourzertransformzerte von h(x), (h,H). Dann
ist h(k)g(k) (Nh - g,MNH - G) die Fouriertransformierte von h x g (h %
g,H x G):

FT: h(x) * g(x) o—e h(k)-g(k)
1D-DFT: hxg —e Nh-g (2.58)
2D-DFT: HxG —e MNH-G

Eine Faltung zweier Funktionen im Ortsraum ist einer komplexen Mul-
tiplikation im Fourierraum dquivalent. Umgekehrt entspricht auch eine
Faltung im Fourierraum einer Multiplikation im Ortsraum. Mathema-
tisch gesehen resultiert die Einfachheit der Faltung im Fourierraum aus
der Tatsache, dass die Basisfunktionen des Fourierraums, die komple-
xen Exponentialfunktionen exp (21‘(1ka), die gemeinsamen Eigenfunk-
tionen aller Faltungsoperationen sind. Das bedeutet — wie es das Fal-
tungstheorem besagt — dass eine Faltung mit jeder beliebigen Funk-
tion die Exponentialfunktion bis auf einen Faktor, den Eigenwert, un-
verandert lasst.
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Aus dem Faltungstheorem ergeben sich unmittelbar die folgenden
Eigenschaften. Die Faltung ist

kommutativ hxg=g=x*xh,
assoziativ hy x (hy x g) = (hy x hp) * g, (2.59)
distributiv bzgl. Addition (h; + h2) xg=hy x g+ hy x g.

Die Bedeutung der Faltung wird weiter unterstrichen durch die Tat-
sache, dass zwei Klassen von Operationen, die auf den ersten Blick nicht
nach Faltungsoperationen aussehen, namlich die Verschiebung und al-
le Ableitungsoperationen, ebenfalls als Faltungsoperationen betrachtet
werden kénnen. In beiden Féllen wird die Fouriertransformierte nur mit
einem komplexen Faktor multipliziert. Fiir die Verschiebung ergibt sich
dies unmittelbar aus dem Verschiebungstheorem (Theorem 3). Die Fal-
tungsmaske fiir einen Verschiebungsoperator S ist eine verschobene 6-
Distribution:

S(8)g(x) =6(x—s) * g(x) (2.60)

Fur die partielle Ableitung einer Funktion im Ortsraum besagt das
Ableitungstheorem:

Theorem 5 (Ableitung) Sei g(x) flir alle x differenzierbar und g (k) die
Fouriertransformierte von g(x). Dann ist 21rik,g(k) die Fouriertrans-
formierte von 0g(x)/0xp:

09 (x)
0xp

21k, g (k). (2.61)

Das Ableitungstheorem folgt unmittelbar aus der Definition der in-
versen Fouriertransformation in (2.33) durch Vertauschung der Integra-
tion mit der partiellen Ableitung.

Die Fouriertransformierte der ersten partiellen Ableitung in x; Rich-
tung ist 2mrik;. Die inverse Fouriertransformatierte von 2rik;, also
die zugehorige Faltungsmaske, ist keine gewohnlich Funktion, da 21rik;
nicht quadratisch integrierbar ist, sondern die Ableitung der §-Distribu-
tion:

22
ik e & (x) = ds(x) d (exp( wx?2/a?)

=lim —
a

dx a0 dx ) (E62)

Die Ableitung der §-Distribution existiert — wie alle Distributionen —
nur als Grenzwert einer Sequenz von Funktionen, wie dies in der obigen
Gleichung gezeigt wird.

Mit diesem Wissen und den in (2.59) zusammengefassten Eigenschaf-
ten konnen wir einige weitere wichtige Schliisse ziehen. Da jede Fal-
tungsoperation mit der Verschiebungsoperation vertauscht werden kann,
ist jede Faltung eine verschiebungsinvariante Operation. Weiterhin er-
halten wir dasselbe Ergebnis, wenn wir ein Signal zuerst differenzieren
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und dann falten oder diese Operationen in umgekehrter Reihenfolge
durchfiihren. Diese Eigenschaften sind hilfreich fiir ein tieferes Ver-
standnis von Bildverarbeitungsoperationen und fiir eine schnellere Be-
rechnung von Faltungsoperationen.

Zentraler Grenzwertsatz. Der zentrale Grenzwertsatz ist bekannt we-
gen seiner Bedeutung fir die Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik
[148]. Er spielt aber auch eine wichtige Rolle in der Signalverarbeitung,
da er unter sehr allgemeinen Voraussetzungen aussagt, dass kaskadierte
Faltungsoperationen zu einer Faltung mit der Gaufschen Glockenkurve
(o< exp(—ax?)) fithren. Da die Fouriertransformierte der GauRfunktion
ebenfalls eine Gaulfunktion ist (> R6), bedeutet dies, dass bei fortge-
setzter Faltung sowohl die Faltungsmaske als auch die Transferfunktion
die Form einer GauRschen Glockekurve annehmen.

Daher ist der zentrale Grenzwertsatz Ausdruck der zentralen Rol-
le der Gaulfunktion fiir die Bildverarbeitung. Die notwendigen Bedin-
gungen fur die Giiltigkeit des zentralen Grenzwertsatzes konnen unter-
schiedlich formuliert werden. Wir benutzen hier die Bedingungen aus
[148] und stellen das Theorem in Bezug auf die Faltung dar.

Theorem 6 (Zentraler Grenzwertsatz) Gegeben seien N Funktionen
hy(x) mit verschwindendem Mittelwert [, xhy, (x)dx = 0, der Varianz

02 = [%. x2hp(x)dx und mit z = x/o, 02 = SN_, o2. Dann gilt

h:]},im hy % ho % ...% hy o< exp(—z2/2) (2.63)
unter der Voraussetzung, dass
J\IJIE}O nglan 0 (2.64)

und dass es eine Zahl «x > 2 und eine endliche Konstante c gibt, so dass

o0

Jx“hn(x)dx <c<o Vn. (2.65)

— 00

Das Theorem ist von grolRer praktischer Bedeutung, da — insbesondere
wenn die Funktionen h,, glatt sind — die Gaullkurve schon fiir sehr kleine
Werte von N (z.B. 5) hinreichend genau approximiert wird.

Glattheit und Kompaktheit. Je glatter eine Funktion ist, desto kompak-
ter istihre Fouriertransformierte. Diese allgemeine Regel ldsst sich quan-
titativ fassen, indem wir die Glattheit durch die Anzahl von Ableitungen
ausdriicken, die stetig sind, und die Kompaktheit durch das asymptoti-
sche Verhalten fiir groRe Werte der Wellenzahl k: Wenn eine Funktion
g(x) und ihre ersten n — 1 Ableitungen stetig sind, dann féllt ihre Fou-
riertransformierte fiir groRe Wellenzahlen k mindestens mit k|~ D
ab, d.h., limjg|-. |k["g(k) = 0. Als einfache Beispiele betrachten wir
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die Rechteck - und die Dreiecksfunktion (> R5). Die Rechteckfunktion
ist unstetig (n = 0). Deswegen fillt ihre Fouriertransformierte, die sinc-
Funktion, asymptotisch mit |k|~! ab. Die Dreiecksfunktion ist stetig,
aber ihre erste Ableitung ist nicht stetig. Deswegen fallt ihre Fourier-
transformierte, die sinc?-Funktion, steiler mit |k|2 ab. In diese Uberle-
gungen konnen wir auch impulsartige Funktionen wie die §-Distribution
einschliefen, da die Ableitung einer unstetigen Funktion an den Unste-
tigkeitsstellen impulsiv wird. Deswegen gilt: Wenn die nte Ableitung
einer Funktion impulsiv wird, dann fallt die Fouriertransformierte der
Funktion asymptotisch mit |k|™" ab.

Die Beziehungen zwischen Glattheit und Kompaktheit kénnen wir als
eine Erweiterung der Reziprozitdt zwischen dem Orts- und Fourierraum
auffassen. Was in einem Raum stark lokalisiert ist, hat eine groRe Aus-
dehnung im anderen Raum und umgekehrt.

Unscharferelation. Die generelle Reziprozitdt zwischen Orts- und Fou-
rierraum findet sich auch in einem anderen Theorem, der klassischen
Unschdrferelation, wieder. Das Theorem setzt die mittlere quadratische
Breite einer Funktion und ihrer Fouriertransformierten zueinander in Be-
ziehung. Die mittlere quadratische Breite (Ax)? ist definiert als

) 0 2
Jx1acar | [ xlatol®

(Ax)? = == - = (2.66)
J lg(x)|? J lg(x)|?

Damit ist diese GroRe die Varianz von |g(x)|* und damit ein MaR fiir
die Breite der Verteilung der Energie des Signals. Die Unschéarferelation
sagt aus:

Theorem 7 (Unschirferelation) Fiir das Produkt aus der Varianz (Ax)?
von |g(x)|* und der Varianz (Ak)? von | §(k)|? gilt die Ungleichung

AxAk > 1/(47T). (2.67)

Aus den Beziehungen zwischen Kompaktheit und Glattheit und aus der
Unschérferelation lassen sich einige Kriterien zur Konstruktion linearer
(Faltungs-) Filteroperatoren ableiten.

2.3.6 Phase und Amplitude

Entsprechend den Ausfithrungen der vorangegangenen Abschnitte kann
die DFT als Koordinatentransformation in einem endlich-dimensionalen
Vektorraum betrachtet werden. Daher bleibt die Bildinformation voll-
standig erhalten, und aus der umgekehrten Transformation resultiert
wieder das urspriingliche Bild. Im Fourierraum betrachten wir das Bild
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b

tlements (section 4.3.2b).

f an optical system is a perspectiv

1) models the imaging geometry ai
cribed by the position of the

P o

ipb

Amplitude Amplifude

Abbildung 2.16: Illustration der Bedeutung von Phase und Amplitude im Fou-
rierraum fiir den Bildinhalt: a, b Originalbilder; c aus der Phase von Bild b und
der Amplitude von Bild a zusammengesetztes Bild; d aus der Phase von Bild a
und der Amplitude von Bild b zusammengesetztes Bild.

lediglich aus einem anderen Blickwinkel. Jeder Punkt des Fourierraums
beinhaltet zwei Informationen, die Amplitude und die Phase, d.h. die re-
lative Position einer periodischen Struktur. Daraus stellt sich die Frage,
ob die Phase oder die Amplitude die bedeutendere Information iiber die
Strukturen des Bildes enthdlt oder ob beide Anteile gleiche Bedeutung
haben.

Um diese Frage zu beantworten, fithren wir ein einfaches Experi-
ment durch. Abbildung 2.16a, b zeigt zwei Abbildungen, die eine mit
einem Gebaude der Universitdat Heidelberg, die andere mit einigen Zei-
len Text. Werden beide Bilder fouriertransformiert und dann Phase und
Amplitude miteinander vertauscht und ricktransformiert, resultieren
Abb. 2.16¢, d. Das tiberraschende Ergebnis dieses Austausches ist, dass
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es die Phase ist, die den Bildinhalt beider Bilder dominiert. Beide Ab-
bildungen enthalten Stérungen, aber wesentliche Informationen sind er-
halten.

Dieses Experiment zeigt, dass die Phase der Fouriertransformation
wesentliche Informationen der Bildstruktur beinhaltet. Die Amplitude
lasst nur erkennen, dass das Bild eine periodische Struktur enthilt, aber
nicht wo. Diese wichtige Tatsache kann auch mit dem Verschiebungs-
theorem (Theorem 3) gezeigt werden. Die Verschiebung eines Objektes
im Ortsraum fihrt lediglich zu einer Verschiebung der Phase im Wel-
lenzahlraum; die Amplitude dndert sich nicht. Wenn wir die Phase der
Fourierkomponente eines Objektes nicht kennen, wissen wir nicht, wie
es aussieht oder wo es sich befindet.

Es wird auch deutlich, dass das Leistungsspektrum, d.h. die quadrier-
te Amplitude der Fourierkomponenten (Abschn. 3.5.3), nur sehr wenig
Information enthalt, da die Phaseninformation fehlt. Wenn die Grauwer-
te mit der Amplitude eines physikalischen Prozesses, sagen wir einer
harmonischen Oszillation, assoziiert sind, gibt das Leistungsspektrum
lediglich die Energieverteilung mit der Wellenzahl wieder.

2.3.7 Praktische Anwendung der DFT#

Einheiten. Bei der DFT sei nochmals auf das Problem der unterschiedlichen
Faktoren in der Definition und deren anschauliche Interpretation hingewiesen.
Neben der Definition in (2.29) sind zwei weitere uiblich:

1 N-1 1 N-1
gv = —= ZW;/”U In o YIn= = Zwﬁv gv (a)
Nn:O \/Nn:O
. 1 N-1 . N-1 o -
Gv=52W"gn = gn=2Wg (D) (2.68)
n=0 n=0
N-1 N-1
o _ 1 ~
Jv = WNnv In o—s In = N z W?]v v (C)
n=0 n=0

Die symmetrische Definition (a) ist mathematisch gesehen zwar die eleganteste,
da sie bei der Hin- und Riicktransformation dem Skalarprodukt mit den ortho-
normalen Basisvektoren in (2.28) und (2.29) entspricht. In der Praxis wird aber
meistens die Definition (b) benutzt, da dann gy unmittelbar den Mittelwert des
Vektors im Ortsraum darstellt, unabhdngig von seiner Lange:

1 N-1 1 N-1
go=—< 2> Wy"Gn == D gn. (2.69)
Nn:O Nn:O

Deshalb wird in diesem Buch auch fast tiberall die Definition (b) benutzt werden.
Fiir die praktische Anwendung der DFT ist es wichtig zu wissen, in welchem
raumlichen bzw. zeitlichen Abstand die Signale abgetastet wurden, um Fou-
riertransformierte, die mit unterschiedlichen Abtastraten berechnet wurden,
korrekt miteinander vergleichen zu kénnen. Die Beziehung konnen wir am
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schnellsten sehen, indem wir das Fourierintegral in (2.18) durch eine Summe
approximieren und die Werte im Orts- und Fourierraum abtasten mit x = nAx,
k = vAk und AxAk = 1/N.:

JwAk) Jg(x)exp(—ZTrivAkx) dx

No1
~ Z gn exp (—2minvAxAk) Ax (2.70)

n=0
N-1

1 X
= NAxy > gnexp (— = NAXGy.
n=0

2minv )
Deshalb miissen die mit der DFT berechneten Fouriertransformierten mit dem
Faktor NAx = 1/Ak multipliziert werden, um diese auf ein Einheitsintervall der
Wellenzahl zu beziehen. Ohne diese Normierung sind die Fouriertransformier-
ten auf das Intervall Ak = 1/(NAx) bezogen und unterscheiden sich damit bei
unterschiedlichen Abtastraten.

Fiir zwei- und hoherdimensionale Signale gelten entsprechende Beziehungen:

JWwAky, ulky) = NAXMAYGuy = (2.71)

1 A
NN
Die gleiche Normierung muss fiir das Betragsquadrat (Energie) der Signale an-
gewendet werden und nicht etwa fiir die quadrierten Faktoren aus (2.70). Das
ergibt sich aus dem Rayleightheorem fiir kontinuierliche und diskrete Signale
(> R4, > R7):

(o) oo N*l
kontinuierl.: J lg(x)|*dx = J |g(k) [P dk,~ > |gvak) | Ak
- - V=0 (2.72)

LN , N ,
diskret: N Slgnl™= > lgv]”.
n=0 v=0

Das Rayleightheorem sagt aus, dass die Energie entweder im Orts- oder im Fou-
rierraum integriert werden kann. Fir diskrete Signale bedeutet dies, dass sich
die mittlere Energie entweder durch Mittelwertbildung im Ortsraum oder durch
Aufsummieren im Fourierraum berechnen ldasst (wenn wir die Definition (b) der
DFT in (2.68) benutzen). Aus der Approximation des Integrals tiber die konti-
nuierliche FT durch eine Summe tiber die DFT in (2.72) ergibt sich unmittelbar,
dass |§(vAk)|* ~ |Gy |? /Ak. Die Einheit der so bestimmten Betragsquadrate
im Fourierraum ist - /m~! bzw. - /Hz bei Zeitserien, wobei - fiir die Einheit des
quadrierten Signals steht.

Dynamischer Bereich. Wéhrend es in den meisten Féllen ausreichend ist, ein
Bild mit 256 Grauwerten, d. h. einem Byte pro Pixel wiederzugeben, benotigt die
Fouriertransformierte eines Bildes einen wesentlich groleren dynamischen Be-
reich. Typischerweise haben wir einen starken Abfall der Fourierkomponenten
mit der GroRe der Wellenzahl (Abb. 2.15). Demnach sind mindestens 16-Bit-
Integer- oder 32-Bit-FlieRkommazahlen notwendig, damit ein Bild im Fourier-
raum ohne signifikanten Rundungsfehler dargestellt werden kann.
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a
A kz

Abbildung 2.17: Aufteilung des Fourierraums in a kartesische und b logarith-
misch-polare Intervalle.

Die Ursache fiir dieses Verhalten ist nicht die Bedeutungslosigkeit hoher Wellen-
zahlen in einem Bild. Wenn wir sie einfach weglassen, wiirde das Bild unscharf
werden. Dieser Abfall in der Amplitude wird dadurch verursacht, dass die relati-
ve Auflésung zunimmt. Normalerweise denken wir an relative Auflosungen, da
wir relative Entfernungsunterschiede besser wahrnehmen kénnen als absolute.
So kénnen wir zum Beispiel leicht den Unterschied von 10 cm bei einer Strecke
von einem Meter erkennen, nicht jedoch bei einem Kilometer. Wenn wir dieses
Prinzip auf den Fourierraum anwenden, ist es besser, die fouriertransformierten
Bilder (Spektren) in sogenannten logarithmischen Polarkoordinaten darzustel-
len (Abb. 2.17). In einem solchen Koordinatensystem unterteilen wir den Raum
in Winkelintervalle und logarithmische k-Intervalle. Damit wachsen die Inter-
vallflaichen proportional zu k?. Um diesen Flichenzuwachs zu beriicksichtigen,
miissen wir die Fourierkomponenten in dieser Darstellung mit k% multiplizie-
ren:

J |g(k)|>dkidk, = szlg(k)lzdlnkdcp. (2.73)

Wenn wir annehmen, dass das Leistungsspektrum |g(k)|? gleichméRig tiber al-
le Wellenzahlen in logarithmischen Polarkoordinaten verteilt ist, nimmt es in
kartesischen Koordinaten mit k=2 ab.

Fiir die Darstellung von Leistungsspektren werden tiblicherweise die Logarith-
men der Grauwerte verwendet, um den hohen dynamischen Bereich zu kompri-
mieren. Die Diskussion der logarithmisch-polaren Koordinatensysteme zeigt,
dass eine Multiplikation mit k? die Dynamik des Spektrums deutlich reduziert.
Die Darstellung in logarithmischen Polarkoordinaten erlaubt auBerdem eine
weit bessere Auswertung der Richtungen der raumlichen Strukturen. Zudem
sind die kleineren Wellenzahlen auf einen groReren Bereich gespreizt (Abb. 2.18).
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Abbildung 2.18: Reprdsentation der Fouriertransformierten (Leistungsspektrum
|Guv |2) des Bildes in Abb. 2.7 in a kartesischen Koordinaten und b logarithmi-
schen Polarkoordinaten. Beide Spektren wurden mit k? multipliziert und logarith-
misch dargestellt. Die Grauwertskala umfafit 6 Dekaden (siehe auch Abb. 2.15).

2.4 Diskrete unitire Transformationen*

2.4.1 Allgemeine Eigenschaften*

In den Abschnitten 2.3.1 und 2.3.2 haben wir gelernt, dass die diskrete Fou-
riertransformation als lineare Transformation in einem Vektorraum betrachtet
werden kann. Damit ist sie nur ein Beispiel einer groRen Klasse von Transfor-
mationen, den unitdren Transformationen. In diesem Kapitel diskutieren wir ei-
nige allgemeine Eigenschaften der unitaren Transformationen. Sie werden uns
helfen, einen tieferen Einblick in die Grundlagen der Bildverarbeitung zu be-
kommen. Ferner diskutieren wir weitere Beispiele unitdrer Transformationen,
die in der Bildverarbeitung Bedeutung gewonnen haben.

Unitdre Transformationen sind definiert fiir Vektorraume tiber dem Korper der
komplexen Zahlen, fir die ein inneres Produkt oder Skalarprodukt definiert ist.
Sowohl die kontinuierliche (2.22) als auch diskrete Fouriertransformation (2.29)
benutzen zur Berechnung der Transformation das Skalarprodukt.

Das grundlegende Theorem fiir unitare Transformationen lautet:

Theorem 8 (Unitire Transformation) Sei V ein endlich-dimensionaler Vektor-
raum mit innerem Produkt. Weiterhin sei U eine lineare bijektive Transformation
von V auf sich selbst. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1. U ist unitdr.
2. U erhilt das innere Produkt, d. h. (g |lh) = (Ug|Uh),Vg,h e V.
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3. Die inverse Transformation zu U, U™!, ist die Adjungierte (transponierte und
konjugiert-komplexe Matrix) U* vonU: UU*' =1.

4. Die Zeilen- (und Spaltenvektoren) von U bilden eine Orthonormalbasis des Vek-
torraums V.

Diese Definition schlieBt bereits eine wichtigste Eigenschaft der unitiren Trans-
formationen ein, namlich die Erhaltung des inneren Produktes. Dies beinhaltet,
dass eine andere wichtige Eigenschaft, die Norm, ebenfalls erhalten bleibt:

gl =(glg)"* = (Ug|Ug)". (2.74)
Wir kdonnen die Norm als Lédnge oder Grofie des Vektors betrachten. Die Rotation
in R? oder R3 ist ein Beispiel fiir eine Transformation, bei der die Erhaltung der
Vektorlange offensichtlich ist (vergleiche auch die Diskussion der homogenen
Koordinaten in Abschn. 7.3.3).
Die Komposition zweier unitirer Transformationen U; U, ist ihrerseits unitér.
Da der Identitdtsoperator I und die Umkehrung eines unitaren Operators eben-
falls unitdr sind, bildet die Menge aller unitdaren Transformationen eine Gruppe
beztiglich der Komposition. Praktisch bedeutet dies, dass wir komplexe unitare
Transformationen aus einfacheren oder elementaren Transformationen zusam-
mensetzen konnen.
Wir werden einige der Eigenschaften der unitiaren Transformationen, die im
Rahmen der diskreten Fouriertransformation diskutiert wurden, illustrieren.
Zunachst betrachten wir die eindimensionale DFT (2.29):

i 1 N=1 o
g = WgognWM
Diese Gleichung kann als Multiplikation der N x N-Matrix Wy
(WN)ny = Wwy'"!
mit dem Vektor g betrachtet werden:

g L

g Wng. (2.75)
VN
Explizit ist die DFT eines achtdimensionalen Vektors gegeben durch
[ do ] [ wg wg wg wg wg owg wg wy ][ go ]
g1 We OWE WE W Wi wi owg o wg g1
g2 Wg Wg Ws Wg wg wg wg wi || g
g3 | _ 1| wg wg ow§ wg wi owg owg wi || g
ga | VB wg wg wg wg wg wg wy wg 94
s Wg W§ W§ wg Wg wg w§ wy || gs
o Ws oW§ Wy w§ owg wg wg wg || ge
| g7 | L wg owg wg owg owg wg owg wg || g7 |

Beim Eintrag der Elemente in die Matrix wurde gleich die Periodizitdt des Kerns
der DFT (2.43) genutzt, damit die Exponenten von W auf den Bereich zwischen
0 und 7 begrenzt sind. Die Transformationsmatrix fiir die DFT ist symmetrisch
W = wT), wT* ergibt die Riicktransformation.
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Abbildung 2.19: Die Basisfunktionen eindimensionaler unitcdirer Transformatio-
nen fiir N = 8: a Kosinustransformation, b Sinustransformation und c Hartley-
transformation.

Die zweidimensionale DFT ldsst sich mit dhnlichen Gleichungen beschreiben,
wenn wir die M X N-Matrix auf einen M N-dimensionalen Vektor abbilden. Al-
lerdings gibt es auch einen einfacheren Weg, wenn wir uns die in (2.36) beschrie-
bene Separierbarkeit der Kerne der DFT zunutze machen. Unter Verwendung
der M x M-Matrix W), und der N x N-Matrix Wy konnen wir analog zur eindi-
mensionalen DFT (2.75) folgendermalen schreiben:

] MoIN-I
Juv = —= z zgmn(wM)mu(WN) (2.76)
MNm:On:O
oder in Matrixnotation
~ 1 1
G =——WyT G Wy=—=WyGWy. 2.77
— \/; — N MN M N 2.77)
MXN XM MXN NxN

Der Physiker wird sich an die theoretischen Grundlagen der Quantenmechanik
erinnern, die im unendlich-dimensionalen Vektorraum mit innerem Produkt,
dem Hilbertraum, formuliert werden. In der Bildverarbeitung kénnen wir die
Probleme, die mit unendlich-dimensionalen Vektorrdumen verbunden sind, ver-
meiden.

Auf die Diskussion der allgemeinen Eigenschaften folgen nun einige Beispie-
le unitarer Transformationen, die in der Signal- und Bildverarbeitung benutzt
werden. Thre Bedeutung ist aber mit der der Fouriertransformation nicht ver-
gleichbar.

2.4.2 Kosinus-, Sinus- und Hartley-Transformation*

Es mag an der diskreten Fouriertransformation storen, dass reelle Bilder durch
die Transformation komplex abgebildet werden. Wir kénnen zu einer reellen
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Transformation kommen, wenn wir die Zerlegung der komplexen DFT in einen
reellen geraden und einen imagindren ungeraden Teil betrachten:

(WN)nv = COs (77275\1]11/) +1isin (7

2""”) . (2.78)

Weder der Kosinus- noch der Sinusteil kann als Transformationskern verwendet
werden, da diese Funktionen keine vollstandige Basis des Vektorraums bilden.
Kosinus- und Sinusfunktionen spannen nur die Unterrdaume der geraden bzw.
ungeraden Funktionen des gesamten Vektorraums auf.

Dieses Problem kann beseitigt werden, indem die Kosinus-und Sinustransforma-
tion auf den positiven Halbraum im Orts- und Fourierraum beschréankt werden,
weil dann die Symmetrieeigenschaften keine Bedeutung spielen:

—3

cgk) = |g(x)vV2cosmkx)dx o—e g(x) = |°g(k)v/2cos(2mkx)dk

sgk) = |g(x)v/2sin(2mkx)dx o— g(x) = |*g(k)~/2sin(2mwkx)dk.

oe——3g©°
Ot—— g o——3

(2.79)
Fur die entsprechenden diskreten Transformationen miissen Basisvektoren mit
der fehlenden Symmetrie erzeugt werden, indem trigonometrische Funktionen
mit jeweils der halben Wellenlange hinzugefiigt werden. Dieses Vorgehen ist
dquivalent zur Verdoppelung der Basiswellenlange. Dementsprechend lauten
die Basisfunktionen der Kosinus- und Sinustransformation fiir einen N-dimen-
sionalen Vektor:

o= g (va) _ 2 in(1‘r(n+1)(v+l)) (2.80)
wEANS TN ) TN ® N+1 ' :

Abbildung 2.19a, b zeigen die Basisfunktionen der 1D-Kosinus- und 1D-Sinus-
transformation. Man kann sich an den Funktionsgraphen gut veranschaulichen,
dass die Basisfunktionen orthogonal zueinander sind. Bedingt durch die Ver-
doppelung der Perioden, gibt es bei beiden Transformationen gerade und un-
gerade Funktionen. Die Basisfunktionen mit jeweils der halben Wellenldnge
erganzen die Funktionen mit der fehlenden Symmetrie.

Die Kosinustransformation hat fiir die Bilddatenkompression Bedeutung erlangt
[95]. Sie gehort zum Standard-Kompressionsalgorithmus, der von der joint Pho-
tographic Experts Group (JPEG) vorgeschlagen wurde.

Die Hartleytransformation (HT) ist eine wesentlich elegantere Losung als die
Kosinus- oder Sinustransformation, um eine Transformation mit komplexen
Zahlen zu vermeiden. Durch Addition der Kosinus- und Sinusfunktion erhalt
man einen Kern, der keine Symmetrie aufweist,

cas(2mkx) = cos(2mkx) + sin(2mwkx) = V2 cos(2m(kx — 1/8)), (2.81)

und der daher fiir eine Transformation des gesamten Raums geeignet ist:

hg(k) = Jg(x)cas(ZTrkx)dx —s g(x) = Jhg(k)cas(ZTrkx)dk. (2.82)
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Abbildung 2.20: Die ersten 8 Basisfunktionen eindimensionaler unitcirer Trans-
formationen fiir N = 16: a Hadamardtransformation und b Haartransformati-
on.

Die entsprechende diskrete Hartleytransformation (DHT) lautet:

1 N-1 1 N-1

h A h s

v = —= D gncas(2mnu/N) o—s g, = —= > "g, cas(2mnv/N). (2.83)
Nn:O Nn:O

Die Basisfunktionen fiir N = 8 zeigt Abb. 2.19c. Trotz aller Eleganz der Hart-
leytransformation fiir reelle Bilddaten, weit sie einige Nachteile gegenitiber der
Fouriertransformation auf. Insbesondere gilt das einfache Verschiebungstheo-
rem 3 der Fouriertransformation nicht mehr. Bei Verschiebungen kommt es
vielmehr zur Vermischung der Basisfunktionen mit positiven und negativen
Wellenzahlen:

g(x —xg) o—e  NMg(k)cos(2mmkxg) + "g(—k) sin(21rkx() (2.84)
Gnn' o—e Mg, cos(2n’v/N) +"gy_p, sinRmn’'v/N) ~ )
Ahnliche Komplikationen treten bei dem Faltungstheorem fiir die Hartleytrans-

formation auf (> R8).

2.4.3 Hadamardtransformation?

Die Basisfunktionen der Hadamardtransformation sind orthogonale binidre Mus-
ter (Abb. 2.20a). Einige dieser Muster sind regelmaRige rechteckige Wellen, an-
dere nicht. Die Hadamardtransformation zeichnet sich durch einen geringen
Rechenaufwand aus, da ihr Kern nur aus den Zahlen 1 und -1 besteht. Somit
sind nur Additionen und Subtraktionen zur Berechnung notwendig.
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2.4.4 Haartransformation#

Die Basisvektoren aller bisherigen Transformationen waren globaler Natur, weil
die Basisfunktionen sich grundsétzlich tiber den gesamten Vektor oder die gan-
ze Bildflaiche ausdehnen. Alle ¢értliche Information geht verloren. Wenn wir zum
Beispiel zwei unabhéngige Objekte in einem Bild haben, werden sie gleichzeitig
in die globalen Muster zerlegt. Sie sind dann in der Transformation nicht mehr
als individuelle Objekte erkennbar.

Die Haartransformation ist ein Beispiel einer unitdren Transformation, welche
lokale Information teilweise erhalt, da ihre Basisfunktionen Impulspaare sind,
die nur an der Position des Impulses ungleich null sind (Abb. 2.20b). Die Haar-
transformation ist von Vorteil fiir die Auflosung der Position kleiner Strukturen.
Auch die Haartransformation ist wie die Hadamardtransformation vom Rechen-
aufwand her effizient, da ihr Kern nur die Zahlen -1, 0 und 1 beinhaltet.

2.5 Schnelle Berechnung unitdrer Transformationen

2.5.1 Zur Bedeutung schneller Algorithmen

Ohne einen schnellen Algorithmus zur Berechnung der diskreten Fourier-
transformation ware ihr Einsatz in der Bildverarbeitung nicht moglich.
Wird (2.37) direkt eingesetzt, resultiert ein prohibitiv hoher Rechenauf-
wand. Jeder Punkt des transformierten Bildes erfordert N2 komplexe
Multiplikationen und N2 — 1 komplexe Additionen (ohne Beriicksichti-
gung der Berechnung der Kosinus- und Sinusfunktionen im Kern). Ins-
gesamt sind N* komplexe Multiplikationen und N2(N?2 — 1) komplexe
Additionen erforderlich. Das ergibt etwa 8N* Gleitkommaoperationen.
Fir ein 512 x 512-Bild sind das 5 x 10'! Operationen. Ein 200-MHz-
PentiumPro-Prozessor kann etwa 50 MFLOPS (million floating point ope-
rations per second) leisten, wenn er in einer Hochsprache mit einem op-
timierenden Compiler programmiert wird. Eine einzige Fouriertransfor-
mation eines 512 x 512-Bildes mit 5 x 10!! Rechenoperationen wiirde
demnach ungefdahr 10.000s oder 3h dauern. Das ist zu langsam, um
praktisch nutzbar zu sein. Diese Zahlen zeigen die Notwendigkeit, einen
geeigneten Algorithmus zu finden, der die Rechenzeit der DFT drastisch
verkiirzt. Effiziente Algorithmen sind in der Informatik ein zentrales
Thema. Zur Entwicklung geeigneter Algorithmen miissen wir die innere
Struktur einer gegebenen Aufgabe, ihre Rechenkomplexitdt untersuchen,
um herauszufinden, wie sie mit einer minimalen Zahl von Operationen
gelost werden kann.

Als instruktives Beispiel betrachten wir folgende einfache Suchaufga-
be: Ein Freund wohnt in einem Hochhaus mit N Stockwerken. Es gilt her-
auszufinden, in welchem Stockwerk seine Wohnung liegt. Jede unserer
Fragen wird nur mit Ja oder Nein beantwortet. Wie viele Fragen benoti-
gen wir, um herauszufinden, wo der Freund wohnt? Der einfachste und
direkteste Ansatz ist die Frage: ,Wohnt er in Stockwerk n?“ Im besten
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Fall stimmt gleich unser erster Versuch. Es ist jedoch wahrscheinlicher,
dass wir falsch raten, so dass wir die gleiche Frage wieder und wieder
stellen miissen. Im schlechtesten Fall miissen wir genau N — 1 Fragen
stellen, im Mittel N/2. Mit jeder Frage konnen wir lediglich eine von N
Moglichkeiten ausschlieRen, ein recht ineffektiver Ansatz.

Dagegen konnen wir mit der Frage: ,Wohnt er in der oberen Halfte
des Hauses?* bereits die Halfte der Moglichkeiten mit nur einer Frage
ausschliefen. Nun wissen wir, ob er in der oberen oder unteren Halfte
der Stockwerke lebt. Weitere Fragen konnen in der gleichen Art und Wei-
se gestellt werden, indem die tibriggebliebenen Moglichkeiten jeweils in
zwei Halften geteilt werden. Mit dieser Strategie reduzieren sich die Fra-
gen erheblich. Ist die Zahl der Stockwerke ein Vielfaches von 2, sagen
wir 2!, sind exakt [ Fragen notwendig. Also brauchen wir fiir N Stock-
werke 1d N Fragen, wobei 1d den Logarithmus zur Basis 2 bezeichnet.
Diese Strategie, die rekursiv zur effizienteren Losung der Suchaufgabe
eingesetzt wurde, wird Divide-And-Conquer-Strategie genannt.

Ein MaR fiir die Komplexitit eines Problems mit der Problemgrofe N
(z.B. N Komponenten) ergibt sich daraus, wie der dominierende Term,
der beim Zahlen der notwendigen Operationen entsteht, von N abhangt.
Diese Ndherung ist hilfreich, da fiir groRe N die Anzahl der Operatio-
nen von diesem Term mit der héchsten Potenz von N dominiert wird.
Wir sprechen von einem Problem nullter Ordnung, O (N?), wenn die An-
zahl der Operationen nicht von dieser GroRe abhédngt, oder von einem
Problem linearer Ordnung, O (N!), wenn die Zahl der Berechnungen li-
near mit der GroRe ansteigt. Die Komplexitit der direkten Losung des
Suchproblems im obigen Beispiel ist O(N), die der Divide-And-Conquer-
Strategie dagegen O(1d N).

2.5.2 Der 1D-Basis-2-FFT-Algorithmus

Schnelle Algorithmen fiir die Fouriertransformation werden allgemein
abgekiirzt als FFT-Algorithmen (fast Fourier transform) bezeichnet. Zu-
nachst betrachten wir einen schnellen Algorithmus fiir die eindimensio-
nale DFT. Nehmen wir an, dass die Dimension N des Vektors ein Vielfa-
ches von zweiist, also N = 2!. Da die direkte Lsung nach (2.29) die Kom-
plexitdt O(N?) aufweist, erscheint es sinnvoll, die Divide-And-Conquer-
Strategie anzuwenden. Konnte die Transformation in zwei Schritte mit
zwei Vektoren der Liange N /2 aufgeteilt werden, so wiirde sich die An-
zahl der Operationen von N2 auf 2(N/2)? = N2/2 halbieren.

Ist diese Zerlegung der DFT prinzipiell méglich, so kann man sie suk-
zessive 1d N-mal fortsetzen, bis schliellich ein Vektor der Lange 1 iibrig-
bleibt, dessen DFT trivial ist, da keine Transformation mehr durchzu-
fihren ist. Dieser Ansatz funktioniert natirlich nur, wenn solch eine
Zerlegung moglich und die Anzahl zusatzlicher Operationen fiir das Zu-



2.5 Schnelle Berechnung unitéirer Transformationen 69

Alle Abtastpunkte Gerade Abtast- Ungerade Abtast-

punkte punkte
/ \ | N
NV

Abbildung 2.21: Zerlegung eines Vektors in zwei Vektoren, bestehend aus den
geraden bzw. ungeraden Abtastpunkten.

N

sammenfiigen der Teilergebnisse nicht von hoherer Ordnung als O(N)
ist.

Das Ergebnis der rekursiven Zerlegung ist aufschlussreich, denn wir
miissen liberhaupt keine Fouriertransformation mehr durchfithren. Der
gesamte Algorithmus zur Berechnung der DFT wurde in rekursives Zu-
sammensetzen von Teilergebnissen tberfiihrt. Ist dieses Zusammen-
setzen eine Operation der Ordnung O(N), bleibt fiir die gesamte Be-
rechnung der DFT eine Ordnung von O(N1dN), da 1d N-mal die Teil-
transformationen zusammengefligt werden miissen. Im Vergleich zur
direkten Berechnung (O(N?)) bedeutet dies eine enorme Einsparung an
Rechenoperationen. Fiir N = 210 = 1024 reduzieren sie sich auf etwa
ein Hundertstel. Wir teilen den Vektor in zwei Halften, indem wir die ge-
radzahligen und die ungeradzahligen Elemente getrennt transformieren
(Abb. 2.21):

N-1
v = Zgn exp( 27T1nv)
n=0
N/2-1 N/2-1 -
= HZO 9on exp( M) + nzo J2n+1 €Xp (—W) (2.85)
N/2-1 N/2-1
= nXO gonexp (350 ) + exp (- 45Y) nZO Gonroxp (-2 )

Die beiden Teilsummen stellen wieder eine DFT mit N' = N/2 dar. Die
zweite Summe ist mit einem Phasenfaktor multipliziert, der nur von der
Wellenzahl v abhédngt. Dieser Phasenfaktor resultiert aus dem Verschie-
bungstheorem, da die ungeraden Elemente um einen Platz nach links
verschoben wurden.

Dies soll an der Basisfunktion v = 1 fir N = 8 illustriert werden
(Abb. 2.21). Bei den ungeraden Abtastpunkten ist die Funktion um 1t /4
phasenverschoben. Genau diese Phasenverschiebung wird durch den
Phasenfaktor

exp(—2miv/N) = exp(—T17i/4)

in (2.85) kompensiert.
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Die Operationen zum Zusammenfiigen der Teiltransformationsergeb-
nisse sind jeweils eine komplexe Multiplikation und Addition, also von
konstantem Aufwand O(N!). Allerdings liefert die DFT tiber den hal-
bierten Vektor nur N/2 Werte, wahrend die doppelte Anzahl Werte fiir
den gesamten Vektor benotigt wird.

Wir miissen also nochmals griindlich nachdenken, ob die Zerlegung
wirklich funktioniert. Um zu sehen, wie die Zusammensetzung der N
Werte funktioniert, zerlegen wir die DFT fiir den gesamten Vektor in
zwei Teile und untersuchen die Werte fiir v von 0 bis N/2 — 1 und von
N/2 bis N — 1 separat. Gleichzeitig vereinfachen wir die Schreibweise
fiir die DFT, indem wir die Fouriertransformierte tiber die geraden und
die ungeraden Abtastpunkte mit ¢g, bzw. °g, abkiirzen (even und odd).

Damit schreiben wir nun (2.85) neu, getrennt fiir die beiden Hélften.
Fiir die erste Hélfte konnen wir sofort die Zerlegung aus (2.85) verwen-
den. Fir die zweite Hélfte, v’ = v + N/2, dndert sich lediglich der Pha-
senfaktor. Die Addition von N/2 resultiert in einem Vorzeichenwechsel:

exp (_ Zﬂi(vj\-}— N/2)> ~ _exp (_21;}11})

oder

-V

~(W+N/2) _
Wy = —Wn

Unter Verwendung dieser Symmetrie schreiben wir:

gv = eév + W]:]‘U OgAv
R A A 0<v <N/2. (2.86)
Jvini2 = v — W]:Iv °gv.

Die Fouriertransformierten fiir die Indizes v und v + N /2 unterschei-
den sich nur durch das Vorzeichen des zweiten Terms. Daher benotigen
wir fiir die Zusammensetzung von zwei Termen lediglich eine komple-
xe Multiplikation. Der FFT-Algorithmus besteht nun in der sukzessiven
Anwendung der Halbierung der Vektorldnge: Die beiden Transformatio-
nen der Vektoren der Lange N/2 werden wieder in jeweils zwei Trans-
formationen tiber die halbe Vektorlinge aufgeteilt. Es resultieren dhn-
liche Ausdriicke wie in (2.85) mit dem einzigen Unterschied, dass sich
der Phasenfaktor auf exp[—(2miv)/(N/2)] verdoppelt hat. Die gera-
den und ungeraden Anteile des geraden Vektors enthalten die Punkte
{0,4,8,--- ,N/2 -4} bzw. {2,6,10,--- ,N/2 — 2}.

Im letzten Schritt zerlegen wir einen Vektor mit zwei Elementen in
zwei Vektoren mit je einem Element. Da die DFT eines Vektors der Lange
1 gleich der Identitatsfunktion ist (2.29), sind keine weiteren Berechnun-
gen notwendig.

Ist die Zerlegung abgeschlossen, konnen wir schrittweise (2.86) mit
entsprechenden Phasenfaktoren anwenden, um das Originalbild Schritt
fiir Schritt in umgekehrter Richtung wieder aufzubauen. Im ersten Schritt
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Abbildung 2.22: Signalflussdiagramm des Basis-2-FFT-Algorithmus mit Zerle-
gung im Zeitraum (radix-2 decimation-in-time FFT) fiir N = 8. Erlduterungen im
Text.

erzeugen wir Vektoren mit lediglich zwei Elementen. Wir benotigen also
nur einen Phasenfaktor fiir v = 0, der gleich 1 ist. Entsprechend hat der
erste Aufbauschritt eine sehr einfache Form:

9o = go+ a1

- . (2.87)
Jo+N/;2 =91 = Yo — Y1-

Der diskutierte Algorithmus ist ein Basis-2-FFT-Algorithmus mit Zer-
legung im Ortsraum. Die einzelnen Schritte des FFT-Algorithmus sind in
Abb. 2.22 in einem Signalflussdiagramm fiir N = 8 zusammengestellt.
Die linke Halfte des Diagramms zeigt die schrittweise Zerlegung in Teil-
transformationen unter Halbierung der Vektorldnge, die rechte Halfte
das Rechenschema fiir die Multiplikation mit den Phasenfaktoren und
die Addition der Teilvektoren zu einem Vektor der Lange N. In der ers-
ten Spalte ist der zu transformierende Vektor dargestellt. Die zweite
Spalte ist das Ergebnis des ersten Zerlegungsschrittes in zwei Vektoren.
Die Vektoren mit den geraden bzw. ungeraden Elementen werden in die
obere bzw. untere Halfte separiert. Dieser Schritt wird wiederholt, bis
sich Vektoren mit nur einem Element ergeben.

Bei dieser Zerlegung werden die Vektorelemente umsortiert. Das ist
alles, was in diesem Schritt geschieht; weitere Berechnungen sind nicht
erforderlich. Wir kénnen das neue Ordnungsschema leicht verstehen,
wenn wir die Indizes der Vektoren als Dualzahlen darstellen. Im ersten
Zerlegungsschritt ordnen wir die Elemente nach dem niedrigstwertigen
Bit, zuerst die geraden Elemente (das Bit ist null), dann die ungeraden
Elemente (das Bit ist eins). Mit jedem weiteren Zerlegungsschritt wird
das Bit, das die Sortierung bestimmt, um einen Platz nach links verscho-
ben. Am Ende ergibt sich eine Sortierung, bei der die neue Ordnungszahl
aus der alten durch bitweise Invertierung entstanden ist. Das Element
mit dem Index 1 = 001, wird zum Beispiel an Position 4 = 100, sein
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und umgekehrt. Damit kann die Kette der Zerlegungsschritte in einer
einzigen Operation erfolgen, einer Bitumkehroperation der Indizes. Die-
se Umsortierung nennt man Bitumkehr (engl. bit reversal).

In weiteren Schritten auf der rechten Seite des Signalflussdiagramms
folgt schlieRlich die sukzessive Zusammensetzung zu Vektoren, deren
Lange sich in jedem Schritt wieder verdoppelt. Die Zusammensetzung
zu einem zweidimensionalen Vektor wird in (2.87) formuliert und in
Abb. 2.22 mit Pfeilen und Punkten dargestellt. Die Symbole haben fol-
gende Bedeutung: Punkte repréasentieren eine Zahl, ein Element eines
Vektors. Diese Punkte werden als Knoten des Signalflussdiagramms be-
zeichnet. Die Pfeile iibernehmen den Wert des Knotens, an dem sie be-
ginnen; wir multiplizieren den Wert mit dem nahe dem Pfeil stehenden
Faktor und ubertragen das Produkt an den Knoten, an dem sie enden.
Fehlt der mit dem Pfeil assoziierte Faktor, findet keine Multiplikation
statt. Alle an einem Knoten ankommenden Werte werden aufsummiert.
Der Wert eines Knotens ist also die Summe der aus der vorhergehenden
Ebene tibertragenen Werte.

An der Grundoperation des FFT-Algorithmus sind nur je zwei Knoten
beteiligt. Der untere Knotenwert wird mit einem Phasenfaktor multipli-
ziert. Die Summe und die Differenz der beiden Knotenwerte werden
dann entsprechend an den oberen bzw. unteren Knoten tibertragen. We-
gen des Uberkreuzens der Signalwege wird diese Operation als Butter{ly-
Operation bezeichnet.

Einen tieferen Einblick in den FFT-Algorithmus erhalten wir, wenn
wir die Berechnung eines einzelnen Elements zuriickverfolgen. Abbil-
dung 2.23 zeigt die Signalwege fiir go und g4. In jeder Ebene verfolgen
wir die Anzahl der Knoten zurtiick, die zur Berechnung eines Knotens bei-
tragen. In der letzten Ebene sind alle Elemente beteiligt. Die Signalwege
fir go und g4 sind bis auf den letzten Schritt identisch. Dies demon-
striert sehr schon die Effizienz des FFT-Algorithmus. Alle Phasenfak-
toren der Signalwege fir go sind eins. Wie aus (2.29) zu erwarten ist,
enthélt gg die Summe aller Elemente des Vektors g,

Jo=1(go+9s) +(g2+9e)] + (g1 +95) + (g3 +97)],

wahrend im letzten Schritt fiir g4 die Addition durch eine Subtraktion
ersetzt wird:

9a=1(go+94) +(g2+36)1 - [(g1 +g5) + (g3 +97)].

In Abschn. 2.4 wurde bereits erwdhnt, dass die DFT ein Beispiel ei-
ner unitdren Transformation ist, die iiblicherweise durch Multiplikati-
on mit einer unitaren Matrix berechnet wird. Was hat nun der FFT-
Algorithmus in diesem Zusammenhang fiir eine Bedeutung? Das Signal-
flussdiagramm in Abb. 2.22 zeigt, dass der Vektor in mehreren Schrit-
ten transformiert wird. Die unitire Transformationsmatrix wird also in
mehrere Teiltransformationsmatrizen aufgeteilt, die nacheinander an-
gewandt werden. Betrachten wir den Algorithmus aus Abb. 2.22 fir
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Abbildung 2.23: Signalflussdiagramm der Berechnung von gy und g4 mit dem
Basis-2 FFT-Algorithmus fiir einen achtdimensionalen Vektor.

N = 8, werden durch die Aufteilung der unitdren Matrix in drei ein-
fachere Transformationen unitdre Transformationen eingespart:
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Diese Transformationsmatrizen stellen jeweils eine Ebene des FFT-Algo-

rithmus dar.
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2.5.3 Kriterien fiir effiziente Algorithmen

Beziiglich der Zahl erforderlicher arithmetischer Operationen gibt es
noch viele andere schnellere und effektivere FFT-Algorithmen. Uberwie-
gend basieren sie auf der Polynomalgebra und der Zahlentheorie. Eine
detaillierte Besprechung dieser Algorithmen findet man bei Blahut [15].
Die bloRe Anzahl arithmetischer Operationen ist jedoch nicht das einzige
MaR fiir einen effizienten Algorithmus. Es miissen noch andere Faktoren
beriicksichtigt werden.

Der Zugriff auf Daten erfordert zusatzliche Operationen. Bedenken
wir das einfache Beispiel der Addition zweier Vektoren. Neben der Addi-
tion werden folgende Operationen durchgefiihrt: Berechnung der Adres-
sen der entsprechenden Elemente, Einlesen der beiden Elemente in die
Register und Zuriickschreiben des Ergebnisses dieser Additionen in den
Speicher. Je nach der Architektur der verwendeten Hardware konnen
diese zusatzlichen Operationen mehr Zeit verbrauchen als die eigentli-
che Addition. Also kann ein Algorithmus mit einem komplizierten Zu-
griff auf die Vektorelemente zu einem betrachtlichen Zusatzaufwand ne-
ben den arithmetischen Operationen fiithren. Daher kann ein einfacher
Algorithmus, der zwar mehr arithmetische Operationen, jedoch weniger
Speicherzugriffe erfordert, effektiver sein.

Ein anderer Gesichtspunkt zur Bewertung von Algorithmen ist der er-
forderliche Speicherplatz. Dies betrifft nicht nur den Kode, sondern auch
Speicherplatz fiir Zwischenergebnisse oder Konstantentabellen. Sehr ef-
fektiv ist zum Beispiel ein sogenannter In-Place-FFT-Algorithmus, der die
Fouriertransformation eines Bildes durchfiithren kann, ohne das Bild zwi-
schenspeichern zu miissen. Oft hangen Geschwindigkeit und Speicher-
platz zusammen. Viele Integer-FFT-Algorithmen berechnen z.B. zuerst
die komplexen Phasenfaktoren wy;, und speichern sie in statisch ange-
legten Tabellen.

Die Effizienz von Algorithmen hangt in hohem Mal von der Archi-
tektur des Computers ab, auf dem sie implementiert werden. Wird eine
Multiplikation entweder von der Software oder durch eine mikrokodier-
te Anweisung ausgefiihrt, ist sie viel langsamer als eine Addition oder
ein Speicherzugriff, die direkt als Hardware-Funktionen implementiert
sind. In diesem Fall ist das Kriterium eines effizienten Algorithmus die
moglichst geringe Zahl von Multiplikationen, auch um den Preis einer
groReren Anzahl von Additionen oder eines komplexeren Speicherzu-
griffs. Solch eine Strategie hat allerdings auf modernen Hochgeschwin-
digkeits-Architekturen keinen Sinn, da Additionen und Multiplikationen
jeweils nur einen Takt brauchen. Je schneller jedoch die Prozessoren ar-
beiten, desto kritischer wird der Speicherzugriff. Schnelle Algorithmen
miissen effektive Speicherzugriffe realisieren. Es ist entscheidend, dass
moglichst viele Rechenschritte mit denselben Daten ausgefiihrt werden.
Da dies relativ kleine Datenmengen sind, kénnen sie in einem schnel-
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len Zwischenspeicher, dem sogenannten Cache, gehalten werden und
miissen nicht stdndig neu aus dem viel langsameren Hauptspeicher ge-
holt werden.

Nach dieser detaillierten Diskussion des Algorithmus konnen wir nun
die Anzahl der notwendigen Operationen abschdtzen. In jedem Schritt
der Zusammensetzung werden N /2 komplexe Multiplikationen und N
komplexe Additionen durchgefiihrt. Insgesamt bendtigen wir N/21dN
komplexe Multiplikationen und N 1dN komplexe Additionen.

Eine genauere Analyse zeigt, dass sogar noch mehr Multiplikationen
eingespart werden konnen. In den ersten beiden Schritten der Zusam-
mensetzung werden nur triviale Multiplikationen mit 1 oder i durchge-
fiihrt (vgl. Abb. 2.22). In den darauffolgenden Stufen nimmt die Zahl der
trivialen Multiplikationen jeweils auf die Halfte ab. Koénnte unser Algo-
rithmus alle trivialen Multiplikationen vermeiden, wiirde sich die Zahl
der Multiplikationen bis auf (N/2)(1d N — 3) reduzieren.

Der FFT-Algorithmus ist ein klassisches Beispiel eines schnellen Al-
gorithmus. Die Reduktion der Berechnungszeit ist enorm. Fiir einen
Vektor mit 512 Elementen werden, verglichen mit der direkten Methode
nach (2.29), nur 1536 statt 262 144 komplexe Multiplikationen bendtigt.
Damit reduziert sich die Anzahl der Multiplikationen auf 1,/170.

Unter Verwendung des FFT-Algorithmus kann die diskrete Fourier-
transformation nicht mehr als rechenintensive Operation bezeichnet wer-
den, da sie nur wenige Operationen pro Vektorelement erfordert. Ein
Vektor mit 512 Elementen bendétigt lediglich 3 komplexe Multiplikatio-
nen und 8 komplexe Additionen pro Element, was 12 reellen Multiplika-
tionen und 24 reellen Additionen entspricht.

2.5.4 Basis-4-FFT-Algorithmus*

Nachdem wir nun einen schnellen Algorithmus im Detail durchgearbeitet ha-
ben, wissen wir immer noch nicht, ob dieser Algorithmus optimal ist oder ob
es noch effizientere Algorithmen gibt. Tatsdchlich haben wir nur einen Spezial-
fall der Divide-And-Conquer-Strategie kennengelernt. Statt den Ausgangsvektor
in zwei Teile zu zerlegen, hdtten wir auch eine andere Aufteilung verwenden
konnen, z.B. P Q-dimensionale Vektoren bei N = PQ. Solche Algorithmen wer-
den Cooley-Tukey-Algorithmen genannt [15]. Eine oft verwendete Zerlegung ist
der Basis-4-FFT-Algorithmus. Damit wird ein Vektor in vier Komponenten zer-

legt:
N/4-1 N/4-1
-4 - -4
gv = Z ganWN o WNU Z Gan+1WN n
n=0 n=0
N/4-1 N/4-1

+ W}(]Zv Z g4n+zw&4nv + W]:]3v Z g4n+3wﬁ4nv.
n=0 n=0
Zur Vereinfachung der Gleichungen benutzen wir dhnliche Abkiirzungen wie
fir den Basis-2-Algorithmus und bezeichnen die partiellen Transformationen
mit °g, - - - ;3 . Unter Beriicksichtigung der Symmetrie von w§, ergeben sich
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die Transformationen tiber jeweils ein Viertel des Vektors aus

~ ~ — ~ ,2 ~ ,3 ~
Gv = G, + Wi lgy + Wy 2gu + WiV 3Gy
~ ~ P ~ _2 ~ .3 ~
Guina = °9v —iWRY gy — WU 2Gu + Wy 3Gy
~ ~ — ~ _2 N — ~
Jv+Nj2 = 0y — wy' 1g, + wyY 2Gy — WNSv 3G
~ ~ . — ~ ,2 ~ . ,3 ~
Jv+3N/4 = Ogv +iwyY lgv - Wy’ ng —iwy? 3gv
oder, in Matrixschreibweise, aus
v 1 1 1 1 gy
JviN/4 1 - -1 i wy' tgu
~ —_ ,2 ~
JuiNy2 1 -1 1 -1 Wi 2du
Gv+3N/a 1 i -1 i W'Y 3gy

Fur diese Zerlegung werden 12 komplexe Additionen und 3 komplexe Multipli-
kationen benotigt. Die Zahl der Additionen lasst sich weiter reduzieren, indem
man die Matrix in zwei einfachere Teilmatrizen zerlegt:

Jv 1 0 1 0 10 1 0 93,
gv+N/4 _ 0 1 0 -i 1 0 -1 W;]v 1Qv
Gvine | |1 0 -1 0 01 0 1 w2 2gy
gv+3N/4 0 1 0 i 0 1 0 -1 W&Sv 3@1}

Die erste Matrixmultiplikation fithrt zu Zwischenergebnissen, die im zweiten
Schritt von mehreren Rechenoperationen genutzt werden kénnen. Auf diese
Weise sparen wir vier Additionen. Bei einer sukzessiven Zerlegung gibt es jetzt
logy N Stufen. Da bei der ersten Stufe wie beim Basis-2-Algorithmus nur tri-
viale Multiplikationen anfallen und bei den weiteren Stufen nur bei 3/4 der
Punkte multipliziert werden muss, ergeben sich insgesamt 3/4N(logy N — 1) =
3/8N(1dN - 2) komplexe Multiplikationen und 2N log, N = NIdN komplexe
Additionen. Wahrend die Anzahl der Additionen gleich bleibt, reduzieren sich
die Multiplikationen im Vergleich zum Basis-2-Algorithmus um 25 %.

2.5.5 Basis-2-FFT-Algorithmus mit Zerlegung im Fourierraum#*

Der FFT-Algorithmus mit Zerlegung im Fourierraum ist ein weiteres Beispiel
eines Cooley-Tukey-Algorithmus. Hier zerlegen wir den N-dimensionalen Ein-
gangsvektor in zwei hintereinanderliegende Blocke. Dadurch wird der Vektor
im Fourierraum in gerade und ungerade Komponenten zerlegt:

N/2-1
Jov = Z (gn + gn+N/2)WXJ7§)
w2 .89
Jov+1 = Z Wﬁn(gn - gn+N/2)W1:]7§J-
n=0

Die rekursive Anwendung dieser Zerlegung bewirkt eine Bitumkehrung der Ele-
mente im Ausgangsvektor, nicht jedoch im Eingangsvektor. Abbildung 2.24
zeigt als Beispiel das Signalflussdiagramm fiir N = 8. Ein Vergleich mit dem
Flussdiagramm zur Zerlegung im Zeitraum (Abb. 2.22) macht deutlich, dass
hier alle Schritte in umgekehrter Reihenfolge durchgefiihrt werden. Selbst die
elementare Butterfly-Operation (2.86) hat sich umgekehrt.
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Abbildung 2.24: Signalflussdiagramm des Basis-2-FFT-Algorithmus fiir N = 8
mit Zerlegung im Fourierraum.

2.5.6 Mehrdimensionale FFT-Algorithmen?*

Generell gibt es zwei Moglichkeiten der Entwicklung schneller Algorithmen fiir
mehrdimensionale diskrete Fouriertransformationen. Zum einen konnen wir die
mehrdimensionale DFT in 1D-DFT zerlegen und fiir diese schnelle Algorithmen
verwenden. Zum anderen verallgemeinern wir den Ansatz fiir die Zerlegung von
1D-FFT auf hohere Dimensionen. Wir zeigen Beispiele fiir beide Moglichkeiten.

Zerlegung in eindimensionale Transformationen. Aufgrund der Sepa-
rierbarkeit des DFT-Kerns kann eine zweidimensionale in zwei eindimensionale
DFT zerlegt werden. Aus (2.37) erhalt man

. 1 Mt 2minv 2mrimu
duv = i 2, | Zomnew (T [ew (-THE) e

m=0 [ n=0

Die innere Summe stellt M 1D-DFT der Zeilen dar, die duRere die anschliessende
Transformation der N Spalten. Die 2D-DFT ladsst sich damit als Aufeinanderfol-
ge zweier 1D-DFT ausfiihren.

N-1 .
- 1 2
Zeilentransformation Jmuv = N z Gmn €XP (7 mnv)
n=0
M-1 .
. A 1 - 2mTimu
Spaltentransformation Ju,y = — > Gm,v €Xp (_7) .
M = M

Analog kann eine W-dimensionale DFT aus W eindimensionalen DFT zusam-
mengesetzt werden.

Mehrdimensionale Zerlegung. Eine Zerlegung kann auch direkt in mehr-
dimensionalen Rdumen durchgefiihrt werden. Wir zeigen solch einen Algorith-
mus am einfachen Fall eines zweidimensionalen Basis-2-Algorithmus mit Zerle-
gung im Ortsraum.
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Abbildung 2.25: Zerlegung einer Bildmatrix in vier Partitionen flir den 2D-Basis-
2-FFT-Algorithmus.

Wir zerlegen eine M X N-Matrix in vier Teilmatrizen, indem wir nur jedes zweite
Pixel aus jeder zweiten Zeile verwenden (Abb. 2.25). Daraus ergibt sich

Guw 1 1 1 1 000G,
Gu,v+N/2 1 -1 1 -1 WxyY O'IGu,v
éu+M/2,v B 1 1 -1 -1 W]\}u 1'OGAu,v

éu+M/2,v+N/2 1 -1 -1 1 W]\j[uwﬁv l'1(A;14,v

Die G vorangestellten Exponenten bezeichnen die zugehorige Teiltransforma-
tion. Der 2D-Basis-2-Algorithmus unterscheidet sich von der eindimensionalen
Variante nur wenig. Wie beim 1D-Basis-4-Algorithmus (Abschn. 2.5.4) kénnen
wir die Anzahl der Additionen durch Faktorisieren der Matrix von 12 auf 8 re-
duzieren:

1 1 1 1 1 0 1 0 1 0 0
1 -1 I -1 [0 1 0 1 1 -1 0 0
1 1 -1 -1 | |1 0 -1 0 0 0 1 1
1 -1 -1 1 0 1 0 -1 0 0 1 -1

Der 2D-Basis-2-Algorithmus einer N x N-Matrix erfordert (3/4N?)1d N komple-
xe Multiplikationen, d. h. 25 % weniger als die Trennung in zwei 1D-Basis-2-FFT.
Die mehrdimensionale Zerlegung hat jedoch den Nachteil, dass der Zugriff auf
den Speicher komplexer ist als bei der eindimensionalen Fouriertransformati-
on. Mit der Trennung in 1D-Transformationen erfolgt der Speicherzugriff lokal.
Daraus resultiert eine hohere Cache-Trefferrate im Vergleich zum aufgeteilten
Zugriff der mehrdimensionalen Zerlegung.

2.5.7 Transformation reeller Bilder#

Bisher haben wir nur die Fouriertransformation komplexwertiger Signale be-
sprochen. Die gleichen Algorithmen kénnen auch fiir reellwertige Signale ein-
gesetzt werden. Allerdings biiken sie an Effizienz ein, da die Fouriertransfor-
mierte eines reellen Bildes hermitesch (Abschn. 2.3.5) und damit nur die Halfte
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der Fourierkoeffizienten unabhdngig ist. Das korrespondiert mit der Tatsache,
dass die Halfte des Signals, ndamlich der Imaginarteil, null ist.

Es ist offensichtlich, dass bei der DFT reeller Daten die Rechengeschwindigkeit
verdoppelt werden kann. Der einfachste Weg ist die gleichzeitige Berechnung
zweier reeller 1D-Sequenzen. Dieses Konzept ist fir DFT von Bildern leicht um-
zusetzen, da viele 1D-DFT berechnet werden miissen. Daher konnen wir die
erste Zeile x dem Realteil zuordnen und die zweite Zeile y dem Imaginarteil.
Daraus entsteht der komplexe Vektor z = x +iy. Die in Abschn. 2.3.5 diskutier-
ten Symmetrieeigenschaften der DFT lassen darauf schlieRen, dass Real- bzw.
Imaginarteil bei der Transformation in den hermiteschen bzw. antihermiteschen
Teil des Fourierraums abgebildet werden. Also ergeben sich die Fouriertrans-
formierten der beiden reellen M-dimensionalen Vektoren zu

Xy =1/2(2y + 25_,), 1Yy =1/2(2y = 25_,). (2.90)

2.6 Literaturhinweise zur Vertiefung®

Das klassische Lehrbuch iiber die Fouriertransformation — und immer noch
eines der besten — ist Bracewell [16]. Eine erschopfende Darstellung verschie-
dener Transformationen finden sich in dem “Handbook on Transforms” von
Poularikas [154]. Fiir die Grundlagen der linearen Algebra, insbesondere die
unitdren Transformationen, sei auf moderne Lehrbiicher {iber lineare Algebra
verwiesen, z.B. Janich [98] oder Beutelsbacher [11]. Auch heute lohnt es sich
noch, den historischen Zeitschriftenbeitrag von Cooley und Tukey [27] zu lesen,
der die Entdeckung der schnellen Fouriertransformation beschreibt. Die Mono-
graphien von Blahut [15], Besslich und Lu [10] und Meyer-Béase [ ] behandeln
diverse Algorithmen fiir die schnelle Fouriertransformation.
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3 Statistik

3.1 Einfiihrung*

Die digitale Bildverarbeitung kann als Teilbereich der digitalen Signalver-
arbeitung betrachtet werden. Deshalb konnen alle Methoden zur Auf-
nahme und Analyse von Messungen und ihren Fehlern auch auf die Bild-
verarbeitung angewandt werden. Insbesondere sind alle Messungen, die
wir an einem Bild durchfiihren — z.B. die Bestimmung der GroRe oder
Position eines Objekts oder seines mittleren Grauwertes — nur sinn-
voll, wenn wir auch die Messungenauigkeit abschidtzen konnen. Diese
grundlegende Tatsache, die jedem Wissenschaftler und Ingenieur ver-
traut ist, wurde in den Anfangen der Bildverarbeitung oft vernachlassigt.
Die Verwendung empirischer statt wissenschaftlich fundierter Techni-
ken machte realistische Fehlerabschatzungen unmoglich. Gliicklicher-
weise hat das Wissen in der Bildverarbeitung betrdchtlich zugenommen.
Heute stehen viele fundierte Techniken, die auch Fehlerabschitzungen
ermoglichen, zur Verfiigung.

In diesem Zusammenhang ist es notwendig, zwei wichtige Klassen
von Fehlern zu unterscheiden. Der statistische Fehler beschreibt die
Streuung der Messwerte, wenn ein und dieselbe Messung wiederholt wird
(Abb. 3.1). Die Breite der Verteilung der Messwerte ergibt ein geeignetes
Mal fiir den statistischen Fehler und der Schwerpunkt der Verteilung
den Mittelwert.

Die Abweichung des Mittelwerts vom tatsidchlichen Wert kann jedoch
unabhdngig von der statistischen Verteilung auftreten und tber die sta-
tistischen Fehlergrenzen hinausgehen. Solch eine Abweichung wird sys-
tematischer Fehler genannt. Eng verwandt mit dem Unterschied zwi-
schen systematischem und statistischem Fehler sind die Begriffe Prdzi-
sion und Genauigkeit. Eine prazise, aber ungenaue Messung liegt vor,
wenn der statistische Fehler niedrig ist, der systematische Fehler jedoch
hoch (Abb. 3.1a). Im umgekehrten Fall, bei groRem statistischem Fehler
und niedrigem systematischem Fehler, streuen die einzelnen Messungen
weit, aber der Mittelwert liegt nahe dem tatsachlichen Wert (Abb. 3.1b).

Man erhilt einfach — zumindest prinzipiell — eine Abschitzung des
statistischen Fehlers, indem man die gleiche Messung oft wiederholt.
Schwerer ist es allerdings, systematische Fehler zu finden. Sie sind oft
auf ein mangelndes Verstandnis des Messaufbaus und des Messverfah-
rens zuriickzufiihren. Unbekannte oder unkontrollierte Parameter, die
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Abbildung 3.1: Illustration von a systematischem und b statistischem Fehler, die
Genauigkeit bzw. Prdzision bei einer Messung angeben.

die Messprozedur beeinflussen, kénnen leicht zu systematischen Feh-
lern fithren. Beispiele fiir systematische Fehler sind Kalibrierungsfehler
und Verschiebungen durch temperaturabhingige Parameter bei einem
Experiment ohne Temperaturregelung.

In diesem Kapitel lernen wir, Bilddaten als statistische Grofen bzw.
Zufallsvariablen zu behandeln. Wir beginnen mit den statistischen Ei-
genschaften des gemessenen Grauwerts an einem einzelnen Sensorele-
ment oder Pixel in Abschn. 3.2. Dann kénnen wir die statistischen Me-
thoden, wie sie in allen wissenschaftlichen Gebieten angewendet werden,
fiir Messungen einer einzelnen GroRe benutzen. Diese Art der Statistik
wird Statistik erster Ordnung genannt, da nur die Statistik an einem ein-
zelnen Messpunkt betrachtet wird.

Bildverarbeitungsoperationen berechnen neue Grofen aus den ge-
messenen Grauwerten. Im einfachsten Fall wird bei sogenannten Punkt-
operationen der Grauwert nur an einem einzelnen Bildpunkt benutzt. In
komplizierteren Fillen werden neue Bildpunkte aus den Grauwerten an
vielen Bildpunkten berechnet. In jedem Fall miissen wir aber wissen, in
welcher Weise die statistischen Eigenschaften, inshesondere der statis-
tische Fehler der neu berechneten Werte, von denen der Ausgangswerte
abhdngen. Mit anderen Worten, unsere Aufgabe ist es, die Fehlerfort-
pflanzung durch die Bildverarbeitungsoperationen zu bestimmen. Diese
Fragen sind Gegenstand von Abschn. 3.3.

Im Abschn. 3.4 behandeln wir eine Reihe von fiir die Signalverar-
beitung wichtigen Wahrscheinlichkeitsverteilungen. Im letzten Schritt
wenden wir uns in Abschn. 3.5 zeitlichen und rdumlichen Feldern von
Zufallsvariablen, den stochastischen Prozessen, zu. Damit konnen wir
stochastische Prozesse auch im Fourierraum untersuchen.
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3.2 Zufallsvariable

3.2.1 Wahrscheinlichkeitsdichte und Histogramm

Nehmen wir einen experimentellen Aufbau an, mit dem wir ein Objekt
aufnehmen. Die an einem bestimmten Punkt (Pixel) gemessene GrofRe in
der Bildebene ist die Bestrahlungsstarke. Wegen der statistischen Natur
des beobachteten Prozesses ergibt jede Messung einen anderen Wert.

Das bedeutet, dass die beobachtete Strahlung nicht durch einen ein-
zigen Wert, sondern durch eine Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion (eng-
lisch: probability density function, PDF) f(g) charakterisiert wird. Diese
Funktion gibt, vereinfacht ausgedriickt, die Wahrscheinlichkeit an, mit
der ein bestimmter Wert g beobachtet wird. Eine durch Zufallsprozesse
bestimmte Messgrofe wie die Strahlung g wird als Zufallsvariable oder
kurz ZV bezeichnet.

Im folgenden diskutieren wir kontinuierliche und diskrete ZVn und
Wahrscheinlichkeiten parallel. Diskrete Wahrscheinlichkeiten werden
bendétigt, da nur diskrete Zahlen mit digitalen Computern verarbeitet
werden konnen. Diskrete Werte resultieren aus einem als Quantisierung
bezeichneten Prozess (siehe Abschn. 2.2.4). Viele Formeln dieses Ab-
schnitts enthalten kontinuierliche Ausdriicke auf der linken Seite und
ihre diskreten Gegeniiber auf der rechten Seite der entsprechenden Glei-
chungen. Im kontinuierlichen Fall wird ein bestimmter Grauwert im In-
tervall g bis g + dg mit der Wahrscheinlichkeit f(g)dg gemessen. Im
diskreten Fall konnen wir nur eine endliche Zahl Q von Grauwerten g,
(@ = 1,2,...,Q) mit der Wahrscheinlichkeit f; messen. Normalerweise
wird der Grauwert eines Pixels in einem Byte gespeichert. In diesem Fall
konnen wir Q = 256 unterschiedliche Grauwerte messen. Da die Ge-
samtwahrscheinlichkeit, einen beliebigen Grauwert zu beobachten, per
Definition eins ist, muss die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion folgen-
de Bedingung erfiillen:

< Q
[r@dg=1,  Xg-1 (3.1)
o0 q=1
Die Stammfunktion der PDF g
F9) = | flghdg (3.2)

wird Verteilungsfunktion genannt. Da die PDF eine nichtnegative Funk-
tion ist, wichst die Verteilungsfunktion monoton von 0 auf 1 an.

Im allgemeinen ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung nicht von vorn-
herein bekannt. Vielmehr wird sie aus Messungen abgeschitzt. Ist der
beobachtete Prozess homogen, d. h. unabhingig von der Position der Pi-
xel im Bild, gibt es einen einfachen Weg zur Abschdtzung der Wahr-
scheinlichkeitsdichte, das sogenannte Histogramm.



84 3 Statistik

Das Histogramm eines Bildes ist eine Liste (Vektor), die fiir jede Quan-
tisierungsstufe ein Element aufweist. Jedes Element enthédlt die Anzahl
der Pixel, deren Grauwert mit dem Index des Elements iibereinstimmt.
Histogramme konnen leicht berechnet werden fiir Daten beliebiger Di-
mension. Zunichst setzen wir den ganzen Histogrammvektor auf null.
Dann tasten wir alle Pixel des Bildes ab, nehmen den Grauwert als Index
der Liste und erhohen das zugehorige Listenelement um eins. Der tat-
sachliche Abtastalgorithmus hdngt davon ab, wie das Bild gespeichert
ist.

Eine Abschiatzung der Wahrscheinlichkeitsdichte ist auch fir Bild-
daten mit hoherer Auflésung, z.B. 16-Bit-Bilder oder FlieRkommabilder,
moglich. Den Bereich moglicher Werte teilen wir dazu in Q gleich breite
Intervalle auf. Der Wert, der jedem Intervall zugeordnet wird, liegt in der
Mitte des Intervalls. Bei der Entscheidung, in welches Intervall ein Wert
fallt, miissen wir aber die Intervallgrenzen benutzen. Wenn wir diese
Unterscheidung nicht machen, werden Werte wie z.B. der Mittelwert, die
wir aus dem Histogramm berechnen, verfélscht.

3.2.2 Mittelwert, Varianz und Momente

Die beiden grundlegenden Parameter, die eine ZV beschreiben, sind der
Mittelwert (auch als Erwartungswert bekannt) und die Varianz. Der Mit-
telwert u = Eg ist definiert als

< Q
W= Jgf(g)dg, u= > dafs (3.3)
— q=1

Der Mittelwert kann auch durch beliebig hdaufige Messung und Mitte-
lung bestimmt werden, ohne dass die PDF explizit bekannt ist:

P

u = lim 1 > 9p- (3.4)
P-o P p=1

Da es unmoglich ist, eine unendliche Zahl von Messungen durchzufiihren,
bleibt die Bestimmung des Mittelwertes tiber (3.4) eine Abschdtzung mit
einer gewissen Unsicherheit, die von der Form der PDF abhéangt, d. h. vom
Typ des Zufallsprozesses und von der Anzahl der Messwerte.

Die Varianz > = Varg = E ((g — u)?) ist ein MaR dafiir, wie weit die
gemessenen Werte vom Mittelwert abweichen:

e Q
o° = J (g-wfl@dg, 0%= 2 (gq-Wfa (3.5)
0 q=1

Die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion kann genauer durch dhnliche
GroRen wie die Varianz charakterisiert werden, die Momente n-ter Ord-
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nung py = E ((g — )"):

« Q
Hp = J G-W"f(@dg,  Mn= D (9q-MW"fq. (3.6)

Y q=1
Das erste, zentrale Moment ist — per Definition — null. Das zweite, >,
entspricht der Varianz und das dritte Moment, die Schiefheitys, ist ein
MalR fiir die Asymmetrie der PDF um den Mittelwert. Ist sie eine Funktion
mit gerader Symmetrie, f(—(g—u)) = f(g—u), dann verschwinden das

dritte und alle anderen Momente ungerader Ordnung.

3.2.3 Funktionen von Zufallsvariablen

Jede Bildverarbeitungsoperation dndert die Werte g an den einzelnen
Bildpunkten. Im einfachsten Fall transformiert eine Funktion p: g’ =
p(g) den Wert g in den Wert g’. Eine solche Operation wird in der Bild-
verarbeitung als Punktoperator bezeichnet. Da g eine ZV ist, ist auch
g’ eine, und wir miissen ihre PDF kennen, damit wir die statistischen Ei-
genschaften des Bildes nach Anwendung der Punktoperation bestimmen
konnen.

Es ist offensichtlich, dass die PDF f,; von g’ die gleiche Form wie die
PDF f,; von g hat, wenn p eine lineare Funktion g’ = po + p1g ist:

_Jol9) _ fo((@" —po)/p1)
|p1 [p1 '

Dabei haben wir die Umkehrfunktion g = p~1(g’) : g = (9’ — po)/p1
benutzt, um g als Funktion von g’ zu schreiben.

Aus (3.7) ist intuitiv klar, dass im allgemeinen Fall einer nichtlinea-
ren Funktion p (g) die Steigung p; durch die Ableitung p’(g,) von p(gy)
ersetzt wird. Weitere Schwierigkeiten ergeben sich dann, wenn die Um-
kehrfunktion nicht eindeutig ist. Ein wichtiges Beispiel ist die quadra-
tische Funktion g’ = g2, deren Umkehrfunktion die beiden Aste g;» =
+./g’ besitzt. In einem solchen Fall miissen zur Bestimmung der PDF
von g’ alle Aste der Umkehrfunktion beriicksichtigt werden.

Theorem 9 (PDF der Funktion einer Zufallsvariablen) Sei f; die PDF
der ZV g und p eine differenzierbare Funktion g’ = p(g). Dann besitzt
die ZV g’ die PDF p
, fa(agp)
fo(g) = > 770,
o1 | P (ap) |
wobei g, die P Aste der mehrwertigen Umkehrfunktion g’ = p(g) darstellt.

fa(g) (3.7)

(3.8)

Eine monotone Funktion p hat eine einzige Umkehrfunktion p~!(g’).
Damit vereinfacht sich (3.8) zu
fo(p~1(g")

fg’ g = W (3.9
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In der Bildverarbeitung taucht oft folgendes inverse Problem in Be-
zug auf PDFs auf. Das Signal g mit einer PDF soll so in ein Signal g’
transformiert werden, dass g’ eine spezifische PDF hat. Dieses inverse
Problem hat eine tiberraschend einfache Lésung. Die Transformation

g =F; (Fg(9)) (3.10)

konvertiert die f;(g)-verteilte ZV g in die fy (g')-verteilte ZV g’. Die
Losung ist besonders einfach fiir eine Transformation in ein Signal mit
einer Gleichverteilung, da dann F~! eine konstante Funktionistund g’ =
F, g (g).

Nun koénnen wir den Mittelwert und die Varianz von Funktionen ei-
ner ZV betrachten. Nach der Definition des Mittelwerts in (3.3) ist der
Mittelwert von g’ gegeben durch

Eg' =y = Jg’fgr (g")dg'. (3.11)

Wir kénnen ihn auch direkt durch die Transformationsfunktion p(g)
und die PDF f,;(g) ausdriicken:

Eg'=E(pg)) = J p(9)fs(g)dg. (3.12)

Intuitiv sind wir versucht anzunehmen, dass sich der Mittelwert von
g’ auch aus dem Mittelwert von g mit Eg’ = p(Eg) berechnen lasst. Das
ist aber nur korrekt, wenn p eine lineare Funktion ist. Wir nehmen an,
dass sich p(g) durch ein Polynom zweiter Ordnung anndhern lasst:

p(9) =pUg) + P (Ug) (g —1g) + P (Ug) (g — Hg)?/2+.... (3.13)

Dann folgt
g = pug) +p" (Ug) 05 /2. (3.14)

Diese Gleichung zeigt, dass ug =~ p(uy) nur dann eine gute Ndherung
ist, wenn sowohl die Kriimmung von p(g) als auch die Varianz von g
klein sind.

Die Varianz von g’ ergibt sich in Naherung erster Ordnung zu

02 ~ \p'(ug)jzaj. (3.15)

Dieser Ausdruck ist nur fiir lineare Funktionen p exakt.

Die folgenden einfachen Beziehungen fiir den Mittelwert und die Va-
rianz ergeben sich ummittelbar aus den bisherigen Uberlegungen in die-
sem Abschnitt (a ist eine Konstante):

E(ag) = aEg, Var(ag)=a’Varg, Varg = E(g®) - (Eg)>. (3.16)
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3.3 Multiple Zufallsvariable

In der Bildverarbeitung haben wir es nicht nur mit einer, sondern mit
(sehr) vielen Zufallsvariablen zu tun. In der Regel wird eine neue ZV von
ZVn an vielen Bildpunkten berechnet. Daher ist es wichtig, die Statistik
von multiplen ZVn zu untersuchen. In diesem Abschnitt machen wir
dazu den ersten Schritt und untersuchen die statistischen Eigenschaften
von multiplen ZVn und von Funktionen von multiplen ZVn.

3.3.1 Gemeinsame Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen

Zuerst betrachten wir, wie wir die gemeinsamen statistischen Eigenschaf-
ten mehrerer ZVn beschreiben kénnen. Im allgemeinen werden sich die-
se fiir zwei ZVn g; and g» nicht durch deren individuelle PDFs f(g;)
und f (g2) beschreiben lassen. Es ist vielmehr notwendig, eine gemeinsa-
me Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion f (g1, g») zu definieren. Nur wenn
zwei ZVn unabhdngig sind, d.h., wenn die Wahrscheinlichkeit, dass g;
einen bestimmten Wert annimmt, nicht von dem Wert von g, abhangt,
konnen wir die gemeinsame PDF als Produkt der individuellen PDFs, den
marginalen PDFs, beschreiben:

f(91,92) = f9.(91) f4.(g2) < g1,9> unabhingig. (3.17)

Entsprechend ist fiir P ZVn g,, den Zufallsvektor g, die gemeinsa-
me PDF gegeben durch f(g1,92,...,9p) = f(g). P ZVn sind dann und
nur dann unabhéingig, wenn die gemeinsame PDF sich als Produkt der
marginalen PDFs schreiben lasst:

P
f@ =1]1fs,(gp) < gpunabhingig, p=1,...,P. (3.18)
p=1

3.3.2 Kovarianz und Korrelation

Die Kovarianz gibt an, in welchem MaR die Fluktuationen zweier ZVn g,
and g4 zueinander in Beziehung stehen. In Erweiterung der Definition
der Varianz in (3.5), ist die Kovarianz definiert als

Coa = E((9p = 1p)(9a — 1)) = E(Gpda) — E(Gp)E(dq)-  (3.19)

Fir P Zufallsvariablen bilden die Kovarianzen eine symmetrische P x P-
Matrix, die Kovarianzmatrix C = covg. Die Diagonale dieser Matrix
enthdlt die Varianzen der P ZVn.

Der Korrelationskoeffizient setzt die Kovarianz zweier ZVn in Bezie-
hung zu den entsprechenden Varianzen:

Ypq = 7C mit |7’| < 1. (3.20)
Op0gq
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Zwei ZVn g, und g4 heilen unkorreliert, wenn die Kovarianz Cp4 null
ist. Nach (3.19) und (3.20) gelten dann die folgenden Beziehungen fiir
unkorrelierte ZVn:

C2=0e712=0< E(g192) = E(g1)E(g2) = g1,92 unkorreliert.
(3.21)
Aus der letzten Bedingung und (3.17) folgt, dass unabhéngige ZVn un-
korreliert sind.

Auf den ersten Blick scheint es, dass nur die statistischen Eigenschaf-
ten von unabhéngigen ZVn leicht zu behandeln sind. In diesem Fall
miissen wir namlich nur die marginalen PDFs der einzelnen Variablen
und deren Mittelwerte und Varianzen betrachten. Im allgemeinen Fall
dagegen miissen wir die Abhangigkeiten der einzelnen ZVn untereinan-
der, wie sie durch die Kovarianzmatrix C gegeben sind, berticksichtigen.
Da die Kovarianzmatrix aber symmetrisch ist, konnen wir immer ein Ko-
ordinatensystem, d.h. eine Linearkombination der ZVn, finden, in dem
die Kovarianzmatrix diagonal und die ZVn damit unkorreliert sind.

3.3.3 Funktionen mehrerer Zufallsvariablen

In Erweiterung der Diskussion von Funktionen einer einzelnen ZV in
Abschn. 3.2.3 kénnen wir den Mittelwert einer Funktion multipler ZVn
g =v3g1,92,...,9p) direkt durch die gemeinsame PDF ausdriicken:

Eg' = J p(g1,92,---,9p) f(91,92,--.,9p)dg1dg2...dgp.  (3.22)

Aus dieser allgemeinen Beziehung folgt, dass der Mittelwert jeder linea-

ren Funktion
P

g =D apgp (3.23)
p=1

durch eine Linearkombination der Mittelwerte der ZVn g, gegeben ist:

P P
E (Z apgp) = > ayE (gp) . (3.24)
p=1

p=1

Dies ist ein allgemeingiiltiges Ergebnis, das weder von der Unabhédngig-
keit der ZVn ausgeht noch von der PDF abhdngt. Als Spezialfall enthalt
es die einfachen Beziehungen

E(g1 +92) =Eg1 +Eg>, E(g1+a)=Eg +a. (3.25)

Die Varianz von Funktionen multipler ZVn kann leider selbst im li-
nearen Fall nicht so einfach berechnet werden. Sei g ein Vektor mit P
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ZVn, g’ ein Vektor mit Q ZVn, der eine Linearkombination der P ZVn g
ist, M eine Q x P-Matrix der Koeffizienten und a ein Spaltenvektor mit
Q Koeffizienten. Dann gilt

g =Mg+a mit E(g') =ME(g) +a (3.26)

in Verallgemeinerung von (3.24). Falls P = Q, kann (3.26) als eine Koordi-
natentransformation in einem P-dimensionalen Vektorraum aufgefasst
werden. Daher ist es nicht iiberraschend, dass sich die symmetrische
Kovarianzmatrix wie ein Tensor zweiter Stufe transformiert [148]:

cov(g’) = Mcov(g)MT. (3.27)

Diese wichtige allgemeine Beziehung illustrieren wir mit einigen Bei-
spielen. Zuerst diskutieren wir die Berechnung der Varianz des Mittel-
wertes g von P ZVn mit dem gleichen Mittelwert und der gleichen Varianz
2. Weiter nehmen wir an, dass die ZVn unkorreliert sind. Dann sind
die Matrix M und die Kovarianzmatrix covg gegeben durch

o2 0 ... 0
1 0 (T2 ... 0O
M:N[l,l,l,...,l] und cov(g) = | . . . . = o°I.
0 0 o?
Eingesetzt in (3.27) ergibt sich
»_ 1
o= —0". (3.28)

9 N

Damit ist die Varianz des Mittelwerts Ug um den Faktor N Kkleiner als
die Varianz der Einzelwerte, und die Standardabweichung og reduziert
sich um den Faktor N~1/2, Das bedeutet, dass wir viermal mehr Messun-
gen machen miissen, um die Standardabweichung des Mittelwertes zu
halbieren.

Das gilt aber nur fiir unkorrelierte ZVn. Falls die ZVn maximal kor-
reliert sind (rpq = 1, Cpq = 0%), dann ergibt sich aus (3.27), dass die
Varianz des Mittelwerts gleich der Varianz der Einzelwerte ist. In die-
sem Fall ist es nicht moéglich, durch Mittelung die Varianz zu verringern.

In leichter Modifikation des ersten Beispiels nehmen wir jetzt P un-
korrelierte ZVn mit ungleichen Varianzen 05 und berechnen die Varianz
der Summe der ZVn. Aus (3.25) wissen wir bereits, dass der Mittelwert
der Summe gleich der Summe der Mittelwerte ist (auch fiir korrelierte
ZVn). Aus (3.27) ergibt sich, dass fiir unkorrelierte ZVn auch die Varianz
der Summe gleich der Summe der Varianzen ist:

P P

Var > gp = >, Vargp. (3.29)
p=1 p=1
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Als drittes Beispiel nehmen wir Q ZVn g, die eine Linearkombination
von P unkorrelierten ZVn g, mit gleichen Varianzen 0?2 sind:

g,=a,g. (3.30)

Die Vektoren ag bilden die Zeilen der Q x P-Matrix M in (3.26), und die
Kovarianzmatrix von g’ ergibt sich aus (3.27) zu

ala, ala, ... alag
T T T
, 5 T > a1 a2 a2 a2 “es a2 aQ
cov(g') =0°MM* =0 ) ) ] . . (3.31)
ajag ajaq ... ajaq

Aus dieser Gleichung konnen wir zwei Dinge lernen. Zum einen ist die
Varianz der ZV g, gegeben durch agaq, d.h. die Summe der Quadrate
der Koeffizienten:

4ag. (3.32)

Zum zweiten sind die ZVn g,, und g, dann korreliert — obwohl die
ZVn g, unkorreliert sind — wenn das Skalarprodukt der Koeffizienten-
vektoren aja, nicht verschwindet, d.h., wenn diese nicht orthogonal
sind. Daraus kénnen wir die wichtige Schlussfolgerung ziehen, dass
nur bei orthogonalen Transformationsmatrizen M in (3.26) unkorrelierte
ZVn unkorreliert bleiben.

Die Analyse der Varianz von Funktionen mehrerer ZVn kénnen wir
auf nichtlineare Funktionen verallgemeinern, wenn diese ausreichend
linear um die Mittelwerte sind. Wie in Abschn. 3.2.3 entwickeln wir die
nichtlineare Funktion p4(g) in eine Taylorreihe um den Mittelwert:

0%(gy) = 0’a

9y =Pa(g@) = pa(p) + Z 90 L(gp — tp)- (3.33)
9p
Der Vergleich mit (3.26) zeigt, dass die Matrix M durch die Matrix
[ Op1 Op1 op1 ]
0g1 092  0gp
J=| 991 0g2 0gp (3.34)
9pq  0pq 9PQ
L 091 092 = o0gp

ersetzt werden muss, die als Jacobi-Matrix der Transformation g’ =
p(g) bekannt ist. Daher ist in erster Ndaherung die Kovarianz von g’
gegeben durch

cov(g’) ~ Jcov(g)JT. (3.35)
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Zum Abschluss dieses Abschnitts betrachten wir die PDFs multipler
ZVn. Dabei beschranken wir uns auf zwei einfache Fille. Zuerst behan-
deln wir die Addition zweier ZVn. Wenn zwei ZVn g; und g» unabhéngig
sind, dann ergibt sich die resultierende PDF bei additiver Superposition
g = g1 + g» durch das Faltungsintegral

Pg(g) = J P, (9 )pg,(g—g)dg’. (3.36)

Diese Eigenschaft resultiert aus der multiplikativen Natur von Wahr-
scheinlichkeiten. Die Wahrscheinlichkeit p4(g), den Wert g zu mes-
sen, ist das Produkt der Wahrscheinlichkeiten, die Werte g, = g’ und
g2 = g — g’ zu messen. Das Integral in (3.36) ist notwendig, damit wir
alle Kombinationen berticksichtigen, deren Summe den Wert g ergibt.

Die gleiche Prozedur kann benutzt werden fiir das Produkt zweier
ZVn, wenn wir die Multiplikation durch die Bildung des Logarithmus in
eine Addition Uberfithren: Ing = In g; + In g»>. Die PDF des Logarithmus
einer ZV kann mit Hilfe von (3.9) berechnet werden.

3.4 Wahrscheinlichkeitsverteilungen

In den vorangegangenen Abschnitten haben wir eine Reihe von allgemei-
nen Eigenschaften von Zufallsvariablen hergeleitet, fiir die kein Wissen
uber die Wahrscheinlichkeitsverteilungen notwendig war. In diesem Ab-
schnitt diskutieren wir eine Reihe von Wahrscheinlichkeitsverteilungen,
die fir die Bildverarbeitung von Bedeutung sind.

3.4.1 Poissonverteilung

Zuerst betrachten wir die Bildaufnahme. Ein Element eines Halbleiter-
Bildsensors, das eine gewisse Bestrahlungsstarke empfangt, sammelt in-
nerhalb einer vorgegebenen Belichtungszeit At durch Photonenabsorp-
tion im Mittel N Elektronen. Daher ist der mittlere Strom von Ladungs-
tragern A gegeben durch

N
AL
Wegen der zufélligen Natur des Photonenstroms wird bei jeder Belich-
tung eine etwas unterschiedliche Anzahl von Elektronen gesammelt wer-
den. Ein Zufallsprozess, bei dem im Mittel AAt Ereignisse stattfinden,
wird als Poissonprozess P(AAt) bezeichnet. Dieser hat die diskrete Wahr-
scheinlichkeitsdichtefunktion (PDF)

A (3.37)

(AAE)"

P(AAL) : fn = exp(—AAL) p

, n=0 (3.38)



92 3 Statistik

Abbildung 3.2: Simulation von Bildern mit Poissonrauschen bei geringer Be-
strahlungsstdrke, bei denen wdhrend der Belichtungszeit maximal a 3, b 10,
¢ 100 und d 1000 Ladungstrdger gesammelt wurden. Am unteren Bildrand ist
ein linearer Graukeil eingeblendet.

mit dem Mittelwert und der Varianz
u=AAt und o2 = AAL (3.39)

Simulierte Bilder mit Poissonrauschen bei niedriger Bestrahlungsstar-
ke zeigt Abb. 3.2. Fiir niedrige Mittelwerte ist die Poissonverteilung un-
symmetrisch mit einer langeren Ausdehnung der Verteilung zu héheren
Werten hin (Abb. 3.3a). Aber schon fiir moderate Mittelwerte (100), ist
die Verteilung tiberraschend gut symmetrisch.

Ein typisches CCD Sensorelement (Abschn. 1.7.1, > R1) sammelt um
die 10000 oder mehr Elektronen durch die Absorption von Photonen.
Daher ist die Standardabweichung bedingt durch das Photonenrauschen
etwa 100 oder 1%. An dieser Zahl wird deutlich, dass selbst ein perfekter
Bildsensor, bei dem kein zusatzliches elektronisches Rauschen auftritt,
einen betrachtlichen Rauschpegel aufweist.

Ein Poissonprozess hat die folgenden wichtigen Eigenschaften:
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Abbildung 3.3: a Poisson-Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion P(u) fiir die Mittel-
werte u = 3, 10, 100 und 1000. Die x-Achse ist in der Darstellung auf einen
Mittelwert von 1 normiert; P(AAt) wurde zur Normalisierung mit o~/21 multi-
pliziert. b Diskrete Binomialverteilung B(8,1/2) mit einem Mittelwert von 4 und
einer Varianz von 2 und die korrespondierende Normalverteilung N (4, 2).

1. Die Standardabweichung o ist nicht konstant, sondern wachst mit
der Wurzel der Anzahl der Ereignisse. Daher ist das Rauschen sig-
nalabhéangig.

2. Nichtiiberlappende Belichtungen sind statistisch unabhéangige Ereig-
nisse [148, Section. 3.4]. Das heilt, dass Bilder, die mit dem gleichen
Sensor, aber zu unterschiedlichen Zeiten aufgenommen wurden, un-
abhéngige ZVn sind.

3. Der Poissonprozess ist additiv. Die Summe zweier unabhéangiger
poisson-verteilter ZVn mit den Mittelwerten u; and p» ist ebenfalls
poisson-verteilt mit dem Mittelwert und der Varianz p; + uo.

3.4.2 Normal- und Binomialverteilung

Viele Prozesse mit kontinuierlichen ZVn kénnen gut durch eine Normal-
verteilung oder Gaufverteilung N(u, o) mit dem Mittelwert y und der
Varianz o2 beschrieben werden:
)2
exp (_(gu)) . (3.40)

N(p,0): f(9) = 502

1
V2TTOo

Aus (3.40) sehen wir, dass die Normalverteilung durch die Angabe des
Mittelwerts und der Varianz vollstandig beschrieben ist.
Das diskrete Analogon zur Normalverteilung ist die Binomialvertei-
lung
BQp): f L pa1-p)2a, 0<q<Q. (34D
,P) - =—— - , <q<Q. .
p 17 410 - q)!V p a
Die natiirliche Zahl Q ist die Anzahl moglicher Ergebnisse und bestimmt
zusammen mit dem Parameter p €]0, 1[ den Mittelwert und die Varianz:

p=Qp und o°=Qp(l-p). (3.42)
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Abbildung 3.4: Bivariate Normalverteilungen: a zwei korrelierte ZVn mit o =
0% = 1 und ri» = —0,5; b zwei unkorrelierte ZVn mit o = o3 = 1.

Schon fiir moderate Werte von Q kommt die Binomialverteilung der Nor-
malverteilung sehr nahe (Abb. 3.3b).

In Verallgemeinerung von (3.40) ist die gemeinsame PDF N (u, C) fir
multiple ZVn, d. h. fiir den Zufallsvektor g mit dem Mittelwert g und der
Kovarianzmatrix C, gegeben durch

. _ 1 g-w'clg-n
N(u, C) : f(g)—WeXp <— 5 > (3.43)

Auf den ersten Blick sieht dieser Ausdruck sehr komplex aus. Das
ist er aber nicht. Wir miissen dazu lediglich berticksichtigen, dass die
symmetrische Kovarianzmatrix eine Diagonalmatrix wird, wenn wir das
Koordinatensystem in ihr Hauptachsensystem drehen. Dann wird die
gemeinsame PDF eine separable Funktion

P

f@gh=1]

, )2
__(éhaﬂp)) (3.44)
p'=1

2 €xp ( 2
(21T0',l,,)1/2 20,

mit den Varianzen 0,5, entlang den Hauptachsen (Abb. 3.4a), und die
Komponenten g, des Zufallsvektors werden unabhéngige Zvn.

Fiir unkorrelierte Zufallsvariable mit gleicher Varianz o2 reduziert
sich die N (u, C)-Verteilung auf eine isotrope Normalverteilung N (u, o)

(Abb. 3.4b):

2
_|(g_”)|) . (3.45)

_ S S
Nu,o): f(g) = o2z P ( 202

3.4.3 Zentraler Grenzwertsatz

Die grolke Bedeutung der Normalverteilung resultiert aus dem zentralen
Grenzwertsatz (Theorem 6, S. 56), den wir in Bezug auf kaskadierte Fal-
tungen schon in Abschn. 2.3.5 diskutierten. Hier sei kurz die Bedeutung
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fiir Zufallsvariablen in der Bildverarbeitung herausgestrichen. Der zen-
trale Grenzwertsatz sagt aus, dass die PDF einer Summe von ZVn unter
sehr allgemeinen Bedingungen, die bei der praktischen Anwendung in
der Bildverarbeitung fast immer erfillt sind, zu einer Normalverteilung
tendiert. Wie schon in Abschn. 3.3 diskutiert, werdend in der Bildver-
arbeitung oft gewichtete Summen von vielen ZVn gebildet. Deswegen
haben diese Variablen in der Regel eine Normalverteilung.

3.4.4 Andere Verteilungen

Trotz der Bedeutung der Normalverteilung sind in der Bildverarbeitung
auch andere Verteilungen von Bedeutung. Sie tauchen vor allem dann
auf, wenn ZVn durch nichtlineare Funktionen kombiniert werden.

Als erstes Beispiel betrachten wir die Umwandlung von kartesischen
in Polarkoordinaten. Dazu nehmen wir den Zufallsvektor g = [g1, gz]T
mit unabhéngigen N (0, o)-verteilten Komponenten. Dann kann man zei-
gen [148, Abschn. 6.3], dass der Betrag des Vektors » = (g%,g%)”2 und
der Winkel ¢ = arctan(g,/g:) unabhédngige ZVn sind. Der Betrag hat
eine Rayleighverteilung

v
0'2

R(o): f(r)=

2
exp (—222) fir >0 (3.46)

mit dem Mittelwert und der Varianz

24—

pr = o\/m/2 und of =0 5

(3.47)

Der Winkel ¢ hat eine Gleichverteilung

1
f(P) = o (3.48)

Zu einer Verallgemeinerung der Rayleighverteilung kommen wir, in-
dem wir den Betrag eines P-dimensionalen Vektors betrachten. Dieser
hat eine Chiverteilung mit P Freiheitsgraden

2rP-1
X(P,o): f(r)= 2PI2T(P/2) 0P

2
exp (—222> fir ¥>0 (3.49)

mit dem Mittelwert

ungﬁr(r%z/;)uz) ~oVP—1J2 fir P> 1 (3.50)

und der Varianz

0.2

$=0°P—pi~0?/2 fir P> 1. (3.51)
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Abbildung 3.5: a Chiverteilung mit 2 (Rayleighverteilung), 3 (Maxwellverteilung)
und mehr Freiheitsgraden, wie angegeben; b Chiquadrat-Verteilung in einer nor-
mierten Darstellung mit einem Mittelwert von 1 und Freiheitsgraden, wie ange-
geben.

Der Mittelwert der Chiverteilung wachst mit der Quadratwurzel von P,
wahrend die Varianz fast konstant bleibt. Fiir eine hohe Anzahl von
Freiheitsgraden konvergiert die Chiverteilung schnell gegen die Normal-
verteilung N(o+/P/2 —1/2,0/+/2) (Abb. 3.5a).

Die PDF des Betragsquadrats eines Vektors ist eine andere Funktion,
da die Quadrierung eine nichtlineare Transformationsfunktion darstellt
(Abschn. 3.2.3). Unter Benutzung von Theorem 9 kann die Chiquadrat-
Verteilung mit P Freiheitsgraden berechnet werden als

TP/Z—l

2 : =
X*(Po) s fN) = S p a0

r .
exp (—20_2> fur >0 (3.52)
mit dem Mittelwert und der Varianz
py2 = 0P und O')‘?z =20P (3.53)

Die Summe der Quadrate von ZVn ist von besonderer Bedeutung, weil
daraus der Fehler in der Bestimmung der Schatzung der Varianz durch

12 1<
- - —_7)2 it g=—
= p_1 51 (gp —9g)° mit g P 51 Jp (3.54)

berechnet werden kann. Papoulis [ , Section 8.2] beweist, dass die
normalisierte Varianz

(P—l)s2 §< —g> (3.55)

eine Chiquadrat-Verteilung mit P — 1 Freiheitsgraden besitzt. Daher ist
der Mittelwert der Schitzung der Varianz o2 (Schiatzung ohne Abwei-
chung) und die Varianz ist 204/(P — 1). Fiir wenige Freiheitsgrade zeigt
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noise variance

| | |
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Abbildung 3.6: Gemessene Varianz des Rauschens o als Funktion des Grau-
werts g (zur Verfligung gestellt von H. Gréning).

die Chiquadrat-Verteilung signifikante Abweichungen von der Normal-
verteilung (Abb. 3.5b). Fiir mehr als 30 Freiheitsgrade ist sie aber in
guter Ndaherung normalverteilt. Eine zuverldassige Messung der Varianz
benotigt viele Messungen. Mit P = 100 Freiheitsgraden ist die Standard-
abweichung der Varianz immer noch etwa 20 % (die Standardabweichung
der Standardabweichung ist mit 10 % nur halb so groR).

3.4.5 Rauschmodell fiir Bildsensoren

Nach der detaillierten Diskussion tiber Zufallsvariablen konnen wir nun
abschliefend ein einfaches Rauschmodell fir Bildsensoren aufstellen.
In Abschn. 3.4.1 haben wir festgestellt, dass das Photosignal fiir ein
einzelnes Sensorelement Poisson-verteilt ist. AuBer bei sehr kleinen
Bestrahlungsstarken, wenn nur wenige Ladungstriger erzeugt werden,
konnen wir jedoch die Poissonverteilung durch die Normalverteilung
N(Q.,/Q.) approximieren. Dabei ist Q, die Anzahl Elektronen, die
durch Absorption von Photonen in dem Sensorelement freigesetzt wur-
den. Nicht jedes einfallende Photon 16st ein Elektron aus. Der Bruchteil
der Elektronen, die durch auf das Sensorelement einfallende Photonen
(Qp) ausgeldst werden, wird als Quantenausbeute n bezeichnet:

_ Qe

Qp
Die Auslese- und Verstarkungselektronik addiert weitere Rauschquel-
len. Fiir praktische Zwecke ist es jedoch nur wichtig zu wissen, dass die-
se Rauschquellen in erster Ndherung alle normalverteilt und unabhéangig

vom Photonenrauschen sind. Deswegen konnen wir das gemessene Sig-
nal g and seine Varianz oﬁ durch nur zwei Terme in einfacher Weise

n (3.56)
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beschreiben:
g = got+tgp = go+aQ, mit g, = axQ,,
(3.57)
o = 05+05 = 05+agy, mit 02 = ’Q..

Die Konstante « gibt den Verstiarkungsfaktor der Sensorelektronik in
Bits/Elektronen an. Gleichung (3.57) sagt einen linearen Anstieg der
Varianz des Rauschens mit dem gemessenen Grauwert voraus. Die in
Abb. 3.6 dargestellten Messergebnisse bestadtigen dieses einfache Mo-
dell. Aus dem Anstieg der Varianz o2 mit dem Signal g ldsst sich direkt
der Verstiarkungsfaktor « der Elektronik bestimmen.

3.5 Stochastische Prozesse und Felder#

Unsere bisherigen Uberlegungen zur Statistik haben in keiner Weise die zeitli-
chen und raumlichen Beziehungen zwischen den einzelnen Punkten eines mul-
tidimensionalen Signals beriicksichtigt. Wenn wir dies tun wollen, so miissen
wir das Signal (Bild, Bildsequenz) als ganzes als eine statistische GrofRe betrach-
ten. Das fiihrt auf die Begriffe eines stochastischen Feldes fiir raumliche Daten
und eines stochastischen Prozesses fur Zeitserien.

Im Fall eines M x N-Bildes besteht ein stochastisches Feld aus einer M x N-
Matrix von Zufallsvariablen. Das bedeutet, dass die gemeinsame PDF MN Va-
riablen hat. Der Mittelwert des stochastischen Feldes ergibt sich wie bei einer
einzelnen stochastischen Variablen, siehe (3.3), als Summe tiber alle moglichen
Zustande g des Systems:

QMN

Gmn = 2. f4(G)Gy. (3.58)
q=1

In der Gleichung sind wir von Q Quantisierungsstufen ausgegangen. Damit
kann jedes einzelne Pixel Q verschiedene Zustiande annehmen und das stochas-
tische M x N-Feld in Kombination QN Zustinde G,. Damit ist dieses allgemei-
ne Konzept wegen der kombinatorischen Explosion der Anzahl der moglichen
Zustande vollig unbrauchbar. Daher sind wir gezwungen, einfachere Konzep-
te zu finden, die es uns doch moéglich machen, multidimensionale Signale als
stochastische Groflen addquat zu beschreiben. In diesem Abschnitt werden wir
einen praktikablen Weg darstellen.

Wir beginnen mit der Bestimmung des Mittelwertes und der Varianz eines sto-
chastischen Feldes. In derselben Weise wie fiir eine einzelne Zufallsvariable
(siehe (3.54)) konnen wir den Mittelwert G, durch P Messungen unter den sel-
ben Bedingungen durch Mittelung bestimmen als

G=23G6,. (3.59)
Pp:1

Ein solcher Mittelwert heillt Ensemble-Mittelwert. Analog ergibt sich ein Schéatz-
wert der Varianz, die Ensemble-Varianz, als
P
2 1

S 512, (6,-G)". (3.60)
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An dieser Stelle wissen wir schon den Mittelwert und die Varianz an jedem
Bildpunkt eines Bildes. Aus diesen Werten konnen wir eine Reihe interessanter
Schlisse ziehen. Wir konnen die Uniformitat der beiden GroRen unter gegebe-
nen Bedingungen, wie z.B. einer konstanten, homogenen Beleuchtung, untersu-
chen.

3.5.1 Korrelation und Kovarianz#

In einem zweiten Schritt konnen wir nun die Grauwerte zweier unterschiedlicher
Positionen miteinander in Beziehung setzen. Ein Mal fiir die Korrelation von
Werten an verschiedenen Positionen im Bild ist die Autokorrelationsfunktion

Rggim,m;m',n') = GunGm'n' - (3.61)

Wie in (3.59) und (3.60) wird ein Ensemblemittel genommen. Die Autokorrelati-
on ist meistens wenig brauchbar, da ein Bild bzw. Signal in der Regel aus einer
Uberlagerung eines deterministischen Teils mit mittelwertfreiem Rauschen be-
steht: o o

G =G+N, mit G =G und N =0. (3.62)

Dann ist es niitzlicher zur addquaten Charakterisierung des Rauschen, den de-
terministischen Mittelwert abzuziehen:

Cgg(m, nm,n') = (Gmn — Gmn) (Gmrw — Gun?). (3.63)

Diese Funktion heilkt Autokovarianzfunktion. Fir m = m’ and n = n’ gibt sie
die Varianz am Bildpunkt [m, n]T an, fur alle anderen Werte die Kovarianz zwi-
schen den Bildpunkten [m,n]T und [m’,n’]7, die in Abschn. 3.3.2 eingefiihrt
wurde (3.19). Neu ist hier, dass die Autokovarianzfunktion nun die raumlichen
Beziehungen zwischen verschiedenen Bildpunkten wiedergibt. Falls die Auto-
kovarianz null ist, sind die entsprechenden Bildpunkte statistisch unkorreliert.
Die Autokovarianzfunktion, wie sie in (3.63) definiert wurde, ist immer noch
unhandlich, da sie vierdimensional ist. Sinnvoll benutzen kann man sie nur,
wenn lediglich eine kleine Anzahl von Bildpunkten miteinander korreliert sind,
typischerweise nahe beieinander liegende Bildpunkte.
Die Zusammenhange werden wesentlich einfacher, wenn die Statistik nicht ex-
plizit von der Position der Bildpunkte abhdngt. Wir sprechen dann von einem
homogenen stochastischen Feld. Dann wird die Autokovarianzfunktion verschie-
bungsinvariant:
Coggm+k,n+lm +kn +1)

= Cygglm,m;m’,n’)

= Cygg(m-m',n-n';0,0)
Cyg(0,0;m” —m,n’ —n).

(3.64)

Die letzten beiden Beziehungen erhalten wir mit (k,l) = (-m’,—n") bzw. (k,1) =
(-m,—n). Das bedeutet gleichzeitig, dass die Varianz Cy4(m, n;m,n) nicht
mehr von der Position im Bild abhingt, sondern fiir alle Bildpunkte gleich ist.

Da nun die Autokovarianzfunktion nur noch von dem Abstand zwischen Punk-
ten abhingt, reduziert sie sich von einer vier- auf eine zweidimensionale Funk-
tion. Zum Gliick sind viele stochastische Prozesse homogen. Wegen der Ver-
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schiebungsinvarianz kann die Autokovarianzfunktion fiir ein homogenes sto-
chastisches Feld auch durch rdaumliche Mittelung gewonnen werden:

M-1 N-1
Z Z (Gmnw — Gm’n’)(Gm’+m,n’+n - Gm’+m,n’+n)- (3.65)

m’'=0 n'=0

1
ng (m, Tl) = m
Im allgemeinen kénnen wir nicht sicher sein, dass eine raumliche Mittelung zu
demselben Ergebnis fiihrt wie eine Mittelung iber ein Ensemble. Ein stochasti-
sches Feld, das diese Bedingung erfiillt, heillt ergodisch.
Eine weitere Schwierigkeit taucht bei der Indizierung auf. Sobald (m,n) =+
(0,0), sind die Indices in (3.65) grofer als der Bereich der Matrix. Wie in Ab-
schn. 2.3.5 dargestellt, konnen wir uns die Matrix aber periodisch fortgesetzt
denken und sprechen dann von einer zyklischen Korrelation.
AbschlieRend illustrieren wir die Bedeutung der Autokovarianzfunktion an ei-
nem einfachen Beispiel. Wir betrachten ein Bild mit einem deterministischen
Teil, dem mittelwertfreies homogenes Rauschen tiberlagert wird, siehe (3.62).
Wir nehmen weiter an, dass alle Bildpunkte statistisch unkorreliert sind. Der
Mittelwert ergibt dann den deterministischen Teil des Bildes und die Autokova-
rianzfunktion verschwindet fiir alle Werte auer 0:

Cgg = 02°°P oder Cgg(m,n) = 0%5mbn. (3.66)

Am Nullpunkt ist die Autokovarianzfunktion gleich der Varianz des Rauschens,
ansonsten ist sie null. Die Autokovarianzfunktion kann daher benutzt werden,
um festzustellen, ob das Rauschen an Bildpunkten miteinander korreliert ist.
Das ist von Bedeutung, da der Grad der Korrelation zwischen Bildpunkten die
statistischen Eigenschaften von Bildverarbeitungsoperationen beeinflusst (Ab-
schn. 3.3.3).

In dhnlicher Weise, wie wir ein Bild mit sich selbst korrelieren, konnen wir auch
zwei verschiedene Bilder G und H miteinander korrelieren. Das konnen sowohl
Bilder von verschiedenen Szenen als auch Bilder aus einer Sequenz, die zu ver-
schiedenen Zeiten aufgenommen wurden, sein. In Analogie zu (3.65) sind die
Kreuzkorrelationsfunktion und die Kreuzkovarianzfunktion definiert als

M-1 N-1

Z Z Gm'nw Hm' vmun’ +n (3.67)

m'=0 n’'=0

s

R =
gn(m,n) MN

M-1 N-1
1 [ -
Cgh(m:n) = Z Z (G — Gmrw) (Hmem nen’ — Hmem’ men’). (3.68)
MN < ;
m'=0 n'=0
Die Kreuzkorrelation dhnelt der Faltung (Abschn. 2.3.5, > R7). Der einzige Un-
terschied ist das Vorzeichen der Indizes (', n’) im zweiten Term.

3.5.2 Stochastische Felder im Fourierraum#

Im letzten Abschnitt diskutierten wir stochastische Felder im Ortsraum. Da uns
die Bedeutung der Fouriertransformation fir die Signalverarbeitung inzwischen
hinreichend bekannt ist (Abschn. 2.3), wenden wir uns jetzt stochastischen Fel-
dern im Fourierraum zu. Der Einfachheit halber beschrianken wir uns auf den
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eindimensionalen Fall. Alle hier diskutierten Aussagen kénnen aber auch auf
hohere Dimensionen erweitert werden.

Die Fouriertransformation benotigt komplexe Zahlen. Das verursacht aber kei-
ne Probleme fir die statistische Behandlung, da wir Real- und Imaginarteil als
getrennte stochastische Variablen betrachten konnen. Die Definition des Mit-
telwertes andert sich nicht, bei der Definition der Kovarianz miissen wir jedoch
im Vergleich zu (3.19) eine kleine Anderung vornehmen:

Coa = E((9p — 1p)* (90 — 1)), (3.69)

wobei das Symbol *x die Bildung des konjugiert Komplexen angibt. Diese Defi-
nition stellt sicher, dass die Varianz

ot = E((gp — tp)*(gp — 1p)) (3.70)

eine reelle Zahl bleibt.

Die 1D-DFT bildet den Vektor g € CV auf einen Vector § € CV ab. Die Kom-
ponenten von g ergeben sich als Skalarprodukte mit den orthonormalen Basis-
vektoren des Vektorraums CV (vergleiche (2.29) und (2.30)):

Gv =b,"g mit b, b, =6, . (3.71)

Daher sind die komplexen ZVn im Fourierraum nichts anderes als Linearkombi-
nationen der ZVn im Ortsraum. Wenn wir annehmen, dass die ZVn im Ortsraum
unkorreliert sind und die gleiche Varianz haben, d.h. ein homogenes stochas-
tisches Feld darstellen, dann kénnen wir eine weitreichende Schlussfolgerung
ziehen. Nach (3.71) sind die Vektoren b, senkrecht zueinander und haben den
Betrag eins. Daher kénnen wir aus den Uberlegungen iiber Funktionen von mul-
tiplen ZVn in Abschn. 3.3.3, speziell (3.32), schlieRen, dass die ZVn im Fourier-
raum unkorreliert bleiben und die gleiche Varianz wie im Ortsraum haben.

3.5.3 Leistungsspektrum, Kreuzkorrelationsspektrum, Kohirenz*

In Abschn. 3.5.1 haben wir gelernt, dass homogene stochastische Felder durch
die Auto- und Kreuzkorrelationsfunktion beschrieben werden. Nun betrachten
wir die entsprechenden GroRen im Fourierraum.

Korrelation im Ortsraum entspricht einer Multiplikation mit der konjugiert kom-
plexen Funktion im Fourierraum (> R4):

G * Go—s Pyy(k) = §(k)* G (k) (3.72)

und R
G x Ho—s Py (k) = g(k)*h(k). (3.73)

In diesen Gleichungen ist die Korrelation mit dem * Symbol abgekiirzt worden,
dhnlich wie wir die Faltung mit dem * Symbol abkiirzen. Wegen der einfacheren
Schreibweise sind die Funktionen im Fourierraum als kontinuierliche Funktio-
nen geschrieben. Das entspricht dem Ubergang zu unendlich ausgedehnten
stochastischen Feldern (Abschn. 2.3.2, Tabelle 2.1).

Die Fouriertransformierte der Autokorrelationsfunktion ist das Leistungsspek-
trum Pg4. Es ist eine reellwertige Funktion. Der Name kommt von der Tatsache,
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dass sie fiir physikalische Signale im Fourierraum die Verteilung der Energie
iber die Wellenzahlen bzw. Frequenzen angibt, wenn das Quadrat der Signal-
amplitude proportional zur Energie ist. Wird das Leistungsspektrum iiber meh-
rere Bilder gemittelt, stellt es eine Summe der Quadrate unabhédngiger ZVn dar.
Falls die ZVn im Ortsraum unkorreliert sind und eine Normalverteilung auf-
weisen, dann hat das gemittelte Leistungsspektrum nach den Uberlegungen in
Abschn. 3.4.4 eine Chiquadrat-Verteilung.

Die Autokorrelationsfunktion eines Feldes unkorrelierter ZVn ist eine §-Distri-
bution (3.66), da sie tiberall aufer am Nullpunkt verschwindet. Daher ist das
Leistungsspektrum konstant (> R7). Diese Art von Rauschen wird als weifies
Rauschen bezeichnet.

Die Fouriertransformierte der Kreuzkorrelationsfunktion heillt Kreuzkorrela-
tionsspektrum Pgp. Im Gegensatz zum Leistungsspektrum ist diese Funktion
komplexwertig. Der Real- und Imaginérteil werden als Co- bzw. Quad-Spektrum
bezeichnet. Um die Bedeutung dieser Funktionen besser zu verstehen, ist es
sinnvoll, eine weitere Funktion, die Kohdirenzfunktion ® zu definieren:

o2y = Pan (B2

" Py (k) Ppn (k) (3.74)

Die Koharenzfunktion gibt an, wie dhnlich zwei Bilder sind. Um dies zu zei-
gen, nehmen wir an, dass das Bild H eine verschobene Kopie des Bildes G ist:
h(k) = g(k) exp(—ikx;). In diesem Fall ist die Koharenzfunktion eins und das
Kreuzkorrelationsspektrum Py, vereinfacht sich zu

Pyn(k) = Pgy(k) exp(—ikx;). (3.75)

Da Py eine reellwertige Funktion ist, konnen wir die Verschiebung x; zwischen
den beiden Bildern aus dem Phasenfaktor exp(—ikx;) berechnen.

Wenn es keine feste Phasenbeziehung fiir einen Wellenzahl-Vektor zwischen
den beiden Bildern gibt, dann erniedrigt sich die Kohdrenz. Falls die Phasenver-
schiebung von Bild zu Bild in einer Sequenz zufallig verteilt ist, dann zeigen die
Vektoren der Kreuzkorrelationsfunktions in der komplexen Ebene in zuféllige
Richtungen und addieren sich zu null. Nach (3.74) wird dann auch die Kohédrenz
null.

3.6 Literaturhinweise zur Vertiefung®

Zur Einfithrung in die Statistik sei auf die Lehrbiicher Beichelt [9], Behnen und
Neuhaus [8] und Rice [ ] verwiesen. Anspruchsvollere detailliertere Darstel-
lungen finden sich bei Krickeberg und Ziezold [ ] und Papoulis [ ]. Das
Lehrbuch von Rosenfeld und Kak [171] gibt eine gute Einfiihrung in stochasti-
sche Prozesse mit Bezug zur Bildverarbeitung. Die Spektralanalyse wird ndher
von Marple Jr. [132] behandelt.



4 Nachbarschaftsoperatoren

4.1 Grundlegende Eigenschaften und Zweck

4.1.1 Objekterkennung und Nachbarschaftsoperatoren

Eine Analyse der rdaumlichen Beziehungen der Grauwerte einer kleinen
Umgebung liefert uns erste Hinweise fiir die Objekterkennung in Bil-
dern. Nehmen wir als einfaches Beispiel eine Szene, die Objekte mit
gleichméRiger Strahlungsdichte enthilt. Andern sich die Grauwerte in-
nerhalb einer kleinen Nachbarschaft nicht, liegt sie innerhalb eines Ob-
jektes. Wenn sich jedoch die Grauwerte signifikant verandern, liegt der
Rand eines Objektes innerhalb der Nachbarschaft. Auf diese Weise las-
sen sich Bereiche konstanter Grauwerte von Kanten unterscheiden.

Die Verarbeitung einzelner Pixel eines Bildes durch Punktoperationen
allein liefert diese Informationen nicht. In Kapitel 10 sehen wir im De-
tail, dass solche Operationen nur als erster Schritt der Bildverarbeitung
sinnvoll sind, um inhomogene und nichtlineare Antworten des Bildsen-
sors auszugleichen, interaktiv Bilder zu inspizieren und zu manipulieren
oder den visuellen Eindruck zu verbessern.

Es sind neue Klassen von Operationen notwendig, welche die Pixel ei-
ner kleinen Nachbarschaft in richtiger Weise kombinieren und als Ergeb-
nis ein neues Bild liefern. Solche Operationen gehoren zur allgemeinen
Klasse der Nachbarschaftsoperationen. Sie sind ein zentrales Werkzeug
der ersten Stufe der Bildverarbeitung. Dies ist der Grund, warum wir in
diesem Kapitel die prinzipiell moglichen Klassen der Nachbarschaftsbe-
ziehung und ihre Eigenschaften diskutieren.

Das Ergebnis jeder Nachbarschaftsoperation ist wieder ein Bild, je-
doch mit gedndertem Inhalt. Zum Beispiel sollte eine Nachbarschafts-
operation zur Detektion von Kanten hohe Werte fiir Pixel ergeben, die
zu einer Objektkante gehoren. Fiir alle Pixel, die innerhalb eines Objek-
tes liegen, sollten dagegen — unabhédngig von ihrem Grauwert — nied-
rige Werte erzeugt werden. Dieses einfache Beispiel eines Kantendetek-
tors zeigt auch, dass bei der Anwendung eines Nachbarschaftsoperators
generell Information verlorengeht. Wir kénnen nicht mehr auf die ur-
spriinglichen Grauwerte schlieRen. Aus diesem Grund werden Nachbar-
schaftsoperationen auch Filter genannt. Filter extrahieren bestimmte,
gerade interessierende Eigenschaften aus Bildern. Das Ergebnisbild wird
daher Eigenschaftsbild genannt.
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Operatoren, die benachbarte Pixel kombinieren, um ein neues Bild zu
erzeugen, konnen vielfaltige und komplexe Eigenschaften extrahieren:

¢ Detektion einfacher lokaler Strukturen wie Kanten, Ecken, Linien und
Bereiche konstanter Grauwerte (Kapitel 12 und 13)

e Bestimmung von Bewegung in Bildfolgen (Kapitel 14)
e Texturanalyse (Kapitel 15)

e Rekonstruktion von Bildern, die mit indirekten Bildaufnahmetechni-
ken wie der Tomographie erzeugt wurden (Kapitel 17)

e Restaurierung von Bildern, die durch fehlerhafte Fokussierung, Be-
wegungsunschéarfe oder dhnliche Fehler bei der Bildaufnahme gestort
sind (Kapitel 17)

e Korrektur von Stérungen, die durch Fehler bei der Bildaufnahme oder
-iibertragung entstanden sind. Solche Fehler resultieren in verfalsch-
ten Grauwerten einzelner weniger Pixel (Kapitel 17).

4.1.2 Allgemeine Definitionen

Ein Nachbarschaftsoperator N verkniipft durch eine geeignete Operati-
on die Werte in einer Nachbarschaft um einen Punkt und schreibt das
Ergebnis zuriick an den Punkt. Diese Operation wird fiir alle Punkte des
Signals durchgefiihrt.

Definition 5 (Kontinuierlicher Nachbarschaftsoperator) Ein kontinuier-
licher Nachbarschaftsoperator bildet ein multidimensionales Signal g(x)
auf sich selbst ab durch die Operation

g (x) =N({g(x")},V(x-x") e M), (4.1)
wobei M ein kompaktes Gebiet ist.

Das Gebiet M wird als Maske, Fenster, region of support oder Struk-
turelement der Nachbarschaftsoperation bezeichnet. Grofe und Form
von M beeinflussen die Nachbarschaftsoperation in soweit, dass sie die
Eingangswerte aus g zur Berechnung von g’ (x) bestimmen. Diese liegen
im Bereich M, dessen Bezugspunkt an den Punkt x verschoben wurde.
Damit ist die Nachbarschaftsoperation N selbst noch nicht festgelegt.
Sie kann jede beliebige Rechenvorschrift beinhalten. Aus Symmetrie-
griinden ist die Form der Maske oft symmetrisch und der Bezugspunkt
liegt im Symmetriezentrum.

Definition 6 (Diskreter Nachbarschaftsoperator) Ein diskreter Nachbar-
schaftsoperator bildet eine M x N-Matrix auf sich selbst ab durch die Ope-
ration

Gian = N(Gmr—mw—n, ¥ [/, 0']" € M), (4.2)

wobei M nun eine Menge von Punkten ist.
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Ausdriicke, die dquivalent zu Def. 6 sind, konnen leicht fiir andere Di-
mensionen aufgestellt werden. Auch wenn die Gleichungen (4.1) und
(4.2) nicht die Rechenvorschrift fiir die Nachbarschaftsoperation ange-
ben, so beschreiben sie doch die gemeinsame Struktur aller Klassen von
Nachbarschaftsoperationen.

4.1.3 MaskengroRe und -symmetrie

Die erste Bestimmungsgrofbe einer Nachbarschaftsoperationist die GroRe
der Nachbarschaft. Wir miissen auch den Bezugspunkt relativ zu der
Nachbarschaft festlegen, an dem das Ergebnis der Nachbarschaftsopera-
tion abgelegt wird. Aus Symmetriegriinden ist der natirlichste Bezugs-
punkt das Zentrum einer (2R + 1) X (2R + 1) groRen Maske mit einer
ungeraden Anzahl von Punkten in alle Richtungen.

Masken mit einer geraden Anzahl von Punkten erscheinen weniger
geeignet, da es keinen Punkt gibt, der im Zentrum der Maske liegt. Falls
das Ergebnis der Nachbarschaftsoperation aber an einen Punkt zurtick-
gegeben wird, der zwischen den Originalpunkten im Zentrum der Maske
liegt, kann es trotzdem sinnvoll sein, Masken mit einer geraden Anzahl
von Punkten zu benutzen. Dann ist allerdings das Ergebnisbild um einen
halben Abstand zwischen den Punkten in alle Richtungen verschoben.
Wegen dieser Verschiebung diirfen wir nie Eigenschaftsbilder, die mit
einer Maske mit einer geraden Anzahl von Punkten berechnet wurden,
mit dem Ausgangsbild kombinieren. Dies wiirde zu erheblichen Fehlern
fiihren. Bei paralleler Anwendung von mehreren Nachbarschaftsope-
rationen und anschlieRender Kombination der Ergebnisse miissen alle
Masken eine gerade oder ungerade Anzahl von Punkten in die gleiche
Richtung aufweisen. Sonst fallen die Gitter der resultierenden Eigen-
schaftsbilder nicht aufeinander.

4.1.4 Operatornotation

Es ist hilfreich, eine Operatornotation fiir Nachbarschaftsoperatoren ein-
zufithren. Auf diese Weise konnen selbst komplex zusammengesetzte
Nachbarschaftsoperatoren verstandlich geschrieben werden. Operato-
ren werden mit kalligraphischen Buchstaben wie B, D, #{, S bezeichnet.
Der Operator H transformiert das Bild G in das Bild G': G’ = H{ G. Diese
Notation kann fiir kontinuierliche und diskrete Signale beliebiger Dimen-
sion benutzt werden und stellt eine darstellungsunabhdingige Notation
von Signalverarbeitungsoperatoren dar.

Bei Hintereinanderausfiihrung mehrerer Operatoren werden diese ein-
fach hintereinander geschrieben, wobei der am weitesten rechts stehen-
de Operator zuerst ausgefiihrt wird. Wiederholte Anwendung desselben
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Operators wird mit einem Exponent abgekiirzt:

HH ...H =HP. (4.3)
-

p-mal

Wird eine Folge von Operatoren auf ein einziges Bild angewendet, so
kann dies weggelassen werden. Auf diese Weise kdnnen wir Operator-
gleichungen ohne Zielobjekt schreiben. Weiter benutzen wir Klammern,
um in der tiblichen Weise die Reihenfolge der Ausfithrung von Opera-
toren zu steuern. So kénnen auch Operatoreigenschaften in kompakter
und leichtverstiandlicher Schreibweise geschrieben werden, z.B.

Kommutativitit HiH> = HoH,
Assoziativitat Hy(HoH3) = (H1FHo) H (4.4)
Distributivitat bei Addition (.’]‘[1 + .7‘[2)5‘[3 = 5‘[15‘[2 + 5’[2.7‘[3

Andere Operatoren, wie z.B. die Addition kénnen in diese Schreib-
weise auch eingefligt werden. Mit nichtlinearen Operatoren miissen wir
aber vorsichtig sein, da diese nicht mit linearen Operatoren vertauschbar
sind. Deswegen muss die Reihenfolge der Operatorausfithrungen strikt
eingehalten und gegebenenfalls mit Klammern verdandert werden.

Ein einfaches Beispiel fiir einen nichtlinearen Operator ist die punkt-
weise Multiplikation zweier Bilder, ein dyadischer Punktoperator mit
zwei Eingangsbildern. Da dieser Operator oft gebraucht wird, bezeich-
nen wir ihn mit einem speziellen Symbol, einem zentrierten Punkt (-).
Dieses Symbol ist notwendig, um die Multiplikation von der Hinterein-
anderausfiihrung von Operatoren zu unterscheiden. Der Operator-Aus-
druck B(D, - D4) bedeutet z.B.: die Operatoren D, und D, werden auf
das gleiche Bild angewendet, die Ergebnisbilder punktweise multipliziert
und der Operator B auf das Produktbild angewendet. Ohne Klammern
wirde der Ausdruck BD,, - D, folgendes bedeuten: der Operator D, und
die Operatorenkombination D, and B werden auf das gleiche Bild an-
gewendet und die Ergebnisse beider Operationen miteinander multipli-
ziert. Dyadische Operatoren werden in der Operatorschreibweise immer
nachrangig gegeniiber monadischen Operatoren mit nur einem Eingangs-
bild behandelt: zuerst werden alle monadischen Operatoren ausgefiihrt
und dann die dyadischen. Um monadische Operatoren klar von dyadi-
schen unterscheiden zu konnen, kann es sinnvoll sein, einen Platzhalter
fiir die Objekte zu benutzen, auf die die Operatoren angewendet werden.
Wir benutzen dafiir das Symbol “:”. Mit diesem Platzhalter schreibt sich
der in dem Beispiel benutzte Operatorenausdruck als B(Dy : -Dy 1).

In diesem Kapitel werden wir die zwei wichtigsten Klassen von Nach-
barschaftsoperatoren diskutieren, die linearen verschiebungsinvarian-
ten Filter (Abschn. 4.2) und die Rangordnungsfilter (Abschn. 4.4). Eine
spezielle Klasse von verschiebungsinvarianten Filtern, die rekursiven Fil-
ter, werden im Abschn. 4.3 behandelt.
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4.2 Lineare verschiebungsinvariante Filter!

4.2.1 Diskrete Faltung

Zundachst konzentrieren wir uns auf die Frage, wie Grauwerte von Bild-
punkten in kleinen Nachbarschaften miteinander verkniipft werden kon-
nen. Eine grundlegende Verkniipfungsart der Bildpunkte in einem Fens-
ter erfolgt durch eine Operation, die jeden Bildpunkt im Bereich der Fil-
termaske mit dem entsprechenden Wichtungsfaktor der Maske multipli-
ziert, die Produkte addiert und die Summe an die Position des zentralen
Pixels schreibt:

o Gm-m' n—w’
==y (4.5)
= Z Z h—m”,—n”gm+m”,n+n” -

/
Imn

Il
M=
\I\ Mﬁ

In Abschn. 2.3.5 wurde die diskrete Faltung in (2.57) definiert als:
M-1 N-1
g,’m = Z Z R Gm-m’ n-n’ (4.6)
m’'=0 n'=0
Die Definitionen in (4.5) und (4.6) sind dquivalent, wenn wir die Peri-
odizitdt im Ortsraum, wie sie durch (2.44) gegeben ist, beriicksichtigen.
Aus (2.44) schlieRen wir, dass negative Indizes durch positive mit der
Beziehung
gd-n=YN-n», YG-n—m = GN-n,M-m (4.7)
ersetzt werden konnen. Die Einschrankung der Summe in (4.5) bertick-
sichtigt die Tatsache, dass die Elemente der Matrix H aulRerhalb der we-
nigen Punkte in der (2R + 1) X (2R + 1) Filtermaske null sind. Die Dar-
stellung einer Filterung durch eine Filtermaske anstelle einer Matrix H ist
viel praktischer und gibt einen viel besseren Eindruck von der Wirkungs-
weise der Filteroperation. Die folgende 3 x 3-Filtermaske und M x N-
Matrix H sind z.B. dquivalent:

0. -1 0 ... 0 1
1 00 ..0 2
0 -1 -2 0 00 ... 00
1 0. -1 |= (4.8)
2 1 0 -
0 00 ... 00
| -1 20 ... 0 0 |

W-dimensionale Filteroperationen kénnen mit einer Vektorindizie-
rung vereinfacht geschrieben werden:

R
g§,= z howGnsn 4.9)
n'=—R
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mit n = [ny,n2,...,nyJ], R = [R1,R2,...,Ry], wobei g, ein Element
eines W-dimensionalen Signals gy, n,.,...n, ist. Die Notation fir die Sum-
men in dieser Gleichung ist eine Abkiirzung fir

Ry R> Ry

i = > > > (4.10)

-R  ni{=-R; nj)=-R,  njy=—Rw

Mit der vektoriellen Indizierung konnen Ausdriicke wie Faltungssummen
fir beliebig-dimensionale Signale einfach geschrieben werden.

4.2.2 Symmetrien

In Bezug auf Symmetrien konnen wir zwei Klassen von Filtern unter-
scheiden: Filter mit gerader und ungerader Symmetrie mit der Bedin-
gung, dass in eine oder mehrere Richtungen gilt:

hfm’n = ihmn OdeI‘ hm,fn = ihmn. (4.11)

Dabei stehen die Zeichen + und — fir Filter mit gerader bzw. ungera-
der Symmetrie. Mit dieser Definition konnen wir die Berechnung von
eindimensionalen Filtern nach (4.5) vereinfachen zu:

.
gerade: Imn = Nogmn + Z hn (Gmm-n + Gmmn+n’)

r n'=1 (4.12)
ungerade: gy, = Z hy (Gmn-n' — Gmn+n')-

n'=1

Die Summen laufen nur tiber die halbe Maske und schlieRen das zentrale
Pixel aus. Dieses muss separat behandelt werden, da es keinen Symme-
triepartner hat. Bei Filtern mit ungerader Symmetrie entfallt es, da es
nach (4.11) null ist.

Im zweidimensionalen Fall sind die Gleichungen komplizierter, da
die Symmetrie in jeder Richtung separat betrachtet werden muss. Ein
2D-Filter mit gerader Symmetrie in beide Richtungen vereinfacht sich zu

g;’n,n = hoognm
r
+ Z how (gm,n—n’ + gm,n+n’)
n'=1
r
+ Z hwo(Gm-m'n + Gm+m' ,n) (4.13)
m'=1

huww (Gm-m' m—n' + Gm—m’ m+n’
1

+
M <
M=

m'=1n’

+9mam' n-n' + Gm+m’ nn’)-
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n n-1 n n+l
: o1 T[T 2
0]-1[-2 m- - h
1.0
m * 1o - 0m .
T el 21 1] 0

Abbildung 4.1: Illustration der diskreten Faltung mit einer 3 x 3-Filtermaske.

2D-Filter konnen unterschiedliche Symmetrien in verschiedene Rich-
tungen haben. Ein Filter, das horizontal ungerade und vertikal gerade
ist konnen wir schreiben als

"
g;n,n = Z hon (gm,n—n’ — 9Immn+n')
n'=1
v v
(4.14)
+ Z Z hm’n’ (gm—m’,n—n’ - gm—m’,nJrn’
m'=1n'=1

+9m+m' n-n’" — gm+m’,n+n’)-

Entsprechende Ausdriicke fiir hOherdimensionale Filter sind noch kom-
plizierter [89].

4.2.3 Berechnung von Faltungsoperationen

Die Faltung ist eine so bedeutende Operation, dass es lehrreich ist, ih-
re Wirkungsweise im Detail zu studieren. Zunichst mogen in (4.5) die
Minuszeichen vor den Indices k und [, die fiir die Maske bzw. das Bild ste-
hen, verwirren. Sie bedeuten, dass wir entweder die Maske oder das Bild
an seinem Symmetriezentrum spiegeln, bevor wir die Maske tiber das
Bild legen. (Wir lernen den Grund fir diese Spiegelung in Abschn. 4.2.5
kennen.) Wollen wir das Ergebnis der Faltung am Punkt (m,n)T be-
rechnen, zentrieren wir die gespiegelte Maske an diesem Punkt, fithren
die Faltung durch und schreiben das Ergebnis zuriick auf die Position
(m,n)T (Abb. 4.1). Diese Operation wird fiir alle Pixel des Bildes durch-
gefiihrt.

Nahe am Rand des Bildes, wenn der Bereich der Filtermaske iiber die
Bildrinder hinausgeht, kommen wir in Probleme, da uns einige Bildpunk-
te fehlen. Der korrekte Weg zur Losung dieses Problems entsprechend
unseren Annahmen in Abschn. 2.3.5, insbesondere in Gleichung (2.44),
ist die Beriicksichtigung dessen, dass endliche Bildmatrizen als sich pe-
riodisch wiederholende Strukturen betrachtet werden miissen. Also ver-
wenden wir, wenn wir am linken Rand des Bildes angekommen sind, die
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Abbildung 4.2: Bildfaltung durch zeilenweises Verschieben der Faltungsmaske.
Bei den dunkel dargestellten Pixeln sind die Grauwerte bereits durch die Faltungs-
summe ersetzt worden. Daraus folgt, dass die Grauwerte der dunklen Pixel,
die zur Filtermaske gehoren, in einem separaten Speicher aufgehoben werden
mitissen.

fehlenden Punkte vom rechten Bildrand. Dieser Vorgang wird zyklische
Faltung genannt. Nur dieser Faltungstyp reduziert sich — streng genom-
men — auf eine Multiplikation im Fourierraum (Abschn. 2.3).

Praktisch wird dieser Ansatz selten gewahlt, weil die periodische Fort-
setzung nur ein untrennbar mit der Begrenzung des Bildausschnitts ver-
bundenes Artefakt ist. Statt dessen fligen wir dem Bild einen Rand der
halben Breite der Filtermaske hinzu. In diesem Randbereich werden
entweder Nullen benutzt, oder wir extrapolieren auf die eine oder an-
dere Weise aus den Grauwerten am Rand des Bildes. Den einfachsten
Extrapolationstyp haben wir, wenn wir die Grauwerte der Randpixel in
den Randbereich schreiben. Obwohl bei diesem Ansatz generell weniger
Stérungen an den Bildrandern auftreten als bei der zyklischen Faltung
oder Erganzung mit Nullen, fithrt er zu Fehlern in einem Randbereich der
Breite einer halben Filtermaske. Bei der Extrapolationsmethode werden
die Kantenpixel tiberbetont.

Zusammenfassend konnen wir festhalten, dass keine der drei disku-
tierten Methoden fehlerfreie Nachbarschaftsoperationen nahe dem Bild-
rand ermoglicht. Daher ist der einzige Weg zu Fehlervermeidung, sicher-
zustellen, dass die interessierenden Objekte im Bild weiter als die halbe
Grole der grolten Maske vom Rand des Bildes entfernt sind.

Gleichung (4.5) zeigt, dass keiner der bereits berechneten Grauwerte
G, in die Berechnung der Grauwerte benachbarter Pixel mit einflief3t.
Deshalb geraten wir in Probleme, wenn wir das Ergebnis der Filteropera-
tion ins gleiche Bild zuriickschreiben wollen. Nehmen wir an, wir fithren
die Faltung Zeile fiir Zeile und von links nach rechts durch. Dann sind
die Grauwerte an allen Pixelpositionen oberhalb und links vom aktuel-
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len Pixel bereits von den zuvor berechneten Ergebnissen tiberschrieben
(Abb. 4.2). Daraus ergibt sich, dass wir die Grauwerte dieser Positionen
zwischenspeichern miissen. Geeignete Algorithmen dazu sind bei Jahne
[89] und Jdhne et al. [91, Vol. 2, Chap. 5] beschrieben.

Die Anzahl der Elemente einer Maske wachst stark mit ihrer Grofe
und Dimension. Eine W-dimensionale Maske mit einer linearen Grofe
von R enthilt R Elemente. Je hoher die Dimension, desto schneller
wachst die Anzahl der Elemente mit der MaskengroRe. In multidimen-
sionalen Signalen enthalten schon kleine Nachbarschaften hunderte bis
tausende von Elementen. Daher ist es eine Herausforderung, effizien-
te Berechnungsverfahren fiir Filteroperationen zu finden, die die An-
zahl der Rechenoperation von O(R") zu einer niedrigeren Ordnung re-
duzieren. Das bedeutet, dass die Anzahl der Rechenoperationen nicht
mehr proportional zu R", sondern mit einer niedrigeren Potenz von R
wachst. Ein optimales Ergebnis wire es, ein Rechenverfahren zu finden,
bei dem die Anzahl der Rechenoperationen nur noch linear von der Mas-
kengroRe abhiangt (O (R!)), oder sogar unabhéngig von der MaskengroRe
ist (O(R?)).

4.2.4 Linearitat und Verschiebungsinvarianz

Linear ist ein Operator dann, wenn das Superpositionsprinzip gilt.

Definition 7 (Superpositionsprinzip) G und G’ seien zwei W -dimensio-
nale komplexwertige Signale, a und b zwei komplexwertige Skalare und
H ein Operator, der G auf G' abbildet. Der Operator ist dann und nur
dann linear, wenn

H(aG+bG)=aHG+bHG. (4.15)
Wir konnen Def. 7 auf die Uberlagerung vieler Signale erweitern:
H (Zaka) = > axH Gi. (4.16)
k k

Das Superpositionsprinzip besagt, dass wir komplexe Signale in ein-
fachere Komponenten zerlegen konnen. Auf diese kdonnen wir dann
einen linearen Operator anwenden und die resultierenden Ergebnisse
wieder zusammensetzen.

Eine andere wichtige Eigenschaft eines Operators ist die Verschie-
bungsinvarianz (auch bekannt als Translationsinvarianz oder Homoge-
nitcit). Dieser Begriff besagt, dass die Antwort eines Operators nicht
explizit von der Position in einem Signal abhdngt. Wenn wir ein Signal
verschieben, ist das Ergebnis eines verschiebungsinvarianten Operators
ebenso verschoben. Wir konnen diese Eigenschaft eleganter formulieren
durch die Definition eines Verschiebungsoperators ™" S als

" SGmn = Im' -mmn’ -n- 4.17)
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Dann kénnen wir einen verschiebungsinvarianten Operator folgender-
malen definieren:

Definition 8 (Verschiebungsinvarianz) Ein Operator ist verschiebungs-
invariant dann und nur dann, wenn er mit dem Verschiebungsoperator
S vertauscht werden kann:

H™MNS ="MnSH, (4.18)

Von der Definition der Faltungsoperation in (4.5) und (4.9) kénnen
wir sofort schliefen, dass sie sowohl linear als auch verschiebungsinva-
riant ist. Einen solchen Operator nennt man daher einen linearen ver-
schiebungsinvarianten Operator oder kurz LSI-Operator. Bei Zeitserien
nennt man einen Operator mit der gleichen Eigenschaft auch linear und
zeitinvariant (LTI). Es sei angemerkt, dass auch der Verschiebungsope-
rator ™" S selbst ein LSI-Operator ist.

4.2.5 Punktantwort

Die Wirkungsweise von Faltungsoperationen ist wegen der Linearitat und
Verschiebungsinvarianz einfach zu verstehen. Wie in Abschn. 2.3.1 dis-
kutiert, konnen wir uns jedes diskrete Bild (Signal) aus einzelnen Bild-
punkten oder Basisbildern zusammengesetzt denken:

M-1 N-1
G=> > Gmn™"P. (4.19)

m=0 n=0

Die Linearitat besagt, dass wir einen Operator auf diese Basisbilder
anwenden und dann die resultierenden Ergebnisbilder aufaddieren kon-
nen. Die Verschiebungsinvarianz bedeutet, dass das Ergebnis der Fal-
tungsoperation fir jedes der Basisbilder bis auf eine Verschiebung das
gleiche ist. Das Resultat einer Filteroperation fiir ein beliebiges Bild ist
damit vollstiandig durch die Antwort auf ein Basisbild bestimmt. Daher
hat die Antwort einer Faltungsoperation auf ein Punktbild eine besonde-
re Bedeutung. Sie heillt Punktantwort oder abgekiirzt PSF nach dem eng-
lischen Begriff point spread function. Bei Zeitserien nennt man sie auch
Impulsantwort. Die Punktantwort eines Faltungs- oder LSI-Operators ist
mit der Faltungsmaske identisch und beschreibt einen Faltungsoperator
im Ortsraum vollstandig:

r

r
p;nn = Z Z how Oopm+m’,n+n’ = hmn- (4.20)

m=-r n'=-r

4.2.6 Transferfunktion

In Abschn. 2.3 haben wir diskutiert, dass ein Bild (Signal) auch im Fou-
rierraum dargestellt werden kann. Diese Reprasentation hat eine spe-
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zielle Bedeutung fiir LSI-Operatoren, da die Faltung sich nach dem Fal-
tungstheorem (Theorem 4, S. 54) im Fourierraum auf eine Multiplikation
reduziert:

gxh o— gG(Nh), GxH o—e G(MNH) (4.21)

Die Faktoren N und MN resultieren aus der Benutzung der Definition
der diskreten Fouriertransformation nach (2.68)b. In die Definition der
Transferfunktion schlieRen wir daher im folgenden den Faktor N bzw.
MN ein und ersetzen in allen kiinftigen Formeln fiir die Transferfunktion
Nh durch h (bzw. MNH durch H).

Die Fouriertransformierte der Faltungsmaske oder PSF heilt Trans-
ferfunktion (TF) eines Filters. Wie die Punktantwort beschreibt sie in
anschaulicher Weise die Wirkung einer Filteroperation. Fiir jeden Wel-
lenzahl-Vektor gibt sie den Faktor an, mit dem die entsprechende pe-
riodische Struktur durch die Filteroperation multipliziert wird. Dieser
Faktor ist eine komplexe Zahl. Daher erfahrt eine periodische Struktur
nicht nur eine Anderung der Amplitude, sondern auch eine Phasenver-
schiebung:

rnexp(ipn) g exp(ipy)

g expli(@n + @g4)].

Giuw = PacoGu (4.22)

Im zweiten Teil der Gleichung sind die komplexen Zahlen durch Betrag
und Phase dargestellt.

Die Symmetrie von Filtermasken (Abschn. 4.2.2) vereinfacht die Be-
rechnung der Transferfunktion erheblich. In der Fouriertransformierten
der PSF konnen symmetrische Terme zusammengefasst werden. Fiir ein
1D-Filter mit gerader bzw. ungerader Symmetrie ergibt sich dann mit der
Definition der 1D-Fouriertransformation nach (2.68)b

R .
n’=-R R (4.23)
21Tinv 21Tinv
= ho+n%1hnr (exp (— N ) iexp( N ))

Gleichung (4.23) kann weiter vereinfacht werden durch Einfiihrung
einer kontinuierlichen skalierten Wellenzahl

k=2v/N, mit —N/2<v<N/2. (4.24)

Diese skalierte Wellenzahl k liegt im Intervall [—1,1[. Eine Wellenzahl
am Rande des Intervalls entspricht der maximalen Wellenzahl, die das
Abtasttheorem erfiillt (Abschn. 9.2.3). SchlieRlich benutzen wir noch die
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Eulergleichung exp(ix) = cosx + isinx. (4.23) vereinfacht sich fiir 1D-
Filter mit gerader und ungerader Symmetrie zu

R
gerade: h(k) = ho+2 z Iy, cos(n' k)
! (4.25)
ungerade: (k) = —2i > hy sin(n'mk).
n'=1

Die Transferfunktion einer (2R + 1) X (2R + 1)-Maske mit gerader ho-
rizontaler und vertikaler Symmetrie ergibt sich in dhnlicher Weise zu

hik) = hoo
R : R ;
+ 2 z hon cos(n'mrky) + 2 z hywocos(m’tky)
wel miel (4.26)
R R 3 3
+ 4> > Wy cos(n'mky) cos(m'mks).
m'=1n'=1

Analoge Gleichungen lassen sich fiir andere Symmetriekombinationen
herleiten.

Gleichungen (4.25) und (4.26) sind sehr niitzlich, da sie die Beziehung
zwischen den Koeffizienten einer Filtermaske und ihrer Transferfunkti-
on herstellen. Sie bilden die Basis fiir die Analyse aller Filter fiir spezielle
Bildverarbeitungsaufgaben, die in den Kapiteln 11 bis 15 behandelt wer-
den.

4.2.7 Weitere Eigenschaften

In diesem Abschnitt diskutieren wir einige weitere Eigenschaften von Fal-
tungsoperatoren, die fiir die Bild- und Signalverarbeitung niitzlich sind.

Eigenschaft 1 (Kommutativitat) LSI-Operatoren sind kommutativ:
HH =H'H. 4.27)

Die Reihenfolge, in der wir Faltungsoperatoren auf ein Bild anwenden,
spielt daher keine Rolle. Diese Eigenschaft ist im Fourierraum leicht zu
beweisen, da sich dort die Operationen auf kommutative Multiplikatio-
nen reduzieren.

Eigenschaft 2 (Assoziativitiat) LSI-Operatoren sind assoziativ:
H'H" =H. (4.28)

Da LSI-Operationen assoziativ sind, konnen wir einzelne Operatoren zu
einem komplexen Operator zusammensetzen. Ahnlich kénnen wir ver-
suchen, einen gegebenen komplexen Operator in einfachere Operatoren
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zu zerlegen. Dies ist fiir eine effektive Implementierung von Faltungs-
operatoren wesentlich. Als Beispiel betrachten wir den Operator

1 4 6 4 1
4 16 24 16 4
6 24 36 24 6 |. (4.29)
4 16 24 16 4
1 4 6 4 1

Wir benotigen mit dieser Faltungsmaske 25 Multiplikationen und 24 Ad-
ditionen pro Pixel. Es lasst sich jedoch leicht nachvollziehen, dass wir
diese Maske in eine eindimensionale horizontale und eine eindimensio-
nale vertikale zerlegen kénnen:

1 4 6 4 1 1
4 16 24 16 4 4
6 24 36 24 6 [=[14641]%| 6 (4.30)
4 16 24 16 4 4
1 4 6 4 1 1

Fiihren wir die Faltungen mit den kleineren Masken nacheinander durch,
sind nur 10 Multiplikationen und 8 Additionen pro Bildpunkt erforder-
lich. Filtermasken, die entlang der Achsen in eindimensionale Masken
zerlegt werden konnen, werden separierbare Masken genannt. Wir be-
zeichnen eindimensionale Operatoren mit einem Index fiir die Achse.
Dann kénnen wir einen separierbaren Operator B im dreidimensionalen
Raum folgendermaRen angeben:

B = B,;ByBx. (4.31)

Im Falle eindimensionaler Masken, die in orthogonale Richtungen zeigen,
reduziert sich die Faltung auf ein duReres Produkt. Separierbare Filter
sind um so effizienter, je hoher die Dimension des Raumes ist. Betrach-
ten wir als Beispiel eine 9 x 9 x 9-Filtermaske. Eine direkte Implementie-
rung wiirde 729 Multiplikationen und 728 Additionen pro Pixel kosten,
wahrend eine separierbare Maske derselben GrofRe nur 27 Multiplikatio-
nen und 24 Additionen bendtigt, also nur etwa 1/30 der Operationen.

Eigenschaft 3 (Distributivitat iiber der Addition) LSI-Operatoren sind
distributiv tiber der Addition:

H +H" =H. (4.32)

Da LSI-Operatoren Elemente desselben Vektorraumes sind, in dem sie
angewendet werden, konnen wir eine Addition der Operatoren als ele-
mentweise Addition der Vektoren definieren. Wegen dieser Eigenschaft
konnen auch Operatoradditionen und -subtraktionen in die allgemeine
Operatornotation integriert werden, die wir im Abschn. 4.1.4 eingefiihrt
haben.
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4.2.8 Fehlerfortpflanzung bei Filterung

In der Praxis werden Filter auf Messdaten angewendet, die Rauschen auf-
weisen. Daher ist es wichtig zu wissen, wie sich die statistischen Para-
meter der gefilterten Daten aus denen der Originaldaten ergeben. Diese
Frage haben wir schon prinzipiell in Abschn. 3.3.3 gelost. Die Kovarianz-
matrix einer Linearkombination g’ = Mg eines Zufallsvektors g ergab
sich nach (3.27) zu

cov(g') = M cov(g)M?'. (4.33)

Jetzt miissen wir dieses Ergebnis nur auf den speziellen Fall der Fal-
tung anwenden. Wir beschrinken unsere Uberlegungen zunichst auf
1D-Signale. Wir gehen dabei davon aus, dass die Kovarianzmatrix des
Signals homogen ist, d.h. nur vom Abstand der Punkte und nicht ih-
rer Position abhédngt. Dann ist die Varianz fir alle Elemente gleich o2.
Ebenso sind die Werte auf den Nebendiagonalen alle gleich und die Ko-
varianzmatrix nimmt die einfache Form

[ Co G G ... ]
Cq1 C G &
covig)=| C.» C_1 Cop ( (4.34)
C C1 G

an, wobei der Index den Abstand zwischen den Punkten angibt und
Co = 2. In der Regel werden die Kovarianzen mit wachsendem Pixel-
abstand kleiner werden. Oft haben wir es nur mit einer endlichen Zahl
von Kovarianzen C, ungleich null zu tun. Bei statistisch unkorrelierten

Pixeln ist nur Coy = o2 ungleich null.

Da die Linearkombination in M nun durch eine Faltung beschrieben
wird, hat diese die gleiche Form wie die Kovarianzmatrix. Fiir ein Filter
mit 3 Koeffizienten ergibt sich M zu

[ ho h-1 O 0 0 7
hi ho h-1 O 0
M=|10 hi ho h,y O (4.35)
0 O hi ho
| 0 O 0 ]

Von Randeffekten abgesehen, reduzieren sich damit die Matrixmulti-
plikationen in (4.33) auf Faltungen. Dazu fithren wir den Autokovarianz-

vektor ¢ = [...,C_1,Cy, Cq,..

1" ein und koénnen (4.33) dann schreiben
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¢ ="hxcxh=c*x hxh=cx*(hx*h), (4.36)

wobei ~h die gespiegelte Faltungsmaske ist: “h,, = h_,. Im letzten
Schritt haben wir dabei die Faltung durch eine Korrelation ersetzt. Dabei
kann die Faltung von ¢ mit h x h durch eine Korrelation ersetzt werden,
da die Autokorrelationsfunktion einer reellen Funktion eine Funktion
mit gerader Symmetrie ist.

Im Fall von unkorrellierten Messdaten ist der Autokovarianzvektor
eine Deltafunktion und der Autokovarianzvektor des Rauschens des ge-
filterten Vektors reduziert sich zu

¢ =0?h*h). (4.37)

Fir ein Filter mit R Koeffizienten sind nun 2R —1 Werte des Autokova-
rianzvektors ungleich Null geworden. Das bedeutet, dass im gefilterten
Signal Pixel mit einem Abstand von bis zu R — 1 nun miteinander korre-
liert sind.

Da sich die Fehlerfortpflanzung bei der Faltung durch Korrelationen
beschreiben ldsst, konnen wir auch direkt die Veranderung des Rausch-
spektrums, d. h. des Leistungsspektrums des Rauschens, durch eine Fal-
tungsoperation angeben. Dazu miissen wir lediglich (4.36) transformie-
ren und das Korrelationstheorem beachten (>R7). Dann erhalten wir

¢ =cx(hxh) o— &k =ék) )h(k) ]2. (4.38)

Damit ist das Rauschspektrum bei einer Faltungsoperation mit dem Be-
tragsquadrat der Transferfunktion der Filteroperation zu multiplizieren.
Mit den (4.36) und (4.38) haben wir alles an der Hand, um die Veranderun-
gen der statistischen Parameter eines Signals (Varianz, Autokovarianz-
matrix und Leistungsspektrum des Rauschens) durch eine Filteropera-
tion bestimmen zu konnen. AbschlieRend konnen wir noch feststellen,
dass wir von (4.38) zuriickschliefen kénnen, dass (4.36) nicht nur fir
1D-Signale, sondern fiir auch Signale beliebiger Dimension gilt.

4.2.9 Faltung, Linearitit und Verschiebungsinvarianz*

Im Abschn. 4.2.4 sahen wir, dass die Faltung ein linearer, verschiebungsinvari-
anter Operator ist. Ist aber auch der Umkehrschluss wahr, dass jeder lineare,
verschiebungsinvariante Operator ein Faltungsoperator ist? Diese Aussage wol-
len wir in diesem Abschnitt beweisen.

Von unseren Uberlegungen in Abschn. 4.2.5 her sind wir bereits mit der Punkt-
oder Impulsantwort kontinuierlicher oder diskreter Operatoren vertraut. Hier
fithren wir die formale Definition der Punktantwort fiir einen Operator H auf
einem M X N-dimensionalen Vektorraum ein:

H=Hp, (4.39)
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Nun koénnen wir die Linearitdt (4.16) und Verschiebungsinvarianz (4.18) des
Operators H und die Definition der Impulsantwort (4.39) verwenden, um das
Ergebnis des Operators auf ein beliebiges Bild G im Ortsraum zu berechnen:

B M-1 N-1
(HG)mn = 5{{ > D Gmw m’"’PH mit (4.16)

m’'=0 n'=0

[M-1 N-1
= > GmwH ™ P Linearitat
mn

|l m’'=0 n’=0

[M-1 N-1
= | > D gmwH™" S0P mit (4.17)
mn

L m'=0 n’=0

[M-1 N-1
_ Z Z G m’n’sg_[OOP:|
mn

L m'=0 n'=0

[M-1 N-1
= | 2 2 gmw m’”'SH} mit (4.39)
|l m’'=0 n’=0 mn
M-1 N-1
= Z Z Im'w Pm—m’ n—w mit (4.17)
m’'=0 n’=0
M-1 N-1

D Y S

m’'=m-m
o
m’’ =0 n'’=0 no=

Diese Berechnungen belegen, dass ein linearer verschiebungsinvarianter Ope-
rator immer eine Faltungsoperation im Ortsraum ist. Es gibt keinen anderen
Operatortyp, der sowohl linear als auch verschiebungsinvariant ist.

4.2.10 Inverse Operatoren®

Konnen wir Filteroperationen umkehren? Diese Frage ist wichtig, da Bildverande-
rungen wie Unscharfe durch Bewegung oder durch schlecht fokussierte Optik
auch als Filteroperationen betrachtet werden konnen. Wenn ein inverser Ope-
rator existiert und wenn wir die Punktantwort kennen, kann das ungestorte Ori-
ginal rekonstruiert werden. Das Problem der Umkehrung einer Filteroperation
wird als Entfaltung oder inverse Filterung bezeichnet.

Betrachten wir die Filteroperation im Fourierraum, erkennen wir sofort, dass wir
nur solche Wellenzahlen rekonstruieren kénnen, fiir welche die Transferfunk-
tion des Filters nicht verschwindet. In der Praxis sind wir wegen der Quanti-
sierung der Grauwerte (Abschn. 9.4) und wegen des zuséatzlichen Rauschens im
Bild weit mehr beschriankt. Wird eine Wellenzahl unter einen kritischen Wert,
der vom Rauschen und von der Quantisierung abhangt, abgeschwacht, ist das
Bild nicht mehr wiederherstellbar. Es ist klar, dass diese Bedingungen den Er-
folg einer inversen Filterung betrachtlich reduzieren. Das Problem der inversen
Filterung wird in Abschn. 17.8 weiter vertieft.
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4.2.11 Eigenfunktionen*

Als néachstes interessiert uns die Frage, ob es spezielle Typen von Bildern E
gibt, die, mit Ausnahme der Multiplikation mit einem Skalar, durch einen li-
nearen verschiebungsinvarianten Operator nicht verdandert werden. Es ist klar,
dass solche Bilder eine besondere Bedeutung fiir lineare verschiebungsinvari-
ante Operatoren haben miissen. Mathematisch ausgedriickt heilt das:

HE = AE. (4.40)

Ein Vektor (Bild), der (das) diese Bedingung erfiillt, wird Eigenvektor (Eigenbild)
oder charakteristischer Vektor des Operators genannt. Der Skalierungsfaktor A
ist ein Eigenwert oder charakteristischer Wert des Operators.

Um die Eigenbilder linearer verschiebungsinvarianter Operatoren herauszufin-
den, betrachten wir den Verschiebungsoperator S. Es ist offensichtlich, dass es
fiir reelle Bilder nur ein einfaches Eigenbild gibt, ndmlich ein konstantes Bild.
Fur komplexe Bilder gibt es jedoch einen ganzen Satz von Eigenbildern. Dies
wird klar, wenn wir die Verschiebungseigenschaft der komplexen Exponential-

funktion
2mmimu 2minv
Wwmn = exp <T> exp ( N ) (4.41)
betrachten, die gegeben ist durch
27T 27Ti
kguvpy = exp (—%) exp (_%lv) wyy (4.42)

Die letzte Gleichung besagt direkt, dass die komplexe Exponentialfunktion ¥ W
Eigenfunktion des Verschiebungsoperators ist. Die Eigenwerte sind komplexe
Phasenfaktoren, die von den Wellenzahlindices (u,v) und von der Verschie-
bung (k,1) abhdngen. Betragt die Verschiebung eine Wellenldnge, also (k,1) =
(M/u,N/v), reduziert sich der Phasenfaktor, wie erwartet, auf eins.

Nun wollen wir wissen, ob jeder lineare verschiebungsinvariante Operator solch
einen Satz von Eigenbildern besitzt. Tatsdchlich haben alle LSI-Operatoren den
gleichen Satz von Eigenbildern. Mit Hilfe des Faltungstheorems (Abschn. 2.3,
Theorem 4, S. 54) kdnnen wir diese Aussage beweisen. Es besagt, dass eine
Faltung eine punktweise Multiplikation im Fourierraum ist. Daher wird jedes
Element der Bildreprisentation im Fourierraum g,, mit dem komplexen Ska-
lar h,, multipliziert. Jeder Punkt im Fourierraum reprasentiert ein Basisbild
des Fourierraums, namlich die komplexe Exponentialfunktion “*YW aus (4.41),
multipliziert mit dem Skalar g,,,,. Daher ist diese Funktion Eigenfunktion jedes
Faltungsoperators. Die Eigenwerte sind damit die Elemente der Transferfunkti-
on hy,. Zusammenfassend konnen wir also schreiben:

g{(éuv w W) = "Aluvguv "ww. (4.43)

Die Tatsache, dass die Eigenfunktionen der LSI-Operatoren die Basisfunktionen
des Fourierraums sind, erklart, warum sich die Faltung im Fourierraum durch
eine einfache Multiplikation ausdriicken lasst, und unterstreicht die zentrale
Bedeutung der Fouriertransformation fiir die Bildverarbeitung.
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Abbildung 4.3: Punktantwort des rekursiven Filters g,, = ag,_, + (1 — &) gn fiir
ax=1/2und b x =15/16.

4.3 Rekursive Filter*

4.3.1 Einleitung®

Da die Faltung eine rechenintensive Operation ist, ist es sinnvoll zu fragen, ob
nicht die Ergebnisse der Faltungsoperation an benachbarten Punkten in die Be-
rechnung der Faltung fiir den nachsten Punkt mit einbezogen werden kénnen.
Auf diese Weise konnte es moglich sein, eine Faltung mit weniger Rechenope-
rationen zu berechnen. Das konnte dazu fiihren, eine Faltung schneller und
flexibler durchzufiihren. Leider ist jedoch eine solche Filteroperation, ein re-
kursives Filter, viel schwieriger zu verstehen und anzuwenden, vor allem in
hoéheren Dimensionen.

Um einen ersten Einblick zu gewinnen, betrachten wir ein ganz einfaches Bei-
spiel. Das einfachste eindimensionale rekursive Filter, das wir uns denken
konnen, hat die Form

Gn =0gn_1+ (1 —)gn- (4.44)
Das Filter nimmt den Bruchteil 1 — & von der vorangegangen Berechnung und
den Bruchteil « vom aktuellen Pixel. Damit arbeiten rekursive Filter im Gegen-
satz zu nichtrekursiven in eine bestimmte Richtung, in unserem Beispiel von
links nach rechts. Fiir eine Zeitserie erscheint eine Vorzugsrichtung nattirlich,
da der augenblickliche Wert nur von vergangenen abhangen kann. Ein Filter, das
nur von fritheren Werten des Signals abhédngt, wird als kausales Filter bezeich-
net. Fir raumliche Signale gibt es jedoch keine Vorzugsrichtung, und damit
haben kausale Filter keinen Sinn. Wir miissen daher Wege finden, um Filter
mit gerader und ungerader Symmetrie, wie sie fiir die Bildverarbeitung benotigt
werden, aus rekursiven Filtern zu konstruieren.
Bei rekursiven Filtern ist die Punktantwort oder Impulsantwort nicht gleich der
Filtermaske, sondern sie muss durch Rekursion berechnet werden. Aus (4.44)
konnen wir die Punktantwort des Filters als Antwort des Filters auf die diskrete

Deltafunktion
Sp— b =0 (4.45)
" lo nx0 :
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berechnen (Abschn. 4.2.5). Durch wiederholte Anwendung von (4.44) erhalten
wir

91=0, go=1-¢& gi=0-000 ..., gn=>0-x)a". (4.46)
Diese Gleichung zeigt drei generelle Eigenschaften rekursiver Filter:

e Erstens ist die Punktantwort trotz einer endlichen Filtermaske unendlich aus-
gedehnt (Abb. 4.3). Fur |«| < 1 fallt sie exponentiell ab, wird aber nie exakt
null. Im Gegensatz dazu haben nicht-rekursive Faltungsfilter immer eine end-
lich ausgedehnte Punktantwort, die so lang ist wie die Filtermaske. Daher
werden diese beiden Typen von Filtern manchmal Finite Impulse Response-
Filter (FIR-Filter) bzw. Infinite Impulse Response-Filter (IIR-Filter) genannt.

e FIR-Filter sind immer stabil. Ein stabiles Filter hat eine endliche Impulsant-
wort. Das ist gleich bedeutend damit, dass fiir jedes endliche Signal das
Filterergebnis endlich ist. Im Gegensatz dazu kann die Punktantwort eines
IIR-Filters unendlich sein. Die Stabilitdt eines rekursiven Filters hdngt von
den Filterkoeffizienten ab. Das Filter in (4.44) ist instabil fiir |x| > 1, da dann
die Punktantwort divergiert. In dem einfachen Fall von (4.44) ist es trivial,
die Instabilitédt eines Filters zu erkennen. Im Allgemeinen ist dies jedoch viel
schwieriger, insbesondere fiir h6herdimensionale rekursive Filter.

¢ Jedesrekursive Filter kann ersetzt werden durch ein nichtrekursives Filter mit
einer unendlich groRen Maske, die der Punktantwort des rekursiven Filters
entspricht. Der Umkehrschluss ist nicht moéglich. Fiir alle nichtrekursiven
Filter mit endlicher Filtermaske gibt es z.B. kein entsprechendes rekursives
Filter.

4.3.2 Transferfunktion, z-Transformation und Filterstabilitit*

Nach diesem einfithrenden Beispiel konnen wir uns in allgemeiner Weise mit den
rekursiven Filtern befassen. Bei rekursiven Filtern flieRen immer die Ergebnisse
vorangegangener Berechnung in die aktuelle Berechnung ein. Dadurch werden
sie direktional. Wir beschrdnken uns hier auf 1-D Filter. Die allgemeine Formel
eines von links nach rechts laufenden Filters lautet

S R
Gh= = @Gt D Mg @47

n'’=1 n'=-R

Die Nachbarschaft des nichtrekursiven Teils (Koeffizienten h) ist symmetrisch
um den zentralen Punkt. Der rekursive Teil (Koeffizienten a) benutzt nur frither
berechnete Werte. Ein solches Filter heilt kausal.

Wenn wir den rekursiven Teil des Filters auf die linke Seite der Gleichung stel-
len, dann sehen wir, dass ein rekursives Filter folgender Differenzengleichung
dquivalent ist, die auch unter dem Namen ARMA(S,R)-Prozess (autoregressive-
moving average process) bekannt ist:

S R
> an'Gp = 2. hwgn-w mit ag=1. (4.48)
n'’=0

n’'=—R

Die Transferfunktion eines solchen Filters mit einem rekursiven und nicht-
rekursiven Teil kann durch Anwendung der diskreten Fouriertransformation
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(Abschn. 2.3.2) unter Anwendung des Verschiebungstheorems (Theorem 3, S. 53)
berechnet werden. Die Rechnung ergibt:

s R
g (k) D anrexp(-2min"k) = g(k) > hy exp(-2min’k). (4.49)
n'’ =0 n’'=-R
Daher ergibt sich die Transferfunktion zu
R
> hyw exp(-2min’k)
~ g (k)  w-r
h(k) = = = . 4.50
W= =3 (*:30)

> an exp(—2min’’k)

n’ =

Die Eigenschaften der Transferfunktion werden durch die Nullstellen des Zah-
lers und Nenners bestimmt. Eine Nullstelle im rekursiven Teil fithrt zu einer
Nullstelle der Transferfunktion, d.h. einem Verschwinden der entsprechenden
Wellenzahl, wahrend eine Nullstelle im rekursiven Teil zu einem Pol, d. h. einer
unendlichen groRen Transferfunktion fiihrt.

Eine Bestimmung der Nullstellen und damit eine Analyse der Transferfunktion
ist in der Form von (4.50) nicht moéglich. Sie bedarf einer Erweiterung, die dhn-
lich der von reellen zu komplexen Zahlen bei der Einfithrung der Fouriertrans-
formation (Abschn. 2.3.2) ist. Sowohl der Nenner als auch der Zahler enthalten
Polynome mit der komplexen Exponentialfunktion exp(21ik) der Form

S
> an (exp(—2mik))". (4.51)

n=0

Diese haben den Betrag eins und liegen damit auf dem Einheitskreis in der kom-
plexen Ebene. Die Nullstellen des Polynoms miissen aber nicht auf dem Einheits-
kreis liegen, sondern kénnen eine beliebige komplexe Zahl sein. Deshalb ist es
sinnvoll, die Polynome so zu erweitern, dass sie die gesamte komplexe Ebene
ausfiillen. Dies ist moglich durch den Ausdruck z = v exp(2mik), der einen
Kreis mit dem Radius 7 in der komplexen Ebene beschreibt.

Mit dieser Erweiterung erhalten wir Polynome der komplexen Zahl z. Dann
konnen wir den Fundamentalsatz der Algebra anwenden, der besagt, dass jedes
Polynom vom Grad N in N Faktoren zerlegt werden kann, die die Nullstellen

enthalten:
N

N
D> anz" =anz"[ | (1 - Tnz’1> . (4.52)
n=0 n=1

Mit Hilfe von (4.52) kann der rekursive und der nichtrekursive Anteil der Poly-
nome in der Transferfunktion in folgende Produkte zerlegt werden:

s s s
Dapzm = z¥>apSn = 1_[ 1-dnzt),
n=0 n=0 n=1
R s 2R (4.53)
D hpz ™ = zRY hpzR = hgz R[] (1-cuz™!).
n=-R n=0 n=1
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Damit konnen wir die Transferfunktion mit z = exp(2rrik) schreiben als

2R
[TA-cwz
h(z) = h_gz$ R . (4.54)
[Ta-dwz
n'’=1

Jeder der Faktoren ¢,y und d,,~ ist eine Nullstelle des entsprechenden Polynoms
(z = ¢y oder z = dy»).

Die Integration des Faktors 7 in die erweiterte Transferfunktion fithrt zu einer
Erweiterung der diskreten Fouriertransformation, der z-Transformation, die de-
finiert ist durch

g2 = > gnz ™ (4.55)
n=—o

Die z-Transformation von g, kann als die Fouriertransformation der erweiter-
ten Folge g, v " betrachtet werden [1 24]. Die z-Transformation ist der Schliissel
zum Verstdandnis eindimensionaler rekursiver Filter. Sie ist das diskrete Gegen-
stiick zur Laplacetransformation. Eine detaillierte Darstellung der z-Transfor-
mation ist bei Oppenheim und Schafer [ ] und Poularikas [ ] zu finden; die
2D-z-Transformation ist in Lim [ ] behandelt.

Nun schauen wir uns die Transferfunktion genauer an. Die Zerlegung der Trans-
ferfunktion in ein Produkt ist ein groRer Vorteil, da wir jeden Faktor als ein ei-
genes Filter betrachten konnen und damit jedes beliebig komplizierte rekursive
Filter in viele einfache, hintereinander ausfiihrbare Filter zerlegt haben. Diese
Faktoren haben die Form

Fu(k) =1 — dy, exp(-27rik). (4.56)

Da die Impulsantwort des Filters reell ist, muss die Transferfunktion hermitesch
sein, d.h. f(—-k) = f*(k). Das kann nur der Fall sein, wenn die Nullstellen
¢y reell sind oder wenn es Paare konjugiert komplexer Nullstellen gibt (c;,» =
¢;i;). Daraus konnen wir sofort schlieRen, dass es nur zwei grundlegende Typen
rekursiver Filter gibt, das Relaxationsfilter und das Resonanczfilter. Sie werden
im Detail in den Abschn. 4.3.5 und 4.3.6 diskutiert.

4.3.3 Hoherdimensionale rekursive Filter#

Rekursive Filter konnen auch fir hoherdimensionale Signale geschrieben wer-
den mit dhnlichen Gleichungen wie in (4.47). Ebenso ergeben sich fiir die Trans-
ferfunktion und die z-Transformation dhnliche Gleichungen wie in (4.50). Es ist
jedoch im allgemeinen nicht moéglich, die z-Transformation hoherdimensiona-
ler rekursiver Filter wie in (4.54) zu faktorisieren [ ]. Aus (4.54) konnen wir
sofort schlieRen, dass es moglich ist, separierbare Filter zu zerlegen, da dann
die hoherdimensionalen Polynome Produkte von 1D-Polynomen sind. Wegen
dieser inhdrenten mathematischen Probleme werden wir uns im folgenden auf
rekursive 1D-Filter beschranken.
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4.3.4 Symmetrische rekursive Filter+

Kausale rekursive Filter sind niitzlich fiir die Echtzeitverarbeitung von Zeitseri-
en. Fiir die Verarbeitung raumlicher Signale sind sie jedoch wenig sinnvoll. Es
gibt kein ,vorher” und ,nachher” bei raumlichen Daten. Schlimmer noch ist die
signalabhdngige Verschiebung, die mit kausalen rekursiven Filtern einhergeht.
Mit einem einzigen rekursiven Filter ist es unmoglich, mit einer reellen gera-
den Transferfunktion einen sogenannten nullphasigen Filter zu konstruieren.
Daher miissen wir mehrere rekursive Filter miteinander kombinieren. Diese
Kombination sollte entweder in einem Filter mit gerader Symmetrie und reeller
Transferfunktion resultieren, das sich fiir die Glattung eignet, oder in einem
Filter mit ungerader Symmetrie und rein imaginarer Transferfunktion, das sich
zur Anderungsdetektion eignet (Abschn. 2.3.5).

Wir beginnen mit einem kausalen 1D-Filter, dessen Transferfunktion wir in den
Real- und Imaginarteil zerlegen:

*hk) = a(k) +ib (k). 4.57)

Das hochgestellte “+” soll angeben, dass das Filter in positive Richtung aus-
gefithrt wird. Die Transferfunktion des gleichen Filters, das aber in die ent-
gegengesetzte Richtung lauft, hat eine dhnliche Transferfunktion. Wegen der
Richtungsumkehr muss k durch —k ersetzt werden. Da die Transferfunktion
einer reellen PSF hermitesch ist (Abschn. 2.3.5), muss gelten, dass a(-k) = a(k)
und b(—k) = —b(k), und wir erhalten

“h(k) = a(k) —ib(k). (4.58)

Bei Umkehrung der Laufrichtung des Filters dandert nur der Imaginarteil der
Transferfunktion sein Vorzeichen.

Wir haben nun drei Moglichkeiten, die beiden Transferfunktionen (4.57) und
(4.58) miteinander zu kombinieren, so dass wir entweder eine rein reelle oder
rein imaginare Transferfunktion erhalten:

Addition:  “h(R) = 5 (“h(R) + “h(K)) = a(h),

Subtraktion: °h(k) = (*ﬁ(f() - ’I:L(IE)) =ib(k), (4.59)

N | —

Multiplikation: h(k) = Th(k) “h(k) = a®(k) + b2 (k).

Addition und Multiplikation (Hintereinanderausfithrung) des nach rechts und
links laufenden Filters ergeben ein Filter mit reeller Transferfunktion und gera-
der Symmetrie. Die Subtraktion fiihrt zu einem Filter mit ungerader Symmetrie
und einer rein imaginéren Transferfunktion.

4.3.5 Relaxationsfilter?

Das in Abschn. 4.3.1 besprochene einfache rekursive Filter

9n =a1gnz1 + hogn mit a; =«, hp=(1 - &) (4.60)
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Abbildung 4.4: Transferfunktion des Relaxationsfilters g, = &gp-, + (1 — X)gn
hintereinander in Vorwdrts- und Riickwdrtsrichtung angewandt fiir a positive
und b negative Werte von «, wie angegeben.

mit der Punktantwort

S {(1—0()0( n=0 4.61)

0 sonst

ist ein Relaxationsfilter. Die Transferfunktion des Filters, das in Vorwarts- oder
Ruickwartsrichtung lauft, ergibt sich aus (4.50) mit (4.60) unmittelbar zu

1 -«

k) = 1- (xeXp(i'rrif()

mit « € R. (4.62)

Die Transferfunktion (4.62) ist komplex und kann in Real- und Imaginérteil auf-
geteilt werden:

1-«

=7 (k) = _
(k) 1-2xcosTrk + 2

[(1 — xcosTrk) Fic sinTrIE] ) (4.63)

Nach (4.59) konnen wir daraus die Transferfunktion 7 fiir das resultierende
symmetrische Filter berechnen, wenn wir das Relaxationsfilter hintereinander
vorwarts und rickwarts laufen lassen:

(1-x)? 1

AT _ 4+ —_ T _ _ _ _ .
Flie) = "¢ i) 77 k) 1-2xcosmk+ o2 1+ B —Bcostrk 4.64)
mit 8 3
2x 1+B—-y1+2
B:m und (X:f.

Nach (4.61) ist das Relaxationsfilter stabil fiir |x| < 1. Die Konstante S muss
daher in dem Interval ] — 1/2, o[ liegen. Die Transferfunktion ist eins fiir die
Wellenzahl 0 und kann fir kleine Wellenzahlen mit einer Taylorreihenentwick-
lung approximiert werden durch

2+ ox((1+10x + ?)
(1-x)2 12(1 — «x2)?

(rrk)*. (4.65)
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a b c
U, black box Uo U, c U, U, C Uy
O rO O I O 0—1—0

Abbildung 4.5: Analoges Filter fiir Zeitserien. a Schwarzer-Kasten-Modell: ein
Signal U; wird am Eingang eines unbekannten Systems angelegt und das Aus-
gangssignal U, gemessen. b Ein Widerstands-Kondensator-Schaltkreis als einfa-
ches Beispiel eines analogen Tiefpassfilters. ¢ Geddmpfter Schwingkreis beste-
hend aus einer Induktivitdt L, einem Widerstand R und einer Kapazitdt C.

tg b
[ ¢
; | 1516 -0.5 XI://;G
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T ‘1/2\\\ 3 T §§
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Abbildung 4.6: a Betrag und b Phasenverschiebung der Transferfunktion des
Resonanczfilters nach (4.67) fiir ko = 1/4 und Werten fiir v wie angegeben.

Fir positive « ist das Filter ein Glattungsfilter (Tiefpass, Abb. 4.4a). Die Stirke
der Glattung kann durch den Parameter « eingestellt werden. Wenn « gegen 1
geht, wird die Glattungsdistanz unendlich. Fiir negative « verstarkt das Filter
hohe Wellenzahlen(Abb. 4.4b).

Dieses Filter ist das diskrete Analogon zu der Differentialgleichung erster Ord-
nung y + 17y = 0, die einem diskreten Relaxationsprozess mit einer Einstellzeit
T = —At/In x entspricht.

Ein Beispiel dafiir ist ein einfacher Schaltkreis bestehend aus einer Hinterein-
anderschaltung eines Widerstands R und eines Kondensators mit der Kapazitat
C (Abb. 4.5b). Die Differentialgleichung fiir dieses Filter ergibt sich aus der
Kirchhoffschen Stromsummenregel. Der Strom durch den Widerstand mit der
Spannungsdifferenz U; — U, muss gleich dem Strom sein, der in den Kondensa-
tor flieRt. Da dieser proportional zu der zeitlichen Anderung des Potenzials U,
ist, erhalten wir folgende Differentialgleichung erster Ordnung:

U; - U, oU,

R~

(4.66)

mit der Zeitkonstante T = RC.
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Abbildung 4.7: Punktantwort des rekursiven Resonanzflter nach (4.68) fiir
ako =1/4,vr =3/4 undbko =1/4,r = 15/16.

4.3.6 Resonanzfilter?

Der zweite grundsatzliche Typ eines rekursiven Filters, der sich aus der Dis-
kussion der Transferfunktion in Abschn. 4.3.2 ergab, hat ein Paar konjugiert-
komplexer Nullstellen » exp(+irrk). Daher lautet die Transferfunktion fiir ein
vorwarts- und rickwarts laufendes Filter

- 1
£5(k) = _ _ _ _
$(k) (1 — rexp(itrko) exp(Fimrk)) (1 — r exp(—itrko) exp(Fitrk))
_ 1
1 - 2rcos(1rky) exp(Fimk) + 12 exp(F2imk)

(4.67)

Die zweite Zeile zeigt, dass das rekursive Filter die Koeffizienten ho = 1, a; =
—27 cos(1rko) und a» = ¥?2 hat:

G = Gn + 27 cos(1tko) Gips1 — Y2 Ginsn- (4.68)

Aus der Transferfunktion (4.67) schlieBen wir, dass das Filter ein Bandpassﬁl-
ter ist mit einer Durchlasswellenzahl von +kq (Abb. 4.6). Fir ¥ = 1 hat die
Transferfunktion zwei Pole bei k = +ko.

Nach Oppenheim und Schafer [147] ergibt sich die Punktantwort zu

n

sin[(n + 1)mkeg] n =0
Moy = 4 sinTrko . (4.69)

0 n<o0

Damit verhélt sich das Filter wie ein geddmpfter Oszillator. Der Parameter
ko gibt die Wellenzahl der Oszillation an und der Parameter v die Dampfung
(Abb. 4.7). Das Filter ist nur stabil, wenn r < 1.

Wenn wir dieses Filter hintereinander vor- und riickwarts laufen lassen, ergibt
sich ein Filter mit reeller Transferfunktion §(k) = *§(k) ~S(k):

s = — - — :
(1 - 27 cos[m(k — ko)1 +72) (1 - 27 cos[r(k + ko)] + 72)

(4.70)

Die Transferfunktion konnen wir normalisieren, so dass der maximale Wert bei
der Durchlasswellenzahl eins wird, indem wir den nicht rekursiven Filterkoeffi-
zienten hy = (1 — 72) sin(1rkg) setzen. Dann ergibt sich folgende modifizierte
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Rekursionsgleichung:
gy = (1 —=¥?)sin(1rko) gn + 2¥ cos(TTKo) gp=1 — V> Ty=o- 4.71)

Aus Symmetriegriinden werden die Filterkoeffizienten besonders einfach, wenn
die Resonanzwellenzahl ky, = 1/2. Dann sind nur noch zwei Filterkoeffizienten
ungleich null:

Gn = (1- Tz)gn - ng;ﬁz =9n — r? (Gn + Gn=2)» 4.72)
und die Transferfunktion vereinfacht sich zu

- (1-72)2

S(k) = =—. 4.73
$(k) 1+74+ 2r2cos(2mk) ( )

Bei k = 1/2 erreicht die Transferfunktion den maximalen Wert von 1 und bei
k = 0 und k = 1 den minimalen Wert.

Das Resonanzfilter ist das diskrete Analogon zu einem gedampften harmoni-
schen Oszillator wie der LRC-Schaltkreis in Abb. 4.5¢, der mit folgender Diffe-
rentialgleichung zweiter Ordnung beschrieben werden kann:

P+ 2Ty + wiy = 0. (4.74)

Die Kreisfrequenz wo und die Dampfungskonstante T _des Oszillators sind mit
den Parametern des diskreten Resonanzfilters, » und ky, durch folgende Bezie-
hungen verkniipft [89]:

¥ =exp(—At/T) und ko = woAt/m. 4.75)

4.3.7 LSI-Filter und Systemtheorie*

Das letzte Beispiel des gedampften Oszillators illustriert, dass eine enge Bezie-
hung zwischen diskreten Filteroperationen und analogen physikalischen Syste-
men besteht. Digitale Filter spiegeln damit reale physikalische Prozesse wieder.
Sie modellieren, wie das entsprechende System auf ein gegebenes Eingangssig-
nal g reagieren wiirde. Tatsdchlich nutzen wir diese Aquivalenz bei der Diskus-
sion der Bilderzeugung in Kapitel 7. Dort werden wir sehen, dass die Bildauf-
nahme mit einem homogenen optischen System vollkommen durch eine Punkt-
antwort definiert wird und dass der Bildaufnahmeprozess damit durch eine
Faltung beschrieben werden kann. Optische Abbildungen zusammen mit phy-
sikalischen Systemen wie elektrischen Filtern und Oszillatoren aller Art konnen
als physikalische Realisierungen eines abstrakten Prozesses oder Systems be-
trachtet werden. Solche Systeme heilken lineare verschiebungsinvariante Syste-
me (englisch: linear shift-invariant system oder kurz LSI).

Diese Verallgemeinerung ist fiir die Bildverarbeitung sehr hilfreich, da wir so-
wohl Bilderzeugung als auch Bildverarbeitung als Faltungsoperation mit den
gleichen Formeln beschreiben kénnen. Zusédtzlich konnen die beobachteten Bil-
der aus einem physikalischen Prozess stammen, der durch ein lineares ver-
schiebungsinvariantes System modelliert werden kann. Die Methode, mit der
herausgefunden wird, wie das System arbeitet, kann mit Hilfe des Modells des
schwarzen Kastens (black box) illustriert werden (Abb. 4.5a).



4.4 Rangordnungsfilter 129

Der Begriff Black Box steht fiir Systeme, deren inneren Aufbau oder — physi-
kalisch ausgedriickt — Gesetze wir nicht kennen. Wir kénnen solche Systeme
untersuchen, indem wir mit bestimmten Eingangssignalen testen und ihre Ant-
wort durch Messung von Ausgangssignalen beobachten. Stellt sich heraus, dass
das System linear ist, wird es vollstandig durch eine Impulsantwort beschrieben.
Viele biologische und medizinische Experimente werden auf diese Weise durch-
gefiihrt. Biologische Systeme sind normalerweise so komplex, dass Forscher sie
mit Signalen stimulieren und die Antworten untersuchen, um ihre Funktions-
weise herauszufinden und dafiir Modelle aufzustellen. Ausgehend von solchen
Modellen, kénnen dann detaillierte Untersuchungen zur Funktion des Systems
durchgefiihrt werden. Auf diese Weise wurden viele Eigenschaften biologischer
visueller Systeme entdeckt. Vorsicht ist jedoch geboten, denn ein Modell ist
nicht die Realitdt. Es spiegelt nur die Aspekte wieder, die wir mit den angeleg-
ten Signalen testen.

4.4 Rangordnungsfilter

Die Uberlegungen, wie Pixel kombiniert werden kénnen, haben uns zu
dem machtigen Konzept linearer verschiebungsinvarianter Systeme ge-
fiihrt. Damit haben wir aber noch nicht alles gelernt, was wir fiir diesen
Typ von Bildverarbeitungsoperationen brauchen. Es gibt eine weitere
Klasse von Operationen, die nach einem vollig anderen Prinzip arbeiten.

Eine Faltung mit einer Filtermaske kann durch Wichten und Addie-
ren charakterisiert werden. Die Operation zur Kombination benachbar-
ter Pixel, die wir jetzt betrachten, ist durch Vergleichen und Selektieren
charakterisiert. Solche Filter werden Rangordnungsfilter (englisch: rank
value filter) genannt. Sie sortieren alle Grauwerte der Pixel, die innerhalb
der Filtermaske liegen, in absteigender Reihenfolge. Dieser Sortiervor-
gang ist charakteristisch fir alle Rangordnungsfilter. Sie unterscheiden
sich nur durch die Position in der Liste, von welcher der Grauwert ge-
nommen und in das zentrale Pixel zurtickgeschrieben wird. Diejenige
Filteroperation, die den Mittelwert selektiert, wird Medianfilter genannt.
Abbildung 4.8 illustriert, wie ein Medianfilter funktioniert. Die Filter, die
das Minimum bzw. das Maximum selektieren, werden als Minimum-bzw.
Maximumfilter bezeichnet.

Das Medianfilter ist ein nichtlinearer Operator. Der Einfachheit hal-
ber betrachten wir einen eindimensionalen Fall mit einem dreielemen-
tigen Medianfilter. Es ist einfach, zwei Vektoren zu finden, fir die das
Medianfilter nicht linear ist:

M(---0100 ---]1+[---0010 ---]) = [---0110---]=
M[---0100 ---]+M[---0010---] = [---0000 ---].

Zwischen Faltungsfiltern und Rangordnungsfiltern besteht eine Reihe
signifikanter Unterschiede. Der wesentlichste ist, dass Rangordnungs-
filter zur Klasse der nichtlinearen Filter gehtren. Demnach sind ihre
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Abbildung 4.8: Illustration des Prinzips eines Rangordnungsfilters mit einem
3 X 3-Medianfilter.

grundlegenden Eigenschaften sehr viel schwerer zu verstehen. Da Rang-
ordnungsfilter keine arithmetischen Operationen durchfiihren, sondern
Pixel selektieren, werden uns Rundungsprobleme nicht begegnen. Diese
Filter bilden eine diskrete Menge von Grauwerten auf sich selbst ab.

4.5 Literaturhinweise zur Vertiefung*

Die klassischen Konzepte der diskreten Signalverarbeitung, insbesondere der
rekursiven Filter, und die z-Transformation werden in einer Reihe von Standard-
lehrbiichern behandelt, z.B. Kammeyer und Kroschel [101], Oppenheim und
Schafer [ ] oder Proakis und Manolakis [ ]. Eine Abhandlung tiber zweidi-
mensionale rekursive Filter ist in Lim [ ] zu finden. Auch fir die Grundlagen
der Systemtheorie gibt es viele gute Lehrbiicher, wie z.B. Unbehauen [ ]. Die
mehrdimensionale und nichtlineare Systemtheorie wird von Unbehauen [ ]
behandelt. Nichtlineare Filter, insbesondere Medianfilter, werden von Huang
[83] und Pitas und Venetsanopoulos [153] detailliert dargestellt.
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5.1 Skalen in der Signalverarbeitung

5.1.1 Einleitung

Die in Kapitel 4 diskutierten Nachbarschaftsoperationen konnen nur der
Ausgangspunkt fiir die Bildanalyse sein, da sie lediglich lokale Merkmale
in der GroRenordnung von hochstens einigen Pixeln extrahieren. Es ist
klar, dass Bilder auch groRskalige Information enthalten. Zu ihrer Ex-
traktion benotigen wir entsprechend groRere Filtermasken. Allerdings
erhoht sich der Rechenaufwand bei der Verwendung groRer Filtermas-
ken betrdchtlich. Nutzen wir eine Maske der GroRe RY in einem W-
dimensionalen Bild, ist die Zahl der Rechenoperationen proportional zu
RY. Eine Verdoppelung der GroRe fiihrt also zu einem Anstieg der Zahl
der Rechenoperationen auf das Vier- und Achtfache bei zwei- bzw. drei-
dimensionalen Bildern. Bei um den Faktor 10 groReren Skalen steigt die
Zahl der Operationen bei zweidimensionalen Bildern um den Faktor 100
und bei dreidimensionalen um den Faktor 1000.

Der starke Anstieg des Rechenaufwandes ist nur der oberflachliche
Ausdruck eines viel tiefer liegenden Problems. Dies sei an einer einfa-
chen Aufgabe, der Detektion von Kanten und Linien bei unterschiedli-
chen Auflésungen, verdeutlicht. Dazu verwenden wir dieselbe Bildzeile,
glatten sie jedoch unterschiedlich stark (Abb. 5.1). Dann definieren wir
die zugehorige Skala als die Distanz, tiber die das Bild geglattet wurde,
und analysieren die Grauwertunterschiede benachbarter Punkte.

Zundchst untersuchen wir Grauwertunterschiede bei hoher Auflésung
mit einer Schrittweite von nur einem Pixel (Abb. 5.1a, b). Bei dieser feinen
Skala werden die Grauwertunterschiede durch das Hintergrundrauschen
in der Bildzeile dominiert. Damit kénnen Grauwertanderungen durch
Kontrastunterschiede zwischen den Objekten und dem Hintergrund nur
schwer bestimmt werden. Dieses Problem hat seinen Grund in einer Ska-
lenfehlanpassung: Die Grauwerte dndern sich tiber groRere Distanzen,
welche die Operatoren, die sie detektieren sollen, nicht erfassen.

Betrachten wir dagegen das Bild bei niedriger Auflésung, sehen wir,
dass der Helligkeitsunterschied zum Hintergrund betrdchtlich kleiner
ist. Daher konnen auch in diesem Fall die Linien nicht optimal detektiert
werden. AuRerdem verschmelzen die beiden eng nebeneinander liegen-
den Linien im linken Teil zu einem Objekt. Bei einer Auflésung jedoch,
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Abbildung 5.1: Linien und Kanten bei a hoher, ¢ mittlerer und e geringer Auf-
losung. b, d und f Differenz benachbarter Punkte zur Detektion von Kanten in
a, c bzw. e.

die der Breite der Linien entspricht, lassen sie sich optimal detektieren
(Abb. 5.1c, d). Hier ist das Rauschen deutlich geringer als bei der fei-
nen Skala (Abb. 5.1a), und der Kontrast zwischen Linie und Hintergrund
bleibt im Gegensatz zu Abb. 5.1e erhalten.

Dieses Beispiel zeigt, dass die Detektion bestimmter Merkmale in ei-
nem Bild von der richtigen Skala abhdngt. Diese wiederum hédngt na-
tiirlich von den charakteristischen GroRen im zu detektierenden Objekt
ab. Fiir die optimale Verarbeitung muss ein Bild also in unterschiedli-
chen Skalen vorliegen, was eine Darstellung in mehreren Auflosungsstu-
fen voraussetzt. In diesem Kapitel betrachten wir zunéchst die Bezie-
hung zwischen der raumlichen- und der Wellenzahldarstellung von Bil-
dern unter dieser Perspektive (Abschn. 5.1.2). AnschlieRend fiihren wir
den Skalenraum (Abschn. 5.2) ein, diskutieren, wie er durch einen Diffu-
sionsprozess erzeugt wird, und werden seine grundlegenden Eigenschaf-
ten beschreiben. SchlieRlich wenden wir uns in Abschn. 5.3 effizienten
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Mehrgitterdarstellungen wie der Gaufpyramide (Abschn. 5.3.2) und der
Laplacepyramide (Abschn. 5.3.3) zu.

5.1.2 Raumliche und Wellenzahldarstellung

In Kapitel 2 haben wir die Darstellung von Bildern im Orts- und Wellen-
zahlraum im Detail besprochen. In diesem Abschnitt werden wir beide
Formen unter dem Aspekt der Erzeugung einer Skalenraumdarstellung
eines Bildes betrachten.

Stellen wir ein Bild auf einem Gitter im Ortsraum dar, haben wir keine
Information tiber die Wellenzahlen in einem Bildpunkt. Wir kennen die
Position mit der Genauigkeit der Gitterkonstanten Ax, aber die ortliche
Wellenzahl an dieser Position kann im Bereich der moglichen Wellenzah-
len zwischen 0 und MAk = 2tM /Ax liegen.

Genau umgekehrt ist es bei der Wellenzahldarstellung. Jedes Pixel
reprasentiert eine Wellenzahl in der hochstmoéglichen Wellenzahlauf-
16sung bei einer gegebenen BildgréRe. Jede Information iiber die Position
im Raum ist jedoch verlorengegangen, da ein Punkt im Wellenzahlraum
eine periodische Struktur reprasentiert, die iber das gesamte Bild ver-
teilt ist.

Diese Uberlegungen zeigen, dass die Darstellung eines Bildes entwe-
der im Orts- oder im Wellenzahlraum zwei gegensdtzliche Extreme dar-
stellt. Entweder haben wir eine optimale rdumliche oder aber eine opti-
male Wellenzahlauflosung, die jeweils entgegengesetzte Information ist
jedoch nicht mehr vorhanden. Was wir fiir eine Bilddarstellung im Ska-
lenraum benotigen, ist eine Art Kombination beider Darstellungen, die
eine Trennung in unterschiedliche Wellenzahlbereiche (Skalen) erlaubt
und dennoch die raumliche Auflésung so weit wie moglich erhalt.

5.1.3 Lokale Fouriertransformation

Eine Moglichkeit, eine kombinierte Orts-/Wellenzahldarstellung zu er-
reichen, ist die lokale Fouriertransformation. Wie die Bezeichnung aus-
drickt, wird die Fouriertransformation nicht auf das gesamte Bild an-
gewandt, sondern nur auf einen Bereich, der bei der Multiplikation des
Bildes mit einer Fensterfunktion w (x) entsteht. Die Fensterfunktion hat
ein Maximum bei x = 0 und geht monoton mit wachsendem |x| gegen
null. Das Maximum der Fensterfunktion wird an jedem Punkt x positio-
niert und eine lokale Fouriertransformation fiir jeden Punkt berechnet:

g(x, ko) = Jg(x’)w(x’ — x) exp (—2mikox’)) dx’2. (5.1)

Das Integral in (5.1) sieht fast wie ein Faltungsintegral aus ((2.56), > R4).
Um es in ein Faltungsintegral zu konvertieren, nutzen wir, dass w(—x) =
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w (x) und stellen den zweiten Teil von (5.1) um:

w(x" — x)exp (-2mikox")

= w(x—-x")exp (2miko(x — x")) exp (-21ikox)) . (.2)
Dann koénnen wir (5.1) als Faltung schreiben:
Jg(x,ko) = (g(x) *x w(x)exp (2mikox)) exp (—2mikox) . (5.3)

Die lokale Fouriertransformation entspricht also einer Faltung mit einem
komplexen Faltungskern w (x) exp(2mikox), mit Ausnahme eines Pha-
senfaktors exp(—2mikox). Unter Verwendung des Verschiebungstheo-
rems (Theorem 3, S. 53, > R4) kann die Transferfunktion des Faltungs-
kerns zu

w(x) exp (21rikyx) —e w (k — ko) (5.4)

berechnet werden. Das bedeutet, dass der Faltungskern ein Bandpassfil-
ter mit einem Maximum bei der Wellenzahl k ist. Die Breite des Band-
passes ist zur Breite der Fensterfunktion umgekehrt proportional. Auf
diese Weise stehen die Ortsraum- und die Wellenzahlauflosung mitein-
ander in Beziehung. Betrachten wir als Beispiel eine Gaulische Fenster-
funktion und die zugehorige Transferfunktion (> R4, > R5)

x? 1
- | o— — —2m2ko?). 5.5
exp ( 202 V21T Oy exp ( T UX) (5-5)

Daher ist das Produkt der Varianzen im Orts- und im Wellenzahlraum
(0f = 1/(41r02)) eine Konstante: 0207 = 1/(41)). Dies stellt die klas-
sische Unschdirferelation (Theorem 7, S. 57) dar. Sie besagt, dass das
Produkt der Varianzen jedes Fouriertransformationspaares grofer oder
gleich 1/(47r) ist. Da die GaulRsche Fensterfunktion das theoretische Mi-
nimum erreicht, ist sie optimal; eine bessere Wellenzahlauflésung lasst
sich bei vorgegebener oOrtlicher Auflosung nicht erreichen.

5.2 Skalenraumf

Wie wir am Beispiel der gefensterten Fouriertransformation im vorigen
Abschnitt gesehen haben, fiihrt die Einfiihrung einer charakteristischen
Skala zu einer neuen Koordinate bei der Darstellung von Bilddaten. Der
neue Skalenparameter neben der raumlichen Auflésung wird mit & be-
zeichnet und charakterisiert die aktuelle Auflésung der Bilddaten. Die
Datenstruktur, die aus einer Folge von Bildern mit unterschiedlichen
Auflosungen besteht, wird als Skalenraum bezeichnet. Wir schreiben
g(x, &) fir den Skalenraum des Bildes g(x).

Im nédchsten Abschnitt (Abschn. 5.2.1) diskutieren wir zundchst den
physikalischen Prozess der Diffusion. Diese kann zur Erzeugung eines
Skalenraumes dienen. Dann besprechen wir in Abschn. 5.2.2 die allge-
meinen Eigenschaften von Skalenrdumen.
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5.2.1 Erzeugung von Skalenraumen durch Diffusion

Die Erzeugung eines Skalenraumes erfordert einen Prozess, der Bilder
kontrolliert unscharf machen kann. Diffusion ist ein Transportprozess,
der zum Ausgleich von Konzentrationsunterschieden fiithrt. Diffusions-
prozesse fiihren in der Physik beim Transport von Warme, Materie und
Momenten zu einem immer weiter reichenden raumlichen Konzentrati-
onsausgleich. Wenn wir die Zeit mit dem Skalenparameter § identifizie-
ren, erzeugt der Diffusionsprozess einen Skalenraum.

Um einen Diffusionsprozess auf ein Bild anzuwenden, betrachten wir
den Grauwert g als Konzentration einer chemischen Substanz. Das Ele-
mentargesetz der Diffusion besagt, dass die Flussdichte j der Richtung
des Konzentrationsgradienten Vg entgegengerichtet und ihm propor-
tional ist:

j=-DVg, (5.6)

wobei die Konstante D als Diffusionskoeffizient bezeichnet wird. Mit der
Kontinuitatsgleichung
g

3 +Vj=0 (5.7)
ergibt sich die instationare Diffusionsgleichung zu
aa—‘? =V(DVg). (5.8)

Fiir den Fall eines homogenen Diffusionsprozesses, bei dem D unabhan-
gig von der Position ist, reduziert sich die Gleichung auf

0g . 02 02
ﬁZDAg, wobei A:ﬁ—i_ai_’yz
der Laplaceoperator ist. Wir konnen leicht zeigen, dass die allgemeine
Losung dieser Gleichung dquivalent zu einer Faltung mit einer Glattungs-
maske ist. Letztendlich fithren wir eine Fouriertransformation im Raum
durch und erhalten mit

8 _ pik12(k) (5.10)

eine Reduzierung der Gleichung zu einer linearen Differentialgleichung
erster Ordnung mit folgender allgemeiner Losung:

g(k,t) = exp(-DIk|*t)g(k,0), (5.11)

(5.9)

wobei g(k,0) das fouriertransformierte Bild zum Zeitpunkt null ist.
Die Multiplikation eines Bildes im Fourierraum mit der Gaukfunktion
in (5.11) entspricht einer Faltung mit der gleichen Funktion, jedoch mit
reziproker Breite. Also ist
S Ll 0 5.12
90 =5 r i P (202 ) ¥9X0) (5.12)
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A1
| i

Abbildung 5.2: Skalenrdume einiger eindimensionaler Signale: a Kanten und
Linien, b ein periodisches Muster, c ein zufiilliges Signal und d Zeile 10 aus dem
Bild in Abb. 11.6a. Die vertikale Koordinate ist der Skalenparameter §.

mit
o(t) = V2Dt. (5.13)
Die letzte Gleichung zeigt, dass der durch die Standardabweichung
o ausgedriickte Glattungsgrad zeitlich nur mit der Quadratwurzel zu-
nimmt. Daher setzen wir den Skalenparameter & gleich dem Quadrat
der Standardabweichung:
& =2Dt. (5.14)

Wichtig ist, dass diese Formulierung des Skalenraums fir Bilder be-
liebiger Dimensionen gilt, also auch auf Bildsequenzen ausgedehnt wer-
den kann. Der Skalenparameter ist nicht mit der Zeit identisch, obwohl
wir einen in der Zeit fortschreitenden physikalischen Diffusionsprozess
zur Herleitung benutzt haben. Berechnen wir eine Skalenraumreprasen-
tation einer Bildsequenz, ist es niitzlich, die Zeitkoordinate mit einer
charakteristischen Geschwindigkeit 1y zu skalieren, so dass sie dieselbe
Dimension wie die raumlichen Koordinaten hat:

t" = uot. (5.15)
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a

Abbildung 5.3: Skalenraumdarstellung eines zweidimensionalen Bildes: a Ori-
ginalauflosung und ein Skalenparameter o von b 1, ¢ 2 und d 4.

Wir fiigen diese Koordinate zu den rdaumlichen Koordinaten hinzu und
erhalten einen neuen Koordinatenvektor

X = [xl,xz,uot]T oder x = [Xl,Xz,X?,,uot]T. (5.16)

Ebenso konnen wir den Wellenzahlvektor um eine skalierte Frequenz
erweitern:

k = [ki,k2,w/ugl” oder k= [ky, ko k3, w/ugl”. (5.17)

Mit (5.16) und (5.17) konnen alle zuvor abgeleiteten Gleichungen,
z.B.(5.11) und (5.12), auch auf Skalenraume von Bildsequenzen ange-
wandt werden. Bei diskreten Rdumen ergibt sich die Skalierung der
Zeitachse automatisch durch die raumlichen und zeitlichen Abtastinter-
valle: ug = Ax/At.

Abbildung 5.2 veranschaulicht den Skalenraum einiger charakteris-
tischer eindimensionaler Signale: verrauschte Kanten und Linien, ein
periodisches Muster, ein zufélliges Signal sowie eine Bildzeile. Diese
Beispiele machen die allgemeinen Eigenschaften von Skalenraumen klar.
Mit steigendem Skalenparameter & verschwimmen die Signale und im-
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mer mehr Details gehen verloren. Diese Eigenschaft ldsst sich am ein-
fachsten aus der Transferfunktion der Skalenraumdarstellung in (5.11)
ableiten. Die Transferfunktion ist immer positiv und nimmt mit steigen-
dem Skalenparameter & fir alle Wellenzahlen monoton ab. Das bedeutet,
dass keine Strukturen verstarkt werden, sondern alle Strukturen werden
mit zunehmendem & gedampft, kleinere Strukturen immer schneller als
grobere. Im Grenzfall £ — o konvergiert der Skalenraum gegen ein Bild
mit dem Mittelwert als konstantem Grauwert. Ein bestimmtes Merkmal
existiert nur tiber einen bestimmten Skalenbereich hinweg. In Abb. 5.2a
koénnen wir sehen, dass Kanten und Linien verschwinden und zwei Ob-
jekte zu einem verschmelzen.

Bei zweidimensionalen Bildern ergibt eine kontinuierliche Darstel-
lung des Skalenraums eine dreidimensionale Datenstruktur. Deshalb
zeigt Abb. 5.3 einzelne Bilder fiir unterschiedliche Skalenparameter &.

5.2.2 Allgemeine Eigenschaften eines Skalenraums

In diesem Abschnitt diskutieren wir einige allgemeine Eigenschaften von
Skalenraumen. Genauer ausgedriickt, wollen wir wissen, welche Bedin-
gungen von einem Filterkern, der einen Skalenraum erzeugt, erfillt sein
miissen. Zwei grundlegende Forderungen werden uns beschaftigen. Zu-
nachst dirfen mit steigendem Skalenparameter keine neuen Details hin-
zugefiigt werden. Aus Sicht der Informationstheorie konnen wir sagen,
dass der Informationsgehalt im Signal mit dem Skalenparameter konti-
nuierlich abnehmen sollte. Die zweite Eigenschaft hdangt mit dem allge-
meinen Prinzip der Skaleninvarianz zusammen. Das bedeutet im we-
sentlichen, dass wir bei einem beliebigen Skalenparameter im Skalen-
raum mit der Glattung des Signals beginnen kénnen, um denselben Ska-
lenraum zu erhalten. Wir werden hier nur einige grundlegende Gedanken
uber diese elementaren Eigenschaften besprechen, jedoch keine Beweise
fithren. Fir eine ausfiihrliche Behandlung der Skalenraumtheorie sei auf
die Monographie von Lindeberg [125] verwiesen.

Der lineare, homogene und isotrope Diffusionsprozess hat nach (5.12)
den Faltungskern

2
B(x,¢&) = Flgexp (—';é) (5.18)

sowie nach (5.11) die Transferfunktion
B(k,&) = exp(—|k|*E/2). (5.19)

In diesen Gleichungen haben wir unter Verwendung von (5.14) die expli-
zite Zeitabhdngigkeit durch den Skalenparameter & ersetzt. Den Ope-
rator, der den Skalenraum erzeugt, kénnen wir auf unabhingige Weise
durch

B(&) (5.20)
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darstellen. Die Eigenschaft des Skalenraums, dass die Information mit
& abnimmt, kann mathematisch auf unterschiedliche Weisen formuliert
werden. Wir verwenden hier das Minimum-Maximum-Prinzip. Es besagt,
dass lokale Extremwerte nicht verstarkt werden diirfen. Damit darf der
Grauwert an einem lokalen Maximum nicht zunehmen und an einem Mi-
nimum nicht abnehmen. Dies ist fiir einen Diffusionsprozess eine sofort
verstandliche Eigenschaft. Stellen wir uns einen Warmetransportprozess
vor, so kann eine heilke Stelle nicht heilker werden und ein kiihler Punkt
nicht kiihler. Der GauRsche Kern (5.18) erfiillt das Minimum-Maximum-
Prinzip.

Die zweite wichtige Eigenschaft des Skalenraums betrifft die Skale-
ninvarianz. Wir wollen den Prozess mit einem beliebigen Skalenpara-
meter beginnen und trotzdem den gleichen Skalenraum erhalten. Diese
Eigenschaft kénnen wir folgendermalen formulieren:

B(&2)B(&1) = B(&1 + &2). (5.21)

Diese Gleichung besagt, dass die Glattung des Skalenraums mit der Skala
&1 durch einen Operator mit der Skala &, dquivalent ist der Anwendung
des Skalenraumoperators mit der Skala &; + & auf das Originalbild. Al-
ternativ konnen wir sagen, dass die Darstellung bei einer groberen Auf-
I6sung & aus einer Darstellung mit einer feineren Auflosung &; berech-
net werden kann, indem wir

B(&) =B(E —&1)B(&) mit & > & (5.22)

anwenden. Aus (5.18) und (5.19) lassen sich (5.21) und (5.22) leicht veri-
fizieren. In der Mathematik werden die Eigenschaften (5.21) und (5.22)
als Halbgruppen-Eigenschaft bezeichnet.

Wir kénnen uns fragen, welche Kerne zur Erzeugung von Skalenraum-
en existieren, die sowohl das Minimum-Maximum-Prinzip als auch die
Halbgruppeneigenschaft erfiillen. Die Antwort mag tiberraschen. Der
GauBsche Kern ist der einzige Faltungskern, der beide Kriterien erfiillt
und zusatzlich isotrop und homogen ist [125]. Diese Eigenschaft gibt
dem GaulBschen Faltungskern und — wie wir spater sehen werden —
seinem diskreten Gegeniiber, dem Binomialkern, eine besondere Bedeu-
tung fir die Bildverarbeitung. Dies werden wir ndher in Abschn. 11.4
betrachten.

Es ist immer hilfreich, ein Gegenbeispiel zu diskutieren. Der ein-
fachste Glattungskern fiir ein W-dimensionales Bild — bekannt als das
laufende Mittel — ist das Rechteckfilter

w
R(x,E) = giw [1m (’2") (5.23)
w=1
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a b
Abbildung 5.4: Skalenraum eines 1D-Signals mit unterschiedlichen Wellenzah-

len, berechnet mit a einem Binomialfilter und b einem Rechteckfilter. Der Ska-
lenparameter lduft von oben nach unten.

mit der Transferfunktion
w

jg( k&) = w (5.24)
Dieser Kern erfiillt weder das Minimum-Maximum-Prinzip noch die Halb-
gruppeneigenschaft. Abbildung 5.4 vergleicht Skalenrdume eines peri-
odischen Signals mit variierenden Wellenzahlen, die mit einem Gaul-
und einem Rechteckfilter erzeugt wurden. In Abb. 5.4b wird deutlich,
dass der Rechteckfilter das Minimum-Maximum-Prinzip nicht erfiillt, da
Strukturen verschwinden, aber dann wieder erscheinen.

5.2.3 Quadratische und logarithmische Skalenraume*

Trotz der mathematischen Brillanz der Erzeugung von Skalenrdumen mit ei-
nem Gaulschen Faltungskern muss ein wesentlicher Nachteil dieses Ansatzes
beachtet werden. Die Standardabweichung der Glattung nimmt nur mit der
Quadratwurzel der Zeit zu (5.13). Daher ist der Skalenparameter & nur zum
Quadrat der Standardabweichung proportional. Das Ergebnis ist eine nichtli-
neare Skalenkoordinate. Wahrend die Glattung bei feinen Skalen rasch erfolgt,
wird sie bei groferen Skalen zunehmend langsamer.

Fiir dieses Problem gibt es eine einfache Losung. Wir brauchen einen Diffusi-
onsprozess, bei dem die Diffusionskonstante mit der Zeit zunimmt. Zunichst
diskutieren wir einen Diffusionskoeffizienten, der linear mit der Zeit zunimmt.
Dieser Ansatz resultiert in folgender Diffusionsgleichung:

29
= DotAg. 2
3t otAg (5.25)
Eine rdumliche Fouriertransformation ergibt
0gk) _ —Dot|k|?g (k). (5.26)

ot



5.2 Skalenraum? 141

Diese Gleichung hat die allgemeine Losung
g(k,t) = exp(=Dot*/2|k|*)§(k,0), (5.27)

die einer Faltung im Ortsraum dquivalent ist. Also ist

B 1 |x|?
g(x,t) = Dot exp( 2D0t2> * g(x,0). (5.28)

Aus diesen Gleichungen konnen wir den Faltungskern und die Transferfunktion
in derselben Form wie in (5.18) und (5.19) schreiben mit der einzigen Ausnahme,
dass fur den Skalenparameter gilt:

&, = Dot?. (5.29)

Nun ist die Standardabweichung fiir die Glattung des zeitlich linear anwach-
senden Diffusionsprozesses proportional zur Zeit. Da der Skalenparameter &,
proportional dem Quadrat der Zeit ist, bezeichnen wir diesen Skalenraum als
den quadratischen Skalenraum. Dieser modifizierte Skalenraum erfillt immer
noch das Minimum-Maximum-Prinzip und die Halbgruppen-Eigenschaft.
Flr eine noch schnellere Glattung konnen wir einen logarithmischen Skalen-
raum Konstruieren, d.h. einen Skalenraum, bei dem der Logarithmus des Ska-
lenparameters linear mit der Zeit zunimmt. Wir verwenden dafiir einen Diffu-
sionskoeffizienten, der exponentiell mit der Zeit wachst:

g—‘? = Doexp(t/T)Ag. (5.30)
Wiederum erhalten wir einen Faltungskern und eine Transferfunktion wie in
(5.18) und (5.19), diesmal jedoch mit dem Skalenparameter

& =2DgT exp(t/T). (5.31)

5.2.4 Differentielle Skalenriume#

Das Interesse an differentiellen Skalenrdumen resultiert aus der Tatsache, dass
wir optimale Skalen fiir die Verarbeitung von Bildeigenschaften selektieren wol-
len. In einem differentiellen Skalenraum wird die Verdanderung des Bildes mit
der Skala dargestellt. Wir verwenden die Transferfunktion des Skalenraumker-
nes aus (5.19), der auch fiir quadratische und logarithmische Skalenraume gilt.
Die allgemeine Losung fiir den Skalenraum kann im Fourierraum als

G(k, &) = exp(—|k|°E/2)g(k,0) (5.32)

geschrieben werden. Differenzieren dieses Signals nach dem Skalenparameter
& ergibt
0g(k,&) —|kI? 2 -
= - 2 =
oF 5> exp(=[k[°E/2)g(k,0)
Die Multiplikation mit —|k|? ist einer rdumlichen Ableitung zweiter Ordnung,
dem Laplaceoperator, aquivalent (> R4). Also konnen wir im Ortsraum schrei-

: 9g(x,&) 1
’ p—
E 2Ag(x,g). (5.34)

— |kl
2

gk, &). (5.33)
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Gleichungen (5.33) und (5.34) zeigen eine grundlegende Eigenschaft des diffe-
rentiellen Skalenraums. Dieser ist einer Ableitung zweiter Ordnung mit dem
Laplaceoperator dquivalent und fithrt daher zu einer isotropen Bandpasszerle-
gung des Bildes. Die Transferfunktion bei der Skala & ist

~|k|? exp(—|kI?E/2). (5.35)

Fiir kleine Wellenzahlen ist die Transferfunktion proportional zu —|k|2. Sie

erreicht bei )
k2. = £ (5.36)

ein Maximum und fallt dann exponentiell ab.

5.2.5 Diskrete Skalenriume#

Die Konstruktion diskreter Skalenrciume erfordert eine Diskretisierung der Dif-
fusionsgleichung. Wir beginnen mit einer Diskretisierung der eindimensionalen
Diffusionsgleichung:

09(x,8)  9%°g(x,§)

3E T ox? (5.37)
Die Ableitungen werden folgendermalen durch diskrete Differenzen ersetzt:
0g(x,8) _ g(x, &+ A8 —g(x,8)
o N Ag
(5.38)
?g(x,8)  glx+Ax,E) -29(x,8) +g(x - Ax,¥)
0x2 - Ax? ’

Dies fiihrt zu folgendem Iterationsschema zur Berechnung eines diskreten Ska-
lenraums:

gx, &+ AE) = A8g(x + Ax,8) + (1 - 2A8)g(x,8) + Afg(x — Ax,E)  (5.39)

oder in diskreten Koordinaten:
Ing+1 = Aggn+1,§ + (1 - ZAE)gng + AEgn_l,g. (5.40)

Lindeberg [ ] zeigt, dass diese Iteration genau dann zu einem diskreten Ska-
lenraum fiihrt, der das Minimum-Maximum-Prinzip und die Halbgruppen-Eigen-
schaft erfillt, wenn

AE < (5.41)

=

Der Grenzfall von AE = 1/4 resultiert in der besonders einfachen Iteration
Ingr1 = 1/4gni1e +1/2gne + 1/4gn-1¢. (5.42)

Hier wird jeder Schritt der Skalenraumberechnung durch eine raumliche Gléat-
tung des Signals mit der Maske B> = [1/4 1/2 1/4] bestimmt. Wir konnen
den allgemeinen Operator zur Erzeugung eines Skalenraums aus (5.39) auch
mit dem Faltungsoperator B formulieren. In der Operatornotation, die in Ab-
schn. 4.1.4 eingefiihrt wurde, ergibt sich ein Iterationsschritt zur Skalenraumer-
zeugung als

(1-€)7+€eB®> mit e<1, (5.43)
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wobei 7 den Identitdtsoperator bezeichnet. Dieser Ausdruck ist von Bedeu-
tung, denn er kann direkt fir hohere Dimensionen erweitert werden, indem
B2 durch einen entsprechenden héherdimensionalen Glattungsoperator ersetzt
wird. Die Faltungsmaske B? ist die einfachste Maske aus der Klasse der bino-
mialen Glattungsfilter, die in Abschn. 11.4 im Detail diskutiert werden.

5.3 Mehrgitterreprdsentation

5.3.1 Einfiihrung

Die bisher diskutierten Skalenrdume haben einen bedeutenden Nachteil.
Die Verwendung des zuséatzlichen Skalenparameters fiihrt eine neue Di-
mension in die Bilder ein und bewirkt damit einen explosionsartigen
Anstieg der Speicheranforderungen und einen erheblichen Rechenmehr-
aufwand zur Erzeugung und Analyse der Skalenrdume. Dieses Problem
ist der Ausgangspunkt fiir eine neue Datenstruktur zur Darstellung von
Bilddaten in unterschiedlichen Skalen, der Mehrgitterdarstellung.

Die zugrundeliegende Idee ist recht einfach. Wahrend die Darstellung
feinerer Skalen die volle Auflésung erfordert, reicht fiir grobe Strukturen
eine niedrigere Auflésung. Dies fithrt zu einem Skalenraum mit immer
kleineren Bildern bei zunehmendem Skalenparameter. In den folgen-
den beiden Abschnitten werden wir die Gaufpyramide (Abschn. 5.3.2)
und die Laplacepyramide (Abschn. 5.3.3) als effiziente Implementierun-
gen diskreter Skalenrdume diskutieren. Wahrend die GauRpyramide ein
Standardskalenraum ist, ist die Laplacepyramide eine diskrete Version
eines differentiellen Skalenraums. In diesem Kapitel werden wir ledig-
lich einige grundlegende Ideen betrachten. Die zugehorigen Algorith-
men werden in Abschn. 11.6 diskutiert, nachdem wir Glattungsfilter im
Detail kennengelernt haben.

Gaull- und Laplacepyramide sind Beispiele von Mehrgitterdatenstruk-
turen, die in den frithen 80er Jahren in die Bildverarbeitung eingefiihrt
wurden. Sie haben seitdem eine betrdchtliche Beschleunigung der Bild-
verarbeitungsalgorithmen bewirkt.

5.3.2 GauBpyramide

Wollen wir die GroRe eines Bildes reduzieren, konnen wir das Bild nicht
einfach abtasten, indem wir z.B. jeden zweiten Bildpunkt in jeder zwei-
ten Zeile nehmen. Wiirden wir das tun, wiirde das Abtasttheorem miss-
achtet (Abschn. 9.2.3). Zum Beispiel wiirde eine Struktur, die im Origi-
nalbild dreimal pro Wellenldnge abgetastet wird, im ndchsten Bild nur
anderthalbmal abgetastet werden. Es wiirde sich ein fehlerhaftes Muster
ergeben, wie wir in Abschn. 9.1 besprechen werden. Also miissen wir si-
cherstellen, dass alle weniger als viermal pro Wellenldange abgetasteten
Strukturen durch ein passendes Glattungsfilter unterdriickt werden. Fir
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Abbildung 5.5: Gauflpyramide: a schematische Darstellung; die Quadrate des
Schachbrettes entsprechen Bildpunkten; b Beispiel.

die Erzeugung eines Skalenraums bedeutet das, dass die GroRenreduk-
tion mit einer angemessenen Glattung Hand in Hand gehen muss.

Allgemein kann die Anforderung an das Glattungsfilter folgenderma-
Ren formuliert werden:

B(k) =0 Vk, > L (5.44)
Yp
wobei 7, die Abtastrate in Richtung der p-ten Koordinate ist.

Die kombinierte Glattung und GroRenreduktion bei der Berechnung
der (g + 1)-ten Pyramidenebene aus der g-ten Ebene kann mit einem
einzigen Operator ausgedriickt werden, wenn wir die folgende Notation
verwenden:

G = B,G. (5.45)

Die Zahl hinter dem ! im Index bezeichnet die Abtastrate. Die nullte
Ebene ist das Originalbild: G¥ = G.

Die durch mehrmalige Anwendung dieses Operators erhaltene Bild-
serie wird als GaufSpyramide bezeichnet. Von einer Ebene zur ndachsten
nimmt die Auflésung auf die Héalfte ab, und die GroRe des Bildes redu-
ziert sich entsprechend. Wir kénnen uns diese Bildserie, wie in Abb. 5.5
gezeigt, in Form einer Pyramide angeordnet vorstellen.

Die Pyramide hat einen tiberraschend geringen Speicherbedarf. Wenn
wir die Bildung einer Pyramide aus einem W-dimensionalen Bild mit M
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Bildpunkten in jeder Koordinatenrichtung betrachten, betragt die Ge-
samtzahl der Bildpunkte bei einer Abtastrate von zwei

2W
2W —1°

MW<1+2LW+22LW+...><MW

(5.46)

Bei einem zweidimensionalen Bild erfordert die gesamte Pyramide ledig-
lich 1/3 mehr Speicherplatz als das Originalbild, bei einem dreidimen-
sionalen Bild sogar nur 1/7 mehr. Ebenso effektiv ist die Berechnung
der Pyramide. Dasselbe Glattungsfilter wird auf jede Ebene der Pyrami-
de angewandt. Damit erfordert die Berechnung der gesamten Pyramide
lediglich 4/3 der Rechenoperationen fiir ein zweidimensionales und 8/7
derjenigen fiir ein dreidimensionales Bild.

Die Pyramide bringt groRe Skalen in den Bereich lokaler Nachbar-
schaftsoperationen mit kleinen Kernen. Zudem sind diese Operationen
effizient zu berechnen. Wenn die Pyramide einmal berechnet ist, konnen
wir Nachbarschaftsoperationen mit groRen Skalen in den oberen Ebenen
der Pyramide durchfiihren. Diese sind aufgrund der kleineren BildgroRe
sehr viel effizienter als bei feineren Skalen.

Die Gaulbpyramide stellt eine Serie von tiefpassgefilterten Bildern dar,
bei denen die Grenzwellenldnge von Ebene zu Ebene auf die Halfte (ei-
ne Oktave) abnimmt. Damit verbleiben nur zunehmend grobere Details
im Bild (Abb. 5.5). Um einen groRen Bereich von Wellenzahlen zu tiber-
spannen, sind nur wenige Ebenen der Pyramide erforderlich. Aus einem
512 x 512-Bild lasst sich sinnvollerweise nur eine Pyramide mit sieben
Ebenen berechnen. Damit hat das kleinste Bild die GroRe 8 x 8.

5.3.3 Laplacepyramide

Aus der Gaulpyramide konnen wir einen anderen Pyramidentyp berech-
nen: die Laplacepyramide. Dieser Pyramidentyp ist das diskrete Gege-
niiber des differentiellen Skalenraums, der in Abschn. 5.2.4 diskutiert
wurde; er fiihrt zu einer Sequenz von bandpassgefilterten Bildern. Im
Gegensatz zur Fouriertransformation fithrt die Laplacepyramide ledig-
lich zu einer groben Wellenzahlzerlegung ohne Richtungszerlegung. Alle
Wellenzahlen innerhalb des Bereiches von ungefihr einer Oktave (Fak-
tor 2) sind unabhangig von ihrer Richtung in einer Ebene der Pyrami-
de enthalten. Wegen der groberen Wellenzahlauflosung bleibt eine gute
raumliche Auflosung erhalten. Jede Ebene der Pyramide enthélt nur zu-
einander passende Skalen, die einige Male (zwei- bis sechsmal) pro Wel-
lenldnge abgetastet werden. Auf diese Weise stellt die Laplacepyramide
eine effiziente Datenstruktur dar, die den durch die Unschdrferelation
gesetzten Grenzen des Produktes zwischen Wellenzahl und raumlicher
Auflosung gut angepasst ist.

Die Differenzierung in Skalenrichtung im kontinuierlichen Skalen-
raum wird durch Subtraktion zweier Ebenen der Gaullpyramide ange-
nahert. Dafiir muss das Bild in der groberen Ebene erst expandiert wer-
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Abbildung 5.6: Konstruktion der Laplacepyramide (rechts) aus einer Gaufipyra-
mide (links) durch Berechnung der Differenzbilder zweier aufeinanderfolgender
Bilder der Gaufipyramide.

den. Diese Operation wird von dem Expansionsoperator 1, durchgefiihrt.
Wie beim reduzierenden Glattungsoperator wird der Grad der Expansion
durch die Zahl nach dem f-Zeichen im Index angegeben. Die Expansion
ist betrachtlich schwieriger als die GroRenreduktion, da die fehlende In-
formation interpoliert werden muss. Zur VergroRerung um den Faktor
zwei in allen Richtungen muss zunéachst jeder zweite Bildpunkt in jeder
Zeile interpoliert werden und dann jede zweite Zeile. Die Interpolation
wird im Detail in Abschn. 10.6 diskutiert. Mit der eingefiihrten Notation
konnen wir die Erzeugung der p-ten Ebene der Laplacepyramide folgen-
dermalen schreiben:

LP) =GP -1, gP*, (5.47)

Die Laplacepyramide ist ein effektives Schema fiir eine Bandpasszer-
legung eines Bildes. Die zentrale Wellenzahl wird von Ebene zu Ebene
halbiert. Das letzte Bild der Laplacepyramide ist ein tiefpassgefiltertes
Bild, in dem nur die grobsten Strukturen enthalten sind.

Die Laplacepyramide hat den bedeutenden Vorteil, dass das Original-
bild aus der Bildsequenz der Laplacepyramide rasch wiederhergestellt
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werden kann, indem die Bilder rekursiv expandiert und aufsummiert
werden. Die zugehorige Rekursion ist die Inversion der Rekursion in
(5.47). Bei einer Laplacepyramide mit p+1 Ebenen ist die Ebene p (die
Zahlung beginnt mit null!) die (p+1)-te Ebene der Gaulpyramide. Die
(p—1)-te Ebene der Gaulpyramide ldasst sich dann mit

GP-V LDy 1, GP (5.48)

rekonstruieren. Beachten Sie, dass dies lediglich eine Umkehrung des
Konstruktionsschemas der Laplacepyramide ist. Das bedeutet, dass ein
fehlerbehafteter Interpolationsalgorithmus fiir die Expansion des Bildes
nur die Laplacepyramide beeinflusst, aber nicht die Rekonstruktion der
GauBpyramide aus der Laplacepyramide, da derselbe Algorithmus ver-
wendet wird.

Die Rekursion in (5.48) wird mit niedrigeren Ebenen wiederholt, bis
wieder die Ebene 0, also das Originalbild erreicht ist. Wie Abb. 5.6 veran-
schaulicht, werden wéahrend des Rekonstruktionsprozesses zunehmend
feinere Details sichtbar. Wegen der Moglichkeit der fortschreitenden Re-
konstruktion von Details wurde die Laplacepyramide auch als kompak-
tes Bildkompressionsschema verwendet. Heute stehen jedoch effiziente
Kompressionsschemata auf der Basis einer Wavelettransformation zur
Verfiigung, die auf einem dhnlichen Prinzip wie die Laplacepyramide be-
ruhen.

5.3.4 Richtungszerlegung auf Pyramiden

Bei mehrdimensionalen Signalen ist eine Richtungszerlegung genauso
wichtig wie eine Skalenzerlegung. Dazu sind Richtungsfilter notwendig.
Idealerweise sollte sich die Richtungskomponenten, wie bei der Laplace-
pyramide die einzelnen Ebenen, zu dem Gesamtsignal aufaddieren. Eine
kombinierte Zerlegung in eine Pyramide und Richtungskomponenten ist
unter dem Namen pyramidale Richtungszerlegung bekannt [86]. Im all-
gemeinen ist eine solche Zerlegung ein schwieriges Filterdesign-Problem.
Daher illustrieren wir diese Zerlegung hier nur mit einem einfachen Sche-
ma mit zwei Richtungskomponenten auf jeder Pyramidenebene.

Die Glattung wird mit einem separierbaren Glattungsfilter durchge-
fuhrt. Ein Filter (B,) glattet nur in die x-Richtung, das andere (B,) in die
y-Richtung. Dann ergibt sich die nachst-hohere Ebene der GauBpyrami-
de wie in (5.45) als

GV =1, B,B,G, (5.49)

Die Laplacepyramide ist
LW =GP 1, gD, (5.50)
Die beiden Richtungskomponenten lauten

&= 126 - 12 G — (Bx - By)GW),

5.51
LYY =1/2(GP- 1, G4V 4 (B, — B,)G?). -2
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Abbildung 5.7: Die erste drei Ebenen der Richtungszerlegung auf einer Pyramide
des Bildes Abb. 5.3a: die Zeilen zeigen die Ebenen 0, 1 und 2, the Spalten jeweils
L, Ly, L, nach (5.50) und (5.51).

Aus (5.51) ist sofort klar, dass sich Ly und L, zur isotropen Laplacepy-
ramide aufaddieren: L = Ly + L,,. Beispielbilder mit den ersten 3 ebenen
einer pyramidalen Richtungszerlegung zeigt Abb. 5.7.

5.4 Literaturhinweise zur Vertiefung*

Die Mehrgitter-Bildverarbeitung wurde Anfang der ’80er Jahre entwickelt. Eine
schone Zusammenstellung der frithen Arbeiten findet sich bei Rosenfeld [170].
Die aquivalente Entwicklung fiir Zeitserien, die Multiraten-Signalverarbeitung,
wird in dem Lehrbuch von Fliege [5 1] beschrieben. Die Monographie von Linde-
berg [125] befasst sich ausfiihrlich mit der linearen Skalenraumtheorie. Nichtli-
neare Skalenrdume einschlieRlich inhomogener und anisotroper Diffusion wer-
den von Weickert [21 3] behandelt. Die aktuellen Entwicklungen der Skalenraum-
analyse konnen anhand der Tagungsbéande der alle zwei Jahre stattfindenden
internationalen Konferenzen tiber “Scale-Space” verfolgt werden: 1997 [195],
1999 [145] und 2001 [107].
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6 Quantitative Visualisierung

6.1 Einleitung

Ein Bildaufnahmesystem sammelt die von Objekten ausgesandte Strah-
lung und macht diese damit sichtbar. Strahlung besteht entweder aus ei-
nem Fluss von Partikeln oder aus elektromagnetischen oder akustischen
Wellen. Maschinelles Sehen im klassischen Sinne nimmt Szenen und Be-
leuchtung, wie sie sind, wahrend in industriellen und wissenschaftlichen
Applikationen eingesetzte Sehsysteme einen anderen Ansatz erfordern.
Hier besteht die erste Aufgabe darin, eine quantitative Beziehung zwi-
schen der interessierenden Objekteigenschaft und der emittierten Strah-
lung herzustellen. Diese Bemiihungen zielen darauf ab, dass sich die
interessierende Objekteigenschaft mit moglichst geringen durch andere
Parameter verursachten Storeinfliissen eindeutig als Funktion der emp-
fangenen Strahlungsdichte darstellt.

Abbildung 6.1 illustriert, wie sowohl der einfallende als auch der vom
Objekt in Richtung Kamera emittierte Strahl durch zusatzliche Prozesse
beeinflusst werden kann: Die Position des Objekts kann durch Brechung
des emittierten Strahls verschoben werden. Nicht vom beobachteten Ob-
jekt selbst verursachte Streuung und Absorption des einfallenden und
des emittierten Strahls fithren zu einer Abschwachung des Strahlungs-
flusses und damit zu einer Verfdalschung des Abbildes. Die sorgfalti-
ge Anordnung aller Komponenten zur Bildaufnahme muss sicherstel-
len, dass diese zusatzlichen Einfliisse minimiert werden und dass die
gemessene Strahlung die betrachtete Objekteigenschaft korrekt wieder-
gibt. Selbst in Fillen, in denen wir keinen Einfluss auf die Beleuchtung
oder das Bildaufnahmesystem haben, bleibt immer noch die sorgfaltige
Wahl des Strahlungstyps und des Wellenlangenbereichs.

Zur Abbildung von Objekten und Objekteigenschaften konnen wir ei-
ne Fiille optischer Eigenschaften wie Eigenemission, induzierte Emission
(Fluoreszenz), Reflexion, Brechung, Absorption und Streuung von Strah-
lung einsetzen (Abschn. 1.2 und 6.4). Diese Phdnomene hingen von den
optischen Eigenschaften des Objektmaterials und von der Oberflachen-
struktur des Objekts ab. Im wesentlichen kénnen wir unterscheiden
zwischen oberflichenbezogenen Effekten, die durch die Diskontinuitat
optischer Eigenschaften an der Oberflache verursacht werden, und volu-
menbezogenen Effekten.
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(beobachtetes) Objekt
durch Reflexion, Brechung, Emission,
Absorption oder Streuung

N

Streuung

Absorption
Brechung

Streuung
Brechung
einfallender Strahl Absorption
(von Lichtquelle)
austretender Strahl
(zur Kamera)
Beleuchtungspfad Beobachtungspfad

Abbildung 6.1: Schematische Darstellung der Interaktion zwischen Strahlung
und Materie bei der Objektvisualisierung. Die Beziehung zwischen der von der
Lichtquelle zur Kamera emittierten Strahlung und dem Objekt kann durch Streu-
ung, Absorption und Brechung des einfallenden und des emittierten Strahls ge-
stort werden.

Die Komplexitat des Prozesses der quantitativen Visualisierung hangt
stark von der gegebenen Bildverarbeitungsaufgabe ab. Wenn das Ziel le-
diglich eine prazise geometrische Vermessung von Objekten ist, gentligt
es, wenn die Objekte gleichmaRig beleuchtet werden und sich klar vom
Hintergrund absetzen. In diesem Fall ist es nicht notwendig, quantitati-
ve Beziehungen zwischen den Objekteigenschaften und der in Richtung
Kamera emittierten Strahlung herzustellen. Wenn wir jedoch bestimmte
Objekteigenschaften wie Dichte, Temperatur, Oberflachenkonzentrati-
on oder die Konzentration einer chemischen Substanz messen wollen,
muss die exakte Beziehung zwischen der selektierten Eigenschaft und
der emittierten Strahlung bekannt sein. Ein einfaches Beispiel ist die De-
tektion eines Objektes nach seiner Farbe, d. h. die spektrale Abhdngigkeit
des Reflexionskoeffizienten.

Bei den meisten Anwendungen ist allerdings die Beziehung zwischen
den interessierenden Parametern und der emittierten Strahlung nicht
direkt einsichtig. Auf Satellitenbildern kénnen zum Beispiel urbane Be-
reiche, Walder, Fliisse, Seen und landwirtschaftliche Regionen leicht er-
kannt werden. Aber anhand welcher Eigenschaften unterscheiden wir
sie? Und noch wichtiger, warum erscheinen sie so auf den Bildern?

Entsprechendes gilt fiir die allgemeine medizinische Frage nach pa-
thologischen Veranderungen, deren Diagnose aufgrund von Bildern ge-
stellt wird. Eine verldRliche Entscheidung erfordert ein solides Verstand-
nis der Beziehung zwischen den biologischen Parametern, die eine pa-
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thologische Veranderung definieren, und ihrer Erscheinungsform in ent-
sprechenden Bildern.

Zusammenfassend konnen wir festhalten, dass die Beantwortung von
zwei Fragen fiir einen erfolgreichen Aufbau eines Bildaufnahmesystems
essentiell sind:

1. Wie hdngt die Strahlungsdichte (emittierte Energiestromdichte pro
Raumwinkel) des beobachteten Objekts von den interessierenden Ob-
jektparametern und den Beleuchtungsbedingungen ab?

2. Wie hdngt die Bestrahlungsstéarke (einfallende radiative Energiestrom-
dichte) auf der Bildebene, die das optische System einsammelt, von
der Strahlungsdichte des Objekts ab?

Dieses Kapitel beschaftigt sich mit der ersten Frage, die zweite wird in
Abschn. 7.5 behandelt.

6.2 Wellen und Teilchen

Wir kénnen drei verschiedene Arten von Strahlung unterscheiden: elek-
tromagnetische Wellen, Partikelstrahlung aus Atomen oder subatomaren
Teilchen und akustische Wellen. Auf den ersten Blick erscheint es, dass
diese drei Strahlungsarten sehr verschieden sind. Sie haben aber eine
Reihe von Eigenschaften gemeinsam im Hinblick auf die Bildgewinnung.
Zum ersten konnen Objekte durch jede Art von Strahlung abgebildet
werden, die von ihnen ausgestrahlt und von einem geeigneten Bildauf-
nahmesystem detektiert wird.

Zum zweiten weisen alle drei Strahlungsarten einen wellenartigen
Charakter auf, auch die Partikelstrahlung. Die Wellenlcdnge A der Strah-
lung ist definiert als die Entfernung fiir eine Oszillation der Schwingung
in der Ausbreitungsrichtung der Welle. Die Wellenldnge bestimmt auch
die maximal mogliche Auflésung eines optischen Systems. Eine einfache
Faustregel besagt, dass nur Strukturen, die grofer als die Wellenldnge
sind, von einem Bildaufnahmesystem aufgelost werden kénnen.

Da es sehr verschiedenartige Strahlung gibt, ist es offensichtlich, dass
wir auch sehr verschiedene Eigenschaften von Objekten abbilden konnen.
Um ein Bildaufnahmesystem sachgemaf aufzubauen, sind daher ein paar
grundlegende Kenntnisse iiber die verschiedenen Strahlungsarten not-
wendig. Diese zu vermitteln, ist der Zweck dieses Abschnitts.

6.2.1 Elektromagnetische Wellen

Elektromagnetische Strahlung besteht aus alternierenden elektrischen
und magnetischen Feldern. Bei einer elektromagnetischen Welle stehen
diese Felder senkrecht aufeinander und senkrecht zur Ausbreitungsrich-
tung. Eine Welle ist durch ihre Frequenz v und Wellenldinge A charak-
terisiert. Im Vakuum breiten sich alle elektromagnetischen Wellen mit
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Abbildung 6.2: Das elektromagnetische Spektrum mit Wellenldngen-, Frequenz-

und Photonenenergieskalen.
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der gleichen Geschwindigkeit, der Lichtgeschwindigkeit ¢ ~ 3 x10% ms~!
aus. Die Ausbreitungsgeschwindigkeit verkniipft die Wellenldange A und
die Frequenz v einer elektromagnetischen Welle durch

Av = c. (6.1)

Die Frequenz wird in Anzahl Schwingungen pro Sekunde (Hz oder s~1)
und die Wellenldnge in Meter (m) angegeben.

Abbildung 6.2 zeigt, dass elektromagnetische Wellen den enormen
Frequenz- und Wellenldngenbereich von 24 Dekaden umfassen. Nur ein
winziger Ausschnitt von weniger als einer Oktave mit einer Wellenldnge
von etwa 400-700 nm ist Licht, der Teil der elektromagnetischen Wellen,
fir die das menschliche Auge empfindlich ist. Die in Abb. 6.2 gezeigte
Klassifizierung ist etwas kiinstlich. Sie ist groRtenteils historisch be-
dingt durch die Art, wie die elektromagnetische Strahlung erzeugt bzw.
detektiert wird.

Bei Ausbreitung in Materie wechselwirken elektromagnetische Wellen
mit den elektrischen Ladungen, elektrischen Stromen und den elektri-
schen und magnetischen Feldern des Mediums. Trotz dieser vielfaltigen
Wechselwirkungen bleibt die grundlegende Natur der Wellen erhalten.
Es wird lediglich die Ausbreitungsgeschwindigkeit verlangsamt und die
Welle wird gedampft.

Den einfachsten Fall stellt ein isotropes Medium dar, das linear auf
die Storungen der durchlaufenden elektromagnetischen Welle reagiert.
Dann kann der Einfluss des Mediums durch den komplexen Brechungs-
index n = n + ix beschrieben werden. Der Realteil n, der gewonliche
Brechungsindex, gibt das Verhéltnis der Lichtgeschwindigkeit ¢ zur Aus-
breitungsgeschwindigkeit u im Medium wider: n = c¢/u. Die imaginére
Komponente von n, x, gibt die Dampfung der Wellenamplitude an.

Im allgemeinen hédngt der Brechungsindex von der Frequenz bzw.
Wellenldnge ab. Daher ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit nicht mehr
konstant, sondern wellenlangenabhingig. Dieser Effekt wird Dispersion
genannt und die Wellen werden als dispersiv bezeichnet.

Der Brechungsindex und die Absorption sind die beiden elementaren
optischen Parameter eines fiir elektromagnetische Wellen durchldssigen
Materials. Im Kontext der Bildgewinnung kénnen sie dazu dienen, ein
Material zu identifizieren oder einen physikalischen Parameter, der einen
dieser Parameter beeinflusst.

Elektromagnetische Wellen sind generell ein lineares Phanomen. Das
bedeutet, dass wir jedes komplexe Wellenmuster in elementare, wie pla-
nare harmonische, Wellen zerlegen kénnen. Umgekehrt konnen wir zwei
oder mehr elektromagnetische Wellen tiberlagern und sicher sein, dass
die Resultierende immer noch eine giiltige Welle ist.

Dieses Uberlagerungsprinzip bricht nur fiir Wellen mit sehr hohen
Feldstdrken in Materie zusammen. Dann kann die Wechselwirkung mit
dem Medium nicht mehr durch lineare Gleichungen beschrieben werden
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und wir betreten das komplizierte Gebiet der nichtlinearen Optik. Solche
Phdnomene treten nur mit sehr intensiven Lichtquellen wie Lasern auf.
Ein typisches nichtlineares Phidnomen ist die Frequenzverdoppelung von
Licht. Dieser Effekt wird haufig benutzt, um die Frequenz eines Laser-
strahls zu verdoppeln und damit seine Wellenlange zu halbieren. Aus
der Sicht der quantitativen Visualisierung bieten nichtlineare optische
Effekte ein weites Spektrum an neuen Moglichkeiten, um spezifische Ef-
fekte und Materialeigenschaften sichtbar zu machen.

6.2.2 Polarisation

Das Superpositionsprinzip kann verwendet werden, um die Polarisati-
on elektromagnetischer Wellen zu erlautern. Polarisation ist durch die
Ausrichtung des elektrischen Feldvektors E definiert. Schwingt dieser
Vektor in nur einer Ebene, dann liegt eine linear polarisierte Welle vor.
Elektromagnetische Wellen sind nicht generell polarisiert. Um diesen
allgemeinen Fall zu diskutieren, betrachten wir zwei Wellen, die sich in
z-Richtung bewegen und deren elektrische Feldstarken in x- bzw. y-
Richtung stehen. Die Amplituden E; und E; seien gleich, und ¢ sei die
Phasendifferenz zwischen den beiden Wellen. Bei ¢p = 0 ist der resul-
tierende elektromagnetische Feldvektor auf eine Ebene beschrinkt. Der
Winkel ¢ dieser Ebene wird fir die x-Achse gegeben durch

¢ = arctan % (6.2)

Ein anderer Spezialfall tritt auf, wenn ¢ = +90°ist und E; = E». Sol-
che Wellen werden zirkular polarisiert genannt. Hier rotiert der elektri-
sche Feldvektor mit einer Umdrehung pro Wellenperiode um die Rich-
tung, in der sich die Welle fortpflanzt. Der generelle Fall, wenn die
Phasendifferenz nicht +90° ist und die Amplituden beider Komponen-
ten nicht gleich sind, wird elliptisch polarisiert genannt. Auch in die-
sem Fall dreht sich der Vektor E um die Richtung, in der sich die Welle
bewegt, aber diesmal beschreibt die Amplitudenvariation eine Ellipsen-
bahn. Wichtig ist, dass jeder Polarisationstyp auch aus einem rechts-
und links-zirkularen Strahl zusammengesetzt werden kann. Links- und
rechts-zirkulare Strahlen derselben Amplitude resultieren z.B. in einem
linear polarisierten Strahl. Die Richtung der Polarisationsebene hiangt
von der Phasenverschiebung zwischen den beiden zirkular polarisierten
Strahlen ab.

6.2.3 Kohdrenz

Ein wichtiger Begriff bei elektromagnetischen Wellen ist die Kohdrenz.
Zwei Strahlen werden als kohdrent bezeichnet, wenn eine systemati-
sche Beziehung zwischen den Phasen ihrer elektromagnetischen Feld-
vektoren besteht. Ist diese Beziehung zufallig, wird die Strahlung als
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inkohdrent bezeichnet. Es ist offensichtlich, dass sich die Superpositi-
on inkohdrenter Strahlung von der kohdrenter Strahlung unterscheidet.
Im Falle koharenter Strahlung konnen storende Interferenzen auftreten.
Wellen konnen einander in bestimmten Bereichen, in denen die Phasen-
verschiebung 180° betrédgt, ausloschen.

Normale Lichtquellen sind inkohérent. Sie erzeugen nicht eine ein-
zige kontinuierliche ebene Welle, sondern Wellenpakete kurzer Wellen-
lange ohne feste Phasenbeziehung. Laser sind dagegen koharente Licht-
quellen.

6.2.4 Photonen

Elektromagnetische Strahlung ist neben den Wellenerscheinungen durch
Eigenschaften von Teilchen charakterisiert. Elektromagnetische Energie
tritt nur in diskreten Energiestufen auf. Fiir eine gegebene Frequenz
muss sie ein ganzzahliges Vielfaches von hv sein, wobei h die Plancksche
Konstante oder das Wirkungsquantum ist:

E = hv. (6.3)

Ein elektromagnetisches Quantum wird Photon genannt.

Bei jeder Interaktion zwischen Strahlung und Materie, sei es Absorp-
tion oder Emission von Strahlung, kann Energie nur in Einheiten dieser
Quanten ausgetauscht werden. Die Energie des Photons wird oft in Elek-
tronenvolt (eV) angegeben. Das ist die kinetische Energie, die ein Elek-
tron aufnimmt, wenn es durch die Potentialdifferenz von einem Volt be-
schleunigt wird. Ein Photon fiir gelbes Licht hat z. B. eine Energie von un-
gefdhr 2 eV. Abbildung 6.2 zeigt auch die Photonenenergieskala in eV. Je
hoher die Frequenz elektromagnetischer Strahlung ist, desto deutlicher
wird die Partikelnatur, da die einzelnen Quanten energiereicher werden.
Die Energie von Photonen kann groRer werden als die Energie, die mit
der Ruhemasse elementarer Partikel assoziiert ist. Es ist dann moglich,
dass elektromagnetische Energie spontan in Masse, namlich in Form ei-
nes Partikelpaars konvertiert wird. Obwohl ein Photon keine Ruhemasse
hat, ist ein Impuls mit ihm assoziiert, weil das Photon sich mit Lichtge-
schwindigkeit fortbewegt und damit eine endliche Energie besitzt. Der
Impuls p wird gegeben durch

p = h/A. (6.4)

Die Quantisierung der Energie elektromagnetischer Wellen ist fiir die
Bildaufnahme wichtig, da gentigend sensitive Strahlungsdetektoren die
Absorption einzelner Photonen messen kénnen. Solche Gerate werden
Photonenzidhler genannt. Damit betragt die kleinste detektierbare Ener-
giemenge hv. Die Anzahl von Photonen, die pro Zeiteinheit gezahlt wer-
den, ist eine Zufallsvariable mit einer Poissonverteilung (Abschn. 3.4.1).
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Wenn im Mittel N Photonen in einem Zeitintervall gezahlt werden, dann
ist die Standardabweichung der Poissonverteilung oy = +/N. Man muss
also 10.000 Photonen zédhlen, um den Strahlungsfluss mit einer relativen
Standardabweichung von 1 % messen zu kénnen.

6.2.5 Teilchenstrahlung

Im Gegensatz zu elektromagnetischen Wellen bewegt sich Teilchenstrah-
lung mit geringerer Geschwindigkeit als Licht, da die Partikel eine Ruhe-
masse besitzen. In Bezug auf die Bildaufnahme stellen Elektronen die
wichtigste Teilchenstrahlung dar. Sie wird auch Betastrahlung genannt
und von bestimmten radioaktiven Isotopen ausgesandt. Ebenfalls be-
deutend sind die positiv geladenen Kerne des Wasserstoffatoms, die Pro-
tonen, die Kerne des Heliumatoms (Alphastrahlung), welche eine doppelt
positive Ladung haben, und die Neutronen.

Teilchenstrahlung besitzt auch einen Wellencharakter. Wellenldnge
A und Frequenz w stehen in direkter Beziehung zur Energie und zum
Impuls der Teilchen:

v = E/h Bohrsche Frequenzbedingung, 6.5
A = hl/p de-Broglie-Beziehung. (6.5)
Diese Beziehungen entsprechen denen des Photons (6.3) und (6.4). Die
Bedeutung fiir die Bildgebung liegt in der Tatsache, dass ihre Teilchen
typischerweise Strahlung viel kiirzerer Wellenldnge als sichtbares Licht
haben. Elektronen mit einer Energie von etwa 20 keV haben zum Beispiel
eine Wellenldnge von 10~''m oder 10 pm. Dies ist etwa 1/50000 der
Wellenldnge des Lichts. Da die Auflosung jedes bildgebenden Systems
— mit Ausnahme von Nahfeldsystemen — in der GroRenordnung der
Wellenldnge der Strahlung liegt, haben Bildsysteme, die auf Elektronen
basieren (Elektronenmikroskop), potentiell ein viel hoheres Auflosungs-
vermogen als jedes Lichtmikroskop.

6.2.6 Akustische Wellen

Anders als elektromagnetische Wellen benoétigen akustische oder elasti-
sche Wellen einen Trager. Akustische Wellen pflanzen elastische Verfor-
mungen fort. Durch isotropen Druck werden sogenannte longitudinale
akustische Wellen erzeugt. Sie bewirken eine uniforme Kompression und
damit eine Deformation in Fortpflanzungsrichtung der Welle. Die lokale
Dichte p, der lokale Druck p und die lokale Geschwindigkeit v werden
mit der Wellengleichung

o*p 2 o°p 2 : 1
—— =u°A — =U°A t = .
312 Uu<Ap, 32 U“Ap mit u Y (6.6)
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beschrieben. Dabeiist u die Schallgeschwindigkeit, py die statische Dich-
te und B4 die adiabatische Kompressibilitdt. Letztere ist die relative Vo-
lumenanderung bei gleichméaRiger Druckdnderung unter der Bedingung,
dass kein Warmeaustausch stattfindet:

1dv
Bad = VdapP (6-7)

Gleichung (6.6) setzt auf universelle Weise die Schallgeschwindigkeit
mit den elastischen Eigenschaften des Mediums in Beziehung. Je niedri-
ger Dichte und Kompressibilitdt sind, desto hoher ist die Schallgeschwin-
digkeit. Akustische Wellen bewegen sich viel langsamer als elektroma-
gnetische. Thre Geschwindigkeit in Luft, Wasser und Eisen bei 20°C be-
tragt 344m/s, 1485m/s bzw. 5100 m/s. Eine hohrbare Schallwelle mit
3kHz hat in Luft eine Wellenldnge von etwa 10 cm. Akustische Wellen
mit viel hoherer Frequenz, sogenannter Ultraschall, kann kleine Wellen-
langen bis hinunter in den Mikrometerbereich haben. Mit geeigneten
akustischen Linsen ist dann Ultraschallmikroskopie moglich.

Wenn wir Schall oder Ultraschall fiir Abbildungszwecke benutzen, so
miissen wir beachten, dass die Ausbreitung von Schall in Festkérpern
viel komplizierter ist als in Fliissigkeiten oder Gasen. Zum einen sind
Festkorper nicht isotrop und die Elastizitdat kann nicht mehr als skalare
Kompressibilitat beschrieben werden. An ihre Stelle tritt ein Elastizi-
tatstensor. Zum zweiten kénnen durch Scherkrédfte auch transversale
akustische Wellen erzeugt werden, bei denen die Deformation wie bei
elektromagnetischen Wellen senkrecht zur Fortpflanzungsrichtung ver-
lauft. Schallwellen breiten sich daher in Festkorpern mit verschiedenen
Modi und unterschiedlichen Geschwindigkeiten aus.

Trotz dieser komplexen Zusammenhéange ist die Schallgeschwindig-
keit nur von der Dichte und den elastischen Eigenschaften des Mediums
abhangig. Deshalb zeigen akustische Wellen keine Dispersion, d.h., Wel-
len mit unterschiedlichen Frequenzen pflanzen sich mit der gleichen Ge-
schwindigkeit fort. Dies ist eine wichtige Tatsache fiir Techniken akus-
tischer Bildgebung.

6.3 Radiometrie, Photometrie, Spektroskopie und Farbe

6.3.1 Radiometrische Begriffe

Radiometrie beschreibt und misst Strahlung und ihre Interaktion mit Ma-
terie. Wegen der dualen Natur der Strahlung beziehen sich die radiome-
trischen Begriffe entweder auf Energie oder auf Teilchen. Bei elektroma-
gnetischer Strahlung sind die Teilchen Photonen (Abschn. 6.2.4). Wenn
es erforderlich ist, fiir radiometrische Begriffe zwischen den beiden Ty-
pen zu unterscheiden, werden die beiden Indizes e und p verwendet.
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Radiometrie ist eigentlich kein schwieriges Gebiet. Verwirrung hat
jedoch die sehr unterschiedliche, ungenaue und oft sogar falsche Ver-
wendung der Begriffe gestiftet. Zudem wird Radiometrie in der Ausbil-
dung seltener und weniger detailliert beriicksichtigt als andere Themen
der Optik. Damit ist das Wissen iiber die Radiometrie weniger verbrei-
tet. Gute Kenntnisse der Radiometrie sind fiir die Bildaufnahme wichtig.
Geometrische Optik sagt uns lediglich, wo ein Abbild eines Objektes lo-
kalisiert ist, wahrend wir mit Hilfe der Radiometrie berechnen koénnen,
wieviel Strahlungsenergie von einem Objekt mit einem bestimmten Ab-
bildungssystem aufgenommen wird.

Strahlungsenergie. Strahlung kann, da sie eine Form von Energie ist,
Arbeit verrichten. Ein Korper, der Strahlung absorbiert, erwdrmt sich.
Strahlung kann elektrische Ladungen in einem fir die Detektion von
Strahlung geeigneten Material freisetzen. Strahlungsenergie wird mit
Q bezeichnet und hat die Einheit Joule (Ws) oder wird durch die Anzahl
von Photonen angegeben.

Strahlungsfluss. Der Energiefluss der Strahlung, d.h. die Energie pro
Zeiteinheit, ist der Strahlungsfluss; er wird mit ® bezeichnet:

dQ
o =—
dt
Diese Beziehung ist wichtig zur Beschreibung der Gesamtenergie, die

von einer Lichtquelle pro Zeiteinheit emittiert wird. Sie wird in Joule/s
(J/s), Watt (W) oder Photonen pro s (s~!) gemessen.

(6.8)

Strahlungsflussdichte. Der Strahlungsfluss pro Einheitsflache ist un-
ter der Bezeichnung Bestrahlungsstarke E oder Strahlungsflussdichte M
bekannt:
Strahl flussdicht M—dcp (6.9)

dAg’ rahlungsflussdichte = aa, ©

Die Bestrahlungsstdrke E ist der Strahlungsfluss, der auf eine Ober-
flache pro Einheitsflache trifft, z. B. auf einen Sensor, der Strahlungsener-
gie in ein elektrisches Signal umwandelt. Die Einheit der Bestrahlungs-
starke ist Wm~2, oder Photonen pro m? und s (m—2s~!). Dieselbe GroRe
wird Strahlungsflussdichte genannt und mit M gekennzeichnet, wenn
eine Oberflache (z. B. Lichtquelle) Strahlung emittiert.

Bestrahlungsstarke E =

Raumwinkel. Der Begriff des Raumwinkels ist auRerst wichtig fiir ein
Verstandnis der raumlichen Verteilung von Strahlung. Stellen wir uns
eine kleine Lichtquelle als Zentrum einer Kugel vom Radius R vor, die
Strahlen konusférmig aussendet (Abb. 6.3a). Die Grenzen des Konus be-
schreiben einen Bereich A der Kugel. Der Raumwinkel () wird in Stera-
dian (sr) gemessen und ist der Bereich A dividiert durch das Quadrat des
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Abbildung 6.3: a Definition des Raumwinkels. b Definition der Strahldichte und
des Strahlungsflusses, die pro Oberfldichenstiick d A emittiert werden, projiziert
in Fortpflanzungsrichtung und pro Raumwinkel Q).

Radius (Q = A/R?). Obwohl Steradian eine dimensionslose GroRe ist, ist
es ratsam, sie explizit zu verwenden, wenn ein radiometrischer Begriff,
der sich auf einen Raumwinkel bezieht, mit dem korrespondierenden
nichtgerichteten Begriff verwechselt werden kann. Der Raumwinkel ei-
ner ganzen Kugel ist 477 und der einer Halbkugel 27t.

Strahlungsstdarke. Der von einer Lichtquelle ausgesandte Strahlungs-
fluss pro Raumwinkel wird Strahlungsstéarke I genannt:

do

IZE.

(6.10)
Es ist offensichtlich, dass dieser Ausdruck nur Sinn hat bei der Beschrei-
bung von Punktlichtquellen, z.B. wenn die Distanz von der Quelle viel
grofer ist als ihre AusmaRe. Die Strahlungsstarke ist auRerdem hilfreich
bei der Beschreibung von Lichtstrahlen.

Strahlungsdichte. Bei einer ausgedehnten Lichtquelle ist der Strah-
lungsfluss pro Einheitsflache und pro Raumwinkel eine wichtige GroRe
(Abb. 6.3b):

o d*e dzo

~ dAdQ  dAgcos0dQ’
Strahlung kann entweder von einer Oberflache emittiert werden, durch
sie hindurchgehen oder auf ihr auftreffen. Die Strahlungsdichte L hangt
vom Einfallswinkel 0 auf der Oberflache (Abb. 6.3b) und vom Azimutwin-
kel ¢ ab. Bei einer ebenen Oberfliche sind 6 € [0, 7r/2]und ¢ € [0, 27T].
Wichtig ist zu beachten, dass die Strahlungsdichte auf eine Einheitsflache
in der Ausbreitungsrichtung (dA = dAo - cos 8) bezogen wird. Damit

L (6.11)
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erhoht sich die effektive Flache, von der Strahlung emittiert wird, mit
dem Einfallswinkel. Die Einheiten fiir energiebezogene und photonen-
bezogene Strahlung sind Wm2sr~! und s 'm2sr1.

Besonders die einfallende Strahlung wird oft als Helligkeit bezeich-
net. Dieser Begriff sollte jedoch nicht verwendet werden, da er sehr
zur Verwechslung von Strahlungsdichte und Bestrahlungsstirke beige-
tragen hat. Obwohl beide GroRen die gleiche Dimension haben, ist ihre
Bedeutung unterschiedlich. Die Strahlungsdichte L beschreibt die Win-
kelverteilung von Strahlung, wahrend die Bestrahlungsstarke E die auf
einem Oberflaichenelement einfallende Strahlung iiber einen Raumwin-
kelbereich in allen Richtungen, in denen das Oberflichenelement Strah-
lung empfangen kann, integriert:

/2 21
E = JL(@,(I))costQ = J [L(Q,qb)cos@sin@d@dqb. (6.12)
Q 0 0

Der Faktor cos 0 entsteht aus der Tatsache, dass die Strahlungsdichte
auf eine Einheitsflache senkrecht zur Ausbreitungsrichtung bezogen de-
finiert wird (Abb. 6.3b), wihrend die Bestrahlungsstarke sich auf die Ein-
heitsflache parallel zur Oberflache bezieht.

6.3.2 Spektroradiometrie

Da jede Interaktion von Materie und Strahlung von der Wellenldange oder
Frequenz der Strahlung abhédngt, ist es notwendig, alle radiometrischen
Grolen als Funktion der Wellenldnge zu behandeln. Daher beziehen
wir all diese GroBen auf ein Einheitsintervall der Wellenldange. Alter-
nativ konnen auch Einheitsintervalle von Frequenzen oder Wellenzahlen
verwendet werden. Die Wellenzahl gibt die Anzahl Wellenldangen pro
Einheitsintervall an (siehe (2.14) und Abschn. 2.3.4). Um die verschie-
denen spektralen GréRen voneinander zu unterscheiden, geben wir die
Abhéngigkeiten explizit an, z.B. L(A), L(v), and L(k).

Die im vorangegangenen Abschnitt diskutierte Radiometrie misst die
Eigenschaften der Strahlung in Energieeinheiten oder Anzahl von Pho-
tonen. Die Photometrie setzt diese GroRen in Bezug zur Antwort des
menschlichen Auges auf die Strahlung. Die Photometrie hat zweierlei Be-
deutung fir die wissenschaftliche Bildaufnahme: Zundchst erméglicht
sie einen quantitativen Zugang zu radiometrischen GroRen, wie sie vom
Auge wahrgenommen werden. Weiter dient sie als Modell zur Beschrei-
bung der Antwort eines beliebigen Strahlensensortyps, der zur Konver-
tierung von Bestrahlungsstarke in ein elektrisches Signal eingesetzt wird.
Der Schliissel zum Verstandnis der Photometrie ist die Betrachtung der
spektralen Empfindlichkeit des menschlichen Auges. Ansonsten bein-
haltet Photometrie nichts Neues.
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Abbildung 6.4: Beispiele fiir die spektrale Abtastung: a Linienabtastung;
b Bandabtastung; ¢ Abtastung nach einem bestimmten Modell des spektralen
Bereiches, hier fiir eine einzige Spektrallinie unbekannter Wellenldnge.

6.3.3 Spektrale Abtastmethoden

Die spektroskopische Bildaufnahme ist im Prinzip ein sehr machtiges
Werkzeug zur Identifikation von Objekten und ihren Eigenschaften, da
fast alle optischen Materialkonstanten von der Wellenldnge der Strah-
lung abhdngen. Der Nachteil der spektroskopischen Bildaufnahme ist,
dass eine zusatzliche Koordinate hinzukommt und dass sich dadurch
die Datenmenge entsprechend erhoht. Daher ist es wichtig, das Spek-
trum mit einer Minimalzahl von Abtastpunkten zu messen, die ausreicht,
eine gegebene Aufgabe zu erfiillen. Wir beschreiben hier mehrere Mess-
strategien und diskutieren unter diesem Gesichtspunkt auch das Farb-
sehen des Menschen als eine Form spektraler Messung.

Linienabtastung ist eine Methode, bei der pro Kanal nur ein schmaler
Bereich des Spektrums aufgenommen wird (Abb. 6.4a). Sie wird verwen-
det, wenn Prozesse aufzunehmen sind, die mit Emission oder Absorption
bei bestimmten Spektrallinien zusammenhéangen. Ein Kanal ,sieht” nur
eine spezifische Wellenldnge und ist unempfindlich gegeniiber allen an-
deren Wellenldngen, soweit sich ein solch enger Bandpassfilter technisch
realisieren lasst. Auf diese Weise kann ein sehr spezifischer Effekt oder
eine bestimmte chemische Substanz aufgenommen werden. Allerdings
ist diese Technik nicht geeignet, die Gesamtstrahlung von Objekten ab-
zuschdtzen, da sie fiir die meisten Wellenlangen unempfindlich ist.

Bandabtastung ist die geeignete Technik (Abb. 6.4b), wenn die Ge-
samtstrahlung in einem bestimmten Wellenldangenbereich gemessen wer-
den soll und trotzdem noch eine gewisse Wellenldngenauflésung erfor-
derlich ist. Idealerweise haben die einzelnen Bander eine konstante Emp-
findlichkeit und schlieRen direkt aneinander an. Bandabtastung sorgt
fiir eine optimale Auflésung mit wenigen Kanélen, erlaubt allerdings kei-
ne Unterscheidung der Wellenldngen innerhalb eines Bandes. Die spek-
trale Auflosung, die mit dieser Abtastmethode erreicht werden kann, ist
begrenzt auf die Breite der spektralen Bander der Sensoren.

In vielen Fallen ist es moglich, ein Modell der spektralen Strahlung
eines bestimmten Objektes aufzustellen. Dann kann eine bessere Tech-
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nik der spektralen Abtastung gewahlt werden, die im wesentlichen nicht
bestimmte Wellenldngen abtastet, sondern die Parameter des Modells.
Diese Technik wird als modellbasierte spektrale Abtastung bezeichnet.

Wir werden diesen generellen Ansatz anhand eines einfachen Bei-
spiels illustrieren. Es zeigt eine Methode zur Messung der mittleren Wel-
lenldnge und des gesamten Strahlungsflusses einer beliebigen Spektral-
verteilung ¢ (A) innerhalb eines bestimmten Wellenzahlbereiches. Die
gesuchten GroRen werden folgendermaRen definiert:

1

¢:A2—A1

A2 Az A2
qu()\)d/\ und A:JAqb(A)dA/jqb(A)dA. (6.13)
A1 Al A1

In der zweiten Gleichung wird die spektrale Verteilung mit der Wellen-
lange multipliziert. Daher benoétigen wir einen Sensor mit einer Empfind-
lichkeit, die linear mit der Wellenzahl variiert. Wir versuchen es mit zwei
Sensorkandlen der folgenden linearen spektralen Sensitivitéat (Abb. 6.4c):

A—-A 1 -
Ri) = R = (5 +4) Ro

27 . (6.14)
R:(A) = Ro—Ri(A) = <E—?\>Ro,

wobei R die wellenlangenabhéngige Empfindlichkeit des Sensors ist und
A die normalisierte Wellenldnge
A= (A—#)/(AZ—M). (6.15)
Aistnull in der Mitte und +1/2 an den Réndern des Wellenzahlintervalls.
Die Summe der Sensitivitdt der beiden Kandle ist unabhangig von der
Wellenldnge, wahrend die Differenz direkt proportional zur Wellenldnge
ist und zwischen —R fiir A = A; und Ry fir A = A, variiert:

Ri(}) = Ri(d)+R(d) = Ro
Ry(A) = Ri(A) - Rz2(d) = 2ARo.

(6.16)

Daher ergibt das Summensignal der beiden Sensoren R; und R» eine
Messung des totalen Strahlungsflusses, wéahrend sich die mittlere Wel-
lenldnge aus 2A = (R; — R2)/(Ry + Ry) berechnen liasst. Auler diesen
beiden Grolen liefern die beiden Sensoren aber keine weiteren Details
uber die spektrale Verteilung der gemessenen Strahlung.

6.3.4 Farbsehen

Das menschliche Sehsystem reagiert nur auf elektromagnetische Strah-
lung der Wellenldngen zwischen etwa 360 und 800nm. Selbst bei In-
dividuen mit normaler Sehkraft ist die spektrale Empfindlichkeit aber
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Abbildung 6.5: a Relative spektrale Empfindlichkeit eines ,durchschnittlichen’
menschlichen Auges, wie sie 1980 von der CIE bei mittleren bis hohen (photopi-
sches Sehen V(A), durchgezogene Linie) und bei niedrigen Beleuchtungsstdrken
(skotopisches Sehen V' (A), gestrichelte Linie) festgelegt wurde; Daten aus [118].
b Relative spektrale Empfindlichkeit der Zapfen der menschlichen Retina nach
DeMarco et al. [34].

gewissen Schwankungen unterlegen. Der sichtbare Bereich des elektro-
magnetischen Spektrums (Licht, Abb. 6.2) ist also nicht exakt zu definie-
ren.

Auf der Retina (Netzhaut) des Auges, auf die ein Bild projiziert wird,
befinden sich hauptsachlich zwei Arten von Rezeptorklassen, Stabchen
und Zapfen. Photopigmente in den duBeren Segmenten der Rezepto-
ren absorbieren Strahlung. Die absorbierte Energie wird dann in neurale
elektrochemische Signale konvertiert, die an nachgeschaltete Neuronen,
den Sehnerv und das Gehirn weitergeleitet werden. Die Zapfen besitzen
drei verschiedene Photopigmente. Sie sind damit fiir drei unterschied-
liche Spektralbereiche empfindlich und erméglichen dadurch das Farb-
sehen (Abb. 6.5b). Zapfensehen ist nur aktiv bei mittleren und hohen
Beleuchtungsstarken und wird daher auch photopisches Sehen genannt.
Bei niedrigen Beleuchtungsstarken sind nur die Stdbchen aktiv. Daher
wird diese Sehform auch skotopisches Sehen genannt.

Auf den ersten Blick erscheint die quantitative Messung der spektra-
len Empfindlichkeit des Auges unmoglich, da wir uns nur auf einen sub-
jektiven Eindruck, wie das menschliche Auge ,Strahlung sieht®, stiitzen
konnen. Und doch kann die spektrale Empfindlichkeit gemessen wer-
den, indem wir ausnutzen, dass das Auge sehr empfindlich auf Hellig-
keitsunterschiede reagiert. Aufgrund extensiver Untersuchungen an vie-
len Probanden hat die internationale Lichtkommission (CIE) 1924 einen
Standard fir die spektrale Empfindlichkeit des menschlichen Beobach-
ters unter photopischen Bedingungen definiert. Dieser Standard wurde
spdter mehrmals leicht revidiert. Abbildung 6.5a zeigt die 1980 festge-
legten Werte. Die Kurve der relativen spektralen Empfindlichkeit fiir das
skotopische Sehen V’(A) ist von der Form her dhnlich, jedoch ist das
Maximum von etwa 555 nm auf 510 nm verschoben (Abb. 6.5a).
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Physiologische Messungen konnen nur eine relative spektrale Funk-
tion der Lichtausbeute ergeben. Es ist also notwendig, fiir Lichtgroflen
eine eigene Einheit zu definieren. Diese Einheit, das Candela, ist eine von
sieben Grundeinheiten des internationalen Einheitensystems (Systéme
Internationale oder SI). Das Candela ist definiert als die Lichtstiarke einer
monochromatischen Lichtquelle mit einer Frequenz von 5,4 - 10* Hz
und einer Strahlungsstarke von 1/683 W/sr. Der krumme Faktor 1/683
hat historische Griinde und riithrt daher, dass das Candela frither unab-
hangig von radiometrischen Grofen definiert wurde.

Mit dieser Definition der Lichtstarke und der Fahigkeit des Auges,
kleine Veranderungen der Helligkeit zu erkennen, kann die Lichtstarke
einer beliebigen Lichtquelle gemessen werden, indem sie mit einer Stan-
dardlichtquelle verglichen wird. Bei diesem Ansatz ist jedoch die Mes-
sung der Lichtstdrke von dem individuellen Beobachter abhédngig. Des-
halb ist es besser, eine spektrale Standardlichtausbeutefunktion zu ver-
wenden. Dann kann jede photometrische Grofke aus der ihr entsprechen-
den radiometrischen GréRe berechnet werden:

1 780 nm
Q, = 683% J Q(A)V(A)dA  photopisch,
380nm
I 780nm (6.17)
Qy = 1754% J Q(A)V'(A)dA skotopisch,
380 nm

wobei V(A) die spektrale Lichtausbeute fiir das Tagsehen ist (photo-
pisch). Eine Liste aller photometrischen GrofRen und ihrer Strahlungs-
dquivalente findet sich in Anhang A (> ??). Die Einheit des Lichtstroms,
der zum Strahlungsfluss (Einheit W) dquivalenten photometrischen Gro-
Re, ist Lumen (Im).

Das Farbsehen des Menschen kann mit den Begriffen der oben disku-
tierten spektralen Abtasttechniken als ein Gemisch von Bandpassabtas-
tung und modellbasiertem Abtasten betrachtet werden. Fiir das Farb-
empfinden stehen dem Auge drei Typen von Photopigmenten in den als
Zapfen bezeichneten Photorezeptoren der Retina zur Verfiigung. Die-
se Photopigmente haben unterschiedliche spektrale Empfindlichkeiten
(Abb. 6.5b). Sie umfassen Spektralbdnder mit maximalen Sensitivitaten
bei 445nm, 535nm bzw. 575nm, die sich jedoch betrachtlich tiber-
lappen. Im Gegensatz zu unseren Modellbeispielen sind die drei Sen-
sorkandle ungleich breit und konnen nicht einfach in linearen Bezug
zueinander gebracht werden. Tatsachlich ist die Farbempfindlichkeit
des menschlichen Auges ungleichmidfig, so dass die damit verbunde-
nen Nichtlinearitaten die wissenschaftliche Untersuchung des Farbse-
hens ziemlich schwierig machen. An dieser Stelle werden nur einige
grundlegende Tatsachen besprochen, soweit sie zum Verstehen von Far-
ben nétig sind.
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Mit drei Farbsensoren spannen Farbsignale einen 3D-Raum auf. Je-
der Punkt in diesem Raum reprasentiert eine Farbe. Es ist klar, dass
viele spektrale Verteilungen, sogenannte metamere Farbreize oder kurz
Metamere, auf einen Punkt im Farbraum abgebildet werden konnen. Ge-
nerell konnen wir das Signal s;, das ein Sensor mit einer spektralen Emp-
findlichkeit R;(A) erzeugt, schreiben als

Si = JRL'(A)d)(/\)d/\. (6.18)

Die von drei Sensoren fiir Priméarfarben erzeugten Tripel werden oft Tri-
stimulus genannt.

Im Zentrum der Farbenlehre (Colorimetrie) steht ein System, mit dem
Farben als Linearkombinationen von Grund- oder Primdrfarben wieder-
gegeben werden konnen. Ein Satz von drei spektralen Verteilungen ¢ ;(A)
reprasentiert einen Satz von Primarfarben und resultiert in einem Vek-
tor von Antworten, die durch die Matrix P folgendermalen beschrieben
werden konnen:

pij = JRl-m)cpJ-(A)dA. (6.19)

Jeder Vektor p; = (p1j,P2j, p3;) reprasentiert den Tristimulus der
Primérfarben im 3D-Farbraum. Dann ist offensichtlich, dass nur Farben
dargestellt werden konnen, die eine Linearkombination der Basisvekto-
ren p; sind:

s=Rp, +Gp, + Bp; mit 0<R,G,B <1, (6.20)

wobei die Koeffizienten mit R, G und B fir die drei Primarfarben Rot,
Griin und Blau bezeichnet werden. Nur wenn die drei Basisvektoren p ;
orthogonal sind, kdnnen alle Farben als Linearkombination der Basis-
vektoren wiedergegeben werden. Ein mogliches und technisch leicht zu
realisierendes Primarfarbensystem sind die monochromen Farben Rot,
Griin und Blau mit 700 nm, 546,1 nm and 435,8 nm, wie sie 1931 von der
CIE festgelegt wurden. Wir benutzen im folgenden das Bildschirmpri-
marfarbensystem nach der europaischen EBU-Norm, mit rotem, griinem
und blauem Phosphor (Leuchtstoff) als Grundfarben, da dies die tibliche
Methode ist, Farbbilder auf RGB-Farbmonitoren darzustellen.

Aus der signifikanten Uberlappung der Spektralantworten der drei
Zapfentypen in der Retina, insbesondere im griinen Bereich (Abb. 6.5b),
wird offensichtlich, dass es keinen Satz physikalischer Priméarfarben gibt,
der alle moglichen Farben des 3D-Farbraumes darstellen kann. Die Far-
ben, die wiedergegeben werden konnen, liegen innerhalb des Parallelepi-
peds, das von den drei nichtorthogonalen Basisvektoren der Primarfar-
ben gebildet wird. Je mehr die Primarfarben miteinander korreliert sind
(d.h., je kleiner der Winkel zwischen zwei von ihnen ist), desto geringer
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ist der Farbraum, der durch sie reprasentiert werden kann. Mathema-
tisch gesehen haben Farben, die nicht durch ein Gemisch von Primérfar-
ben dargestellt werden konnen, zumindest einen negativen Koeffizienten
in (6.20).

Eine Komponente im 3D-Farbraum ist die Intensitdt. Wird ein Farb-
vektor mit einem Skalar multipliziert, andert sich zwar seine Intensitat,
nicht jedoch seine Farbe. So konnen alle Farben iiber die Intensitat nor-
malisiert werden. Diese Operation reduziert den 3D-Farbraum auf eine
2D-Farbebene oder auch Farbenkarte:

R G B

"“rici8 9 Ric:B YT RiGiB

(6.21)
mit

rY+g+b=1. (6.22)
Es ist ausreichend, nur die beiden Komponenten » und g zu verwen-
den. Die dritte Komponente ergibt sich dann aus b = 1 — * — g nach
(6.22). Damit sind alle Farben, die durch die drei Primarfarben R, G und
B reprasentiert werden konnen, auf ein Dreieck im 7 g-Raum beschrankt
(Abb. 6.6a). Wie bereits erwdhnt, konnen einige Farben nicht durch die
Priméarfarben dargestellt werden. Die Grenze der moglichen Farben wird
durch alle sichtbaren monochromatischen Farben von tiefrot bis blau ge-
geben. Die Linie der monochromatischen Farben bildet eine u-férmige
Kurve im *g-Raum. Da alle Farben, die auf einer geraden Linie zwischen
zwei Farben liegen, durch additive Mischung dieser beiden erzeugt wer-
den konnen, bildet die von der u-férmigen Spektralkurve und der gera-
den Mischlinie zwischen ihren beiden Enden fiir blaue und rote Farbe
(Purpurlinie) berandete Flache den Raum aller moglichen Farben.

Um negative Farbkoordinatenwerte zu vermeiden, wird oft ein neu-
es Farbkoordinatensystem mit virtuellen Primarfarben gewahlt, d. h. mit
Priméarfarben, die keiner physikalischen Farbe entsprechen. Dieses Farb-
system ist als XYZ-Farbsystem bekannt und derart konstruiert, dass es
gerade die Kurve monochromatischer Farben mit nur positiven Koeffizi-
enten enthalt (Abb. 6.6¢). Es wird durch die folgende lineare Koordina-
tentransformation beschrieben:

X 0,490 0,310 0,200 R
Y |=] 0,177 0,812 0,011 G |. (6.23)
V4 0,000 0,010 0,990 B

Die Riicktransformation vom XYZ-Farbsystem in das RGB-Farbsystem er-
gibt sich durch die Invertierung der Matrix in (6.23).

Die bisher diskutierten Farbsysteme haben mit der Farbempfindung
des Menschen nicht direkt zu tun. Aus den rg- oder xy-Werten konnen
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Abbildung 6.6: Farbenkarte, dargestellt im a v g-Farbraum; b uv -Farbraum; c
xy-Farbraum; die grauen Dreiecke umschliefSen die Farben, die durch additive
Farbmischung aus den Primcirfarben R, G und B erzeugt werden kénnen.

wir nicht direkt Farben wie Griin oder Blau erzeugen. Zu einer natiirli-
chen Beschreibung von Farben gehort neben der Leuchtstdrke oder Be-
leuchtungsstdrke (Intensitdt) der Farbtyp wie Grin oder Blau (Farbton)
und die Reinheit der Farbe (Sdttigung). Aus einer reinen Farbe konnen
wir jeden Sattigungsgrad erzeugen, indem wir sie mit Weil mischen.

Farbton und Sattigung kénnen aus Farbenkarten durch einfache Ko-
ordinatentransformationen extrahiert werden. Der Bezugspunkt ist der
WeiBpunkt in der Mitte des Diagramms (Abb. 6.6b). Wenn wir von die-
sem Punkt eine Linie zu einer reinen (monochromatischen) Farbe ziehen,
entsteht eine Mischlinie fiir eine reine Farbe mit weil. Sie ist daher eine
Linie mit konstantem Farbton. Von diesem Weilpunkt zur reinen Far-
be nimmt die Sattigung linear zu. Der Weiffpunkt ist im ¥ g-Diagramm
durch w =[1/3, 1/3]T gegeben.

Ein Farbsystem, das sein Zentrum im Weillpunkt hat, wird Farbdif-
ferenzsystem genannt. Von einem Farbdifferenzsystem konnen wir zu
einem Farbton-Sattigungs-Farbsystem (englisch: hue, saturation, inten-



170 6 Quantitative Visualisierung

sity, HSI) gelangen, indem wir ein polares Koordinatensystem verwen-
den. Dann ist der Radius proportional zur Sattigung und der Winkel
zum Farbton (Abb. 6.6b).

Soweit ist die Farbwissenschaft einfach. Alle Schwierigkeiten entste-
hen aus der Tatsache, dass ein Farbsystem fiir Bildschirme und Dru-
cker sowie fiir die Ubertragung durch Fernsehsignale optimiert werden
muss. Probleme entstehen auch bei der Korrektur der ungleichen Farb-
auflosung des menschlichen visuellen Systems, die in den Farbenkarten
sichtbar wird (Abb. 6.6). Diese Probleme haben zu einer verwirrenden
Vielfalt unterschiedlicher Farbsysteme gefiihrt.

6.4 Wechselwirkung zwischen Strahlung und Materie*

Die Wechselwirkung zwischen Strahlung und Materie ist die Grundlage fir jede
abbildende Technik. Grundsatzlich kénnen zwei Klassen der Wechselwirkung
unterschieden werden (Abb. 6.7). Die erste Klasse steht im Zusammenhang mit
Diskontinuititen optischer Eigenschaften am Ubergang zwischen zwei unter-
schiedlichen Materialien. Die zweite Klasse bezieht sich auf Volumen und hiangt
von den optischen Materialkonstanten ab. In diesem Abschnitt geben wir eine
kurze Zusammenfassung der wichtigsten Arten der Wechselwirkungen. Damit
soll ein Uberblick tiber die vielfiltigen Moglichkeiten der Messung von Materi-
aleigenschaften mit bildaufnehmenden Techniken gegeben werden.

6.4.1 Thermische Emission#

Emission von elektromagnetischen Strahlen erfolgt bei allen Temperaturen und
ist damit eine allgegenwartige Form der Interaktion zwischen Materie und elek-
tromagnetischer Strahlung. Die Ursache fiir die spontane Emission elektroma-
gnetischer Strahlung ist die thermische Molekularbewegung, die mit der Tem-
peratur steigt. Bei der Emission von Strahlung wird thermische Energie in elek-
tromagnetische Strahlen umgewandelt. Nach dem Gesetz der Energieerhaltung
kuihlt sich die Materie dabei ab.

Es gibt eine obere Grenze thermischer Emission. Nach den Gesetzen der Ther-
modynamik muss der Anteil der Strahlung, der bei einer bestimmten Wellen-
lange absorbiert wurde, wieder abgestrahlt werden. Damit liegt die obere Emis-
sionsgrenze bei einem Absorptionsvermoégen von eins. Ein Stoff mit perfektem
Absorptionsvermogen — und maximaler Emission — wird schwarzer Kérper
genannt.

Die korrekte theoretische Beschreibung der Strahlung eines schwarzen Korpers
durch Planck im Jahre 1900 erforderte die Annahme, dass Emission und Absorp-
tion von Strahlung in diskreten Energiequanten E = hv erfolgen. Die spektrale
Strahlung eines schwarzen Korpers mit der absoluten Temperatur T betragt
(Abb. 6.8)

2hv3 1 2hc? 1

Le(v,T) = c? eXP(lleTvT)_l, Lo 1) = A> EXp(kz?;A)_l

(6.24)
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Abbildung 6.7: Prinzipielle Méglichkeiten der Wechselwirkung zwischen Strah-
lung und Materie: a an der Oberfldche eines Objektes, d. h. aufgrund der Dis-
kontinuitcit optischer Eigenschaften; b volumenbezogen.

mit
h=6,6262-10"%4]s Plancksche Konstante,

kg =1,3806 - 1023 J/K Boltzmann-Konstante und (6.25)
c=2,9979 - 108 ms~! Lichtgeschwindigkeit im Vakuum.

Die Strahlung eines schwarzen Korpers hat die wichtige Eigenschaft, dass die
Strahlungsdichte nicht richtungsabhéangig ist. Solch ein Strahler wird Lambert-
scher Strahler genannt. Damit ist die spektrale Strahlungsflussdichte (konstan-
te Strahlungsdichte integriert tiber eine Halbkugel) T-mal hoher als die Strah-
lungsdichte:

2mhc? 1

A5 exp(kBT/\) 1

Die totale Strahlungsflussdichte eines schwarzen Korpers, integriert tiber alle
Wellenldngen, ist nach dem Gesetz von Stefan und Boltzmann proportional zu

M. (A, T) = (6.26)
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Abbildung 6.8: Spektrale Strahldichte eines schwarzen Korpers bei verschiede-
nen absoluten Temperaturen T, doppelt-logarithmisch aufgetragen. Die diinne
Linie markiert die Wellenldinge der maximalen Emission als Funktion der absolu-
ten Temperatur.

T4:

4.5
2 KT _ s 6.27)

15 c2h3

M, = JME(A) dA =
0

wobei o = 5,67-10"8Wm2K~* die Stefan-Boltzmann-Konstante ist. Die Wellen-
lange der maximalen Emission eines schwarzen Korpers wird durch das Wien-
sche Gesetz beschrieben:
-3
A, ~ 2.898 - 10 Km. (6.28)
T

Die maximale Strahlungsflussdichte bei Raumtemperatur (300K) liegt im Infra-
rotbereich bei etwa 10 um, bei 3000K (Gliihlampe) liegt sie im nahen Infrarot
bei 1 ym.
Reale Objekte emittieren weniger Strahlung als ein schwarzer Kérper. Das Ver-
héltnis der Ausstrahlung eines realen Korpers zur Ausstrahlung eines schwar-
zen Korpers wird (spezifische) Emissivitdt € genannt und ist abhédngig von der
Wellenldnge.
Die Strahlung im Infrarot- und Mikrowellenbereich kann verwendet werden, um
Bilder der Temperaturverteilung von Objekten aufzunehmen. Diese Anwen-
dung wird Thermographie genannt. Die thermische Bildaufnahme wird dadurch
kompliziert, dass reale Objekte keine perfekten schwarzen Korper sind, son-
dern teilweise Strahlung ihrer Umgebung reflektieren. Hat ein Objekt die Emis-
sivitdt €, resultiert der Teil 1 — € der empfangenen Strahlung aus der Objekt-
umgebung. Dies verfalscht die Temperaturmessung. Unter der vereinfachten
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Abbildung 6.9: Strahldichte eines schwarzen Korpers bei Temperaturen zwi-
schen 0 und 40°C im Wellenldngenbereich a 0-20 um und b 3-5um.
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Abbildung 6.10: Relative photonenbasierte Strahlungsdichte im Temperatur-
bereich zwischen 0 und 40°C und bei Wellenldngen in um, wie angegeben: a
bezogen auf die Strahlungsdichte bei 40°C; b relative Anderung in Prozent pro
Grad.

Annahme, dass die Umgebung eine konstante Temperatur T, hat, konnen wir
den Einfluss der reflektierten Umgebungsstrahlung auf die Temperaturmessung
abschatzen. Die Gesamtstrahlung E, die das Objekt abgibt, betragt

E=eoT*+ (1-¢€)oT). (6.29)

Diese Strahlung wird interpretiert, als ob sie von einem schwarzen Koérper mit
der vorgetauschten Temperatur T’ herrithren wiirde:

oT* =€oT* + (1 —€)o T2 (6.30)

Umsortieren der Gleichung nach T’ ergibt

4 _ a4
TgT) . (6.31)

T’:T<1+(1—e) =
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Abbildung 6.11: Beispiele fiir Wérmebilder: a Gebciude, aufgenommen an einem
kalten Wintertag, b Strafienszene, c Blick in einen PC und e Person mit Feuerzeug.

Innerhalb der Grenzen kleiner Temperaturdifferenzen (T, — T <« T) reduziert
sich (6.31) auf

T'=~eT+(1-¢e)T, oder T'-T=(1-¢)(T, -T). (6.32)

Aus dieser vereinfachten Gleichung schlieRen wir, dass eine 1 %ige Abweichung
von € von eins in einem Temperaturfehler von 0,01 K pro 1 K Unterschied der
Objekttemperatur zur Umgebungstemperatur resultiert. Selbst bei einem fast
perfekten schwarzen Kérper wie der Wasseroberflache mit einer mittleren Emis-
sivitdt von 0,97 fiihrt dies zu betrachtlichen Fehlern bei der absoluten Tempe-
raturmessung. Die tatsdchliche Temperatur eines klaren Himmels kann leicht
80K kalter als eine 300 K warme Wasseroberflache sein und damit zu einem
Fehler von -0,03 - 80 K = -2,4 K bei der Temperaturmessung fithren. Dieser
Fehler kann nach (6.31) und (6.32) korrigiert werden, wenn die mittlere Um-
gebungstemperatur bekannt ist. Ebenso sind relative Temperaturmessungen
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fehlerbehaftet, wenn auch weniger deutlich. Wenn wir von einer konstanten
Umgebungstemperatur im Bereich (T, — T) < T ausgehen, kénnen wir aus
(6.32) schlieRen, dass

0T ~edT fur (T,-T) < T. (6.33)

Das bedeutet, dass die gemessenen Temperaturunterschiede um den Faktor €
kleiner sind als in Wirklichkeit.

Andere Korrekturfaktoren miissen angewandt werden, wenn Strahlung auf dem
Weg vom Objekt zum Detektor signifikant absorbiert wird. Ist die Entfernung
zwischen Objekt und Kamera groR, wie bei Infrarotaufnahmen der Erde von
Flugzeugen oder aus dem Weltraum, ist es wichtig, einen Wellenldngenbereich
mit minimaler Absorption zu wéhlen. Die beiden wichtigsten atmosphérischen
Fenster liegen bei 3-5 ym (mit einem scharfen Absorptionsmaximum um 4,2 ym,
das auf CO» zurtickzufiihren ist) und bei 8-12 pym.

Abbildung 6.9 zeigt die Strahlung eines schwarzen Koérpers bei Umgebungstem-
peraturen zwischen 0 und 40 °C in Wellenldngenbereichen von 0-20 um und 3-5
pm. Obwohl das Strahlungsmaximum bei 10 ym und dort etwa 20mal hoher als
bei 4 ym liegt, ist die relative Veranderung der Strahlung mit der Temperatur
bei 4 um viel grofer als bei 10 pum.

Dieser Effekt ist genauer in Abb. 6.10 gezeigt. Dort ist die Strahlungsdichte rela-
tive zu der Strahlungsdichte bei 40°C und die relative Anderung der Strahlungs-
dichte pro Grad (0L/0T)/L als Funktion der Temperatur aufgetragen. Wahrend
sich die Strahlung bei 20 °C bei einer Wellelange von 10 ym nur um etwa 1,7 %/K
dndert, andert sie sich bei einer Wellenldnge von 4 ym um etwa 4 %/K. Diese
hohere relative Sensitivitat bedingt den Vorteil des Wellenlangenbereiches 3-
5 um fir die Messung kleiner Temperaturunterschiede, obwohl die absolute
Strahlung viel kleiner ist.

In Abb. 6.11 illustrieren einige Bilder die Anwendung der Thermograhie.

6.4.2 Brechung, Reflexion und Transmission*

Am Ubergang zwischen zwei optischen Medien wird der tibertragene Strahl
nach dem Snellius-Brechungsgesetz gebrochen, d.h., er dndert seine Richtung
(Abb. 6.12a):

sin 91 N

sin 92 B ni ’
wobei 0, der Einfallswinkel und 6, der Brechungswinkel ist. Brechung ist die
Basis fiir transparente optische Elemente (Linsen), die ein Abbild eines Objektes
erzeugen konnen. Das bedeutet, dass alle Strahlen, die von einem Punkt des
Objektes emittiert werden und durch das optische Element wandern, in einem
Punkt der Bildebene konvergieren.
Eine spiegelnde Oberflache reflektiert Licht gerichtet. Licht, dass in Richtung
(04, ¢;) einfallt, wird in Richtung (9;, @; + 1) reflektiert. Das bedeutet, dass der
Reflexionswinkel gleich dem Einfallswinkel ist und dass der einfallende und der
reflektierte Strahl sowie die Oberflichennormale in einer Ebene liegen. Das Ver-
haltnis des reflektierten Strahlungsflusses zum an der Oberfliche einfallenden
Fluss wird Reflexionskoeffizient p genannt.

(6.34)
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Abbildung 6.12: a Ein Strahl dindert seine Richtung am Ubergang zwischen zwei
optischen Medien mit einem unterschiedlichen Brechungsindex. b Parallel pola-
risiertes Licht wird vollstindig gebrochen und nicht reflektiert, wenn der Winkel
zwischen dem reflektierten und dem gebrochenen Strahl 90° betragen wiirde.
Diese Bedingung gilt beim Ubergang sowohl von optisch diinneren als auch von
optisch dickeren Medien.

Spiegelnde Reflexion tritt nur bei glatten Oberflachen auf. Eine Oberflaiche muss
wegen der wellendhnlichen Natur elektromagnetischer Strahlung fir spiegelnde
Reflexion nicht perfekt glatt sein. Es geniigt, wenn die restliche Rauheit deutlich
kleiner ist als die Wellenldange.
Der Reflexionskoeffizient p hdangt vom Einfallswinkel, von den Brechungsindizes
n, und n, der beiden aufeinandertreffenden Medien und von der Polarisation
der Strahlung ab. Licht wird parallel bzw. senkrecht polarisiert genannt, wenn
der elektrische Feldvektor parallel bzw. senkrecht zur Einfallsebene ist, welche
die Einfallsrichtung, die Reflexionsrichtung und die Oberflichennormale ent-
halt.
Der Reflexionskoeffizient ist durch die Fresnel-Gleichungen gegeben, fiir parallel
polarisiertes Licht durch
_ tan®(0; — 60>)

oI = tan2(0; + 6,)’
fiir senkrecht polarisiertes Licht durch

Sil’l2 (91 — 92)

O S0+ 02 o0

und fir unpolarisiertes Licht (siehe Abb. 6.13) durch
_PitpPL
p= > s
wobei 0; der Einfallswinkel und 6, der Ausfallswinkel ist, die beide tiber das
Snellius-Gesetz in Beziehung zueinander stehen.

Bei senkrechtem Einfall (6; = 0) hdngt die Reflexion nicht von der Polarisation
ab:

(6.35)

(6.37)

C(mi-n2)? (n-1)°
C(m+n2)?2 (n+1)2

mit n =ny/no. (6.38)
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Abbildung 6.13: Reflexion am Ubergang a von Luft (n; = 1,00) in BK7-Glas
my2 = 1,517) und b von BK7-Glas in Luft fiir parallel- (||), senkrecht- (1) und
unpolarisiertes einfallendes Licht.

Wie in Abb. 6.13 illustriert, wird parallel polarisiertes Licht bei einem bestimm-
ten Winkel (Brewster-Winkel 0),) iberhaupt nicht reflektiert. Diese Bedingung ist
erfiillt, wenn gebrochene und reflektierte Strahlen senkrecht zueinander stehen

wiirden (Abb. 6.12b): .
V1 +n?/n’ '

Tritt ein Strahl in ein Medium mit niedrigerem Brechungsindex ein, wird das
Licht total reflektiert, wenn der Einfallswinkel groRer als der kritische Winkel
0. ist:

0, = arcsin (6.39)

. n )
0;. = arcsmn—1 mit n; < no. (6.40)
2

Dieses Phdanomen wird Totalreflexion genannt.

6.4.3 Rauhe Oberflichen*

Die meisten natiirlichen und auch technische Objekte reflektieren Licht nicht
direkt, sondern zeigen eine diffuse Reflexion. Der Grund sind mikroskopische
Unebenheiten, die, abhédngig von der Neigung der einzelnen reflektierenden
Flachen, Licht in verschiedene Richtungen reflektieren. Die Winkelverteilung
der riickgestreuten Strahlung kann sehr unterschiedlich sein. Einige Materiali-
en erzeugen starke Vorwartsstreuung, wiahrend andere nahezu gleichmaRig in
alle Richtungen streuen. Es gibt auch eine Art gemischter Reflexion, die teilwei-
se spiegelnd ist durch Reflexion an der glatten Oberfliche und teilweise diffus
aufgrund von Riickstreuung aus tieferen Schichten. In diesem Fall dringt Licht
teilweise in das Objekt ein und wird an optischen Inhomogenitdten gestreut.
Ein Teil des gestreuten Lichtes verlasst das Objekt wieder und verursacht dif-
fuse Reflexion. Werden mit der Kamera Objekte aufgenommen, die nicht selbst
Strahlung emittieren, aber einfallendes Licht passiv reflektieren, ist es notwen-
dig zu wissen, wie das Licht reflektiert wird.

Allgemein kann die Beziehung zwischen emittierter und einfallender Strahlung
als Verhaltnis der Strahlung, die unter dem Polarwinkel 6, und dem Azimut-
winkel 6, emittiert wird, und der Bestrahlungsstarke 6; ausgedriickt werden.
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Dieses Verhaltnis wird bidirektionale Reflexionsverteilungsfunktion oder Refle-
xionsverteilung genannt, da sie vom Winkel sowohl der einfallenden als auch
der austretenden Strahlung abhéngt:

Le(0e, be)
Ei(0i, 1)

Bei einem perfekten Spiegel (spiegelnde Reflexion) ist f tiberall null, mit Aus-
nahme von 0; = 0, und ¢, = ™ + ¢, also

Sf(0i,0.) = 6(0; = 0.) - 5(pe — T — ¢pi). (6.42)

Das andere Extrem ist ein perfekt streuendes Material, das einfallende Strah-
lung unabhéangig vom Einfallswinkel gleichméafRig in alle Richtungen reflektiert.
Solch eine Oberflaiche wird Lambertscher Strahler oder Lambertscher Reflek-
tor genannt. Die Strahlung dieser Oberflachen ist unabhéngig von der Betrach-
tungsrichtung:

f(0i, di, 0c, be) = (6.41)

1

1
Le = ;El Oder f(@i,¢i|92y¢e) = s

(6.43)

6.4.4 Absorptionsvermégen und Transmissivitat?

Strahlung, die sich in Materie bewegt, wird mehr oder weniger absorbiert und
in unterschiedliche Energieformen umgewandelt, insbesondere in Warme. Die
Absorption in einer diinnen Schicht dx ist proportional zur Strahlungsenergie.
Daher gilt:
dI(A)
dx
Der Absorptionskoeffizient « ist eine Eigenschaft des Mediums und héangt von
der Wellenldnge der Strahlung ab. Er ist eine reziproke Ldange mit der Einheit
m~!. Durch Integration von (6.44) konnen wir die Abschwéchung der Strahlung
auf dem Weg von 0 bis x berechnen:

—a(A, x)1. (6.44)

I(x) =1(0) - exp (7 L:( (x(/\,x')dx’) , (6.45)

oder, wenn das Medium homogen ist (« ist unabhéngig von der Position x’):
I(x) =1(0)exp(—ax(A)x). (6.46)

Die exponentielle Abschwachung von Strahlung in einem homogenen Medium,
wie sie durch (6.46) ausgedriickt wird, wird oft als Lambert-Beer-Bouguer-Gesetz
bezeichnet. Danach wird Strahlung nach einem Weg von 1/« auf 1/e ihres
urspriinglichen Wertes abgeschwdacht.

Das Wegintegral iiber den Absorptionskoeffizienten

X2
T(x1,X2) =J a(x")dx’ (6.47)
x1
resultiert in einer dimensionslosen GroRe, die als optische Dichte bezeichnet
wird. Die optische Dichte ist ein logarithmischer Ausdruck der Strahlungsab-
schwachung und bedeutet, dass entlang dem Weg von Punkt x; zu Punkt x; die
Strahlung auf e~ 7 abgeschwéacht wurde.
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Wenn Strahlung durch zusammengesetzte Medien dringt, ist — zumindest bei
bestimmten Wellenlangen — oft nur eine chemische Substanz fir die Strah-
lungsabschwachung verantwortlich. Also ist es sinnvoll, den Absorptionskoef-
fizienten auf die Konzentration dieser Substanz zu beziehen:

x=¢&c-c, [e]= [%], (6.48)
molm-~—1
wobei ¢ die Konzentration in Mol/1ist. ¢ ist der sogenannte molare Absorptions-
koeffizient. Die einfache lineare Beziehung (6.48) ist fiir einen weiten Bereich
von Strahlungsstarken giiltig, jedoch nicht bei sehr hohen Intensititen, z.B. bei
Laserstrahlen. An dieser Stelle treten wir in die Welt nichtlinearer optischer
Phdnomene ein.
Da der Absorptionskoeffizient eine individuelle Eigenschaft chemischer Sub-
stanzen ist, kann er bei Bildverarbeitungsanwendungen dazu verwendet wer-
den, chemische Stoffe zu identifizieren und ihre Konzentration zu messen.
Der Begriff Transmissionskoeffizient steht fiir den Anteil der Strahlung, der
ubrigbleibt, nachdem die Strahlen einen bestimmten Weg im Medium zurtiickge-
legt haben. Der Begriff Transmissivitat und der Transmissionskoeffizient wer-
den oft verwechselt. Im Gegensatz zur Transmissivitat bezieht sich der Trans-
missionskoeffizient auf eine einzelne Oberflache und steht fiir den Anteil der
Strahlung, der nicht reflektiert wird, sondern in das Medium eintritt.

6.4.5 Streuung?

Die Abschwédchung der Strahlung durch Streuung kann dhnlich wie der Strah-
lungsverlust durch Absorption beschrieben werden:
1dI(A)
A)=—=——. 6.49
B(A) T dx (6.49)
Der Streukoeffizient B ist eine reziproke Linge mit der Einheit m~!. Wird Strah-
lung sowohl durch Absorption als auch durch Streuung abgeschwacht, konnen
beide Effekte im Extinktionskoeffizienten k(A) zusammengefallt werden:

K(A) = x(A) + B(A). (6.50)

Ungliicklicherweise gibt es fiir diese verschiedenen Koeffizienten keine einheit-
liche Terminologie und Symbolik. Die unterschiedlichen Vereinigungen verwen-
den verschiedene Symbole und leicht voneinander abweichende Definitionen.

Obwohl Streuung der Absorption zu dhneln scheint, ist sie ein viel schwieri-
geres Phdanomen. Gleichung (6.50) kann nur verwendet werden, wenn sich die
Strahlung der einzelnen Streuzentren an einem beliebigen Punkt, weit entfernt
von den Partikeln, inkohérent addiert. Die Komplexitédt der Streuung hangt mit
der Tatsache zusammen, dass gestreute Strahlung (ohne zusatzliche Absorpti-
on) nicht verlorengeht. Gestreutes Licht kann mehr als einmal gestreut werden.
Daher kann ein Teil von ihm mehr als einmal wieder in den Originalstrahl eintre-
ten. Die Wahrscheinlichkeit, dass Strahlung auf einer bestimmten Wegstrecke
mehr als einmal gestreut wird, steht in direktem Zusammenhang mit der totalen
Abschwéachung durch Streuung entlang dem Weg des Strahls und damit mit der
optischen Dichte 7. Ist T kleiner als 0.1, werden weniger als 10% der Strahlung
gestreut.
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Der gesamte Anteil gestreuten Lichts und die Analyse der Winkelverteilung steht
in Beziehung zu den optischen Eigenschaften des streuenden Mediums. Daher
wird die Streuung durch optische UnregelméRigkeiten des Mediums verursacht.
Fiir die weitere Diskussion nehmen wir an, dass kleine kugelférmige Partikel mit
dem Radius 7 und dem Brechungsindex » in ein optisch homogenes Medium
eingebettet sind.

Die Streuung an einem Teilchen wird durch den Wirkungsquerschnitt oder Streu-
querschnitt beschrieben. Er ist das Verhéltnis des Flusses, der durch das Teil-
chen weggenommen wird, zum einfallenden Fluss:

05 = s/ PpTTY2. (6.51)

Der Streuquerschnitt hat die Einheit einer Flache. Er kann als effektive Streu-
flache des Partikels, der den einfallenden Strahlungsfluss vollstandig streut, be-
trachtet werden. Daher wird der Wirksamkeitsfaktor Q. definiert als Wirkungs-
querschnitt, bezogen auf die geometrische Querschnittsflache des Teilchens:

Qs = 0'5/(7'”’2)- (6.52)
Die Winkelverteilung der gestreuten Strahlung wird durch den differentiellen
Wirkungsquerschnitt dos/dQ definiert, der Strahlungsflussdichte, die pro Ein-
heitsraumwinkel gestreut wird. Der totale Wirkungsquerschnitt ist das Integral
uber alle Raumwinkel des differentiellen Wirkungsquerschnittes:

doy
O = J 40 dQ. (6.53)
Das Verhiltnis zwischen dem Streukoeffizienten B (6.49) und dem Wirkungs-
querschnitt ergibt sich durch folgende Uberlegungen. N sei die Anzahl der
streuenden Teilchen pro Einheitsvolumen. Damit entspricht der Wirkungsquer-
schnitt aller Teilchen der Flache N - o. Diese Flache, verglichen mit der Einheits-
flache, ergibt den Anteil der Flache, die den einfallenden Lichtfluss streut, und
ist damit identisch mit dem Streukoeffizienten S:

B=No. (6.54)

Die Streuung durch kleine Partikel wird entscheidend durch das Verhaltnis der
PartikelgroRe zur Wellenldnge der Strahlung, ausgedriickt in der dimensionslo-
sen Partikelgrofe q = 21mv /A = vk, beeinflusst. Ist g < 1 (Rayleigh-Streuung),
haben wir eine sehr schwache Streuung proportional zu A~4:

8 ,|n?-1

2 _ 2
/T =34 |

. (6.55)

Bei g > 1 kann die Streuung durch geometrische Optik beschrieben werden.
Reflektiert ein Partikel die einfallende Strahlung vollstandig, ist der Wirkungs-
querschnitt gleich dem geometrischen Querschnitt und der differentielle Wir-
kungsquerschnitt konstant (isotrope Streuung, do/dQ = r%/2).

Dagegen ist die Streuung bei Partikeln der GroRe etwa einer Wellenldnge der
Strahlung (Mie-Streuung) durch Beugungs- und Interferenzeffekte des Lichts,
das von den unterschiedlichen Teilen der Partikeloberflache gestreut wird, sehr
komplex. Der differentielle Wirkungsquerschnitt variiert stark mit dem Streu-
ungswinkel und ist hauptsachlich vorwarts gerichtet, wahrend die Rayleigh-
Streuung eher isotrop ist.
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6.4.6 Optische Aktivitit?

Optisch aktive Stoffe rotieren die Polarisationsebene elektromagnetischer Strah-
lung. Die Drehung ist proportional zur Konzentration des optisch aktiven Ma-
terials ¢ und der Wegstrecke d:

@ =y(A)cd. (6.56)

Die Konstante y ist die spezifische Drehung und hat die Einheiten [m? mol] oder
[cm? g~!]; sie ist sehr von der Wellenlidnge der Strahlung abhingig. Generell ist
die spezifische Drehung signifikant groRer bei kurzen Wellenldangen.

Zwei gut bekannte optisch aktive Materialien sind Quarzkristalle und Zucker-
l6sung. Die optische Aktivitat kann — einschlieRlich der Messung der Abhangig-
keit von der Wellenldnge — dazu verwendet werden, chemische Stoffe zu iden-
tifizieren und ihre Konzentration zu messen. In Bezug auf die Visualisierung
hat die optische Aktivitit eine weitere Bedeutung, da sie durch verschiedene ex-
terne Einfliisse induziert werden kann, darunter durch elektrische (Kerr-Effekt)
und magnetische Felder (Faraday-Effekt).

6.4.7 Lumineszenz?

Lumineszenz ist die Emission von Strahlung aus Materialien, die aus einem Uber-
gang von einem angeregten in einen niedrigeren Energiezustand resultiert. Als
Fluoreszenz bezeichnet man Lumineszenz, die unmittelbar (im Bereich von Na-
nosekunden) nach der Anregung auftritt, wahrend der Begriff Phosphoreszenz
fiir die verzogerte Lumineszenz (Millisekunden bis Minuten) verwendet wird.
Lumineszenz ist ein sehr vielseitiger Prozess, da er durch verschiedene Prozes-
se ausgelost werden kann. Bei der Chemolumineszenz wird die Energie, die zur
Erzeugung des angeregten Zustandes notwendig ist, bei einer chemischen Reak-
tion freigesetzt. Chemolumineszenz hat normalerweise eine niedrige Effizienz
(d.h., die Anzahl der Photonen, die pro reagierendem Molekiil emittiert werden,
ist niedrig) im Bereich von 1% oder weniger. Flammen sind das klassische Bei-
spiel fiir einen Chemolumineszenzprozess niedriger Effizienz. Biolumineszenz
ist Chemolumineszenz in lebenden Organismen. Leuchtkafer und das Glithen
mariner Mikroorganismen sind bekannte Beispiele dafiir. Beim Leuchtkéafer wird
Luciferin enzymatisch oxidiert. Im Gegensatz zu den meisten Chemolumines-
zenzprozessen setzt diese Reaktion fast 100 % der chemischen Energie in Strah-
lungsenergie um.

Biolumineszenzprozesse spielen bei vielen biologischen Prozessen eine Rolle.
Die bildliche Erfassung solcher Prozesse erlangt bei der Untersuchung bioche-
mischer Reaktionen eine immer grofRere Bedeutung.

Ein anderes anspruchsvolles Werkzeug in der Biochemie ist die Markierung von
Biomolekiilen mit Fluoreszenzfarbstoffen. Heute konnen sogar einzelne Chro-
mosomen oder Gensequenzen mit Fluoreszenzfarbstoffen markiert werden.
Lumineszenzvorgdnge konkurrieren stets mit anderen Prozessen, die den ener-
getischen Zustand der Molekiile herabsetzen, ohne Strahlung zu emittieren. Ein
bekanntes Beispiel dafiir ist die strahlenlose Energieiibertragung beim Zusam-
menstoR von Molekiilen.

Einige Molekiilformen, insbesondere elektronegative Molekiile wie Sauerstoff,
inaktivieren angeregte Zustiande bei Molekiilkollisionen mit hoher Effizienz. Die-



182 6 Quantitative Visualisierung

© O
o O

o

N N O
o O

PBA-Fluoreszenz
[relative Einheiten]

o

2 4 6 8 10 12 14
0,-Konzentration in mg/I

Abbildung 6.14: Tilgung (Quenching) der Fluoreszenz von Pyrenbuttersdure
durch geldsten Sauerstoff: Messungen und Fit mit der Stern-Vollmer-Gleichung
(gestrichelte Linie).

ser Prozess heilt Tilgung oder Quenching. Die Anwesenheit von Quench-Mo-
lekiilen bewirkt eine Abschwachung oder Ausléschung der Fluoreszenz. Daher
kann die Fluoreszenzstrahlung zur Messung der Konzentration von tilgenden
Molekiilen verwendet werden. Die Abhéangigkeit der Fluoreszenzintensitat von
der Konzentration dieser Molekiile ist in der Stern-Vollmer-Gleichung formu-

liert:
L 1

Lo 1+keg
Dabei ist L die Fluoreszenzstrahlung, Lo die Fluoreszenzstrahlung ohne Til-
gung, ¢4 die Konzentration des tilgenden Molekiils und k die Tilgungskonstante,
die von der Lebensdauer des Fluoreszenzstadiums abhédngt. Effiziente Tilgung
erfordert, dass der angeregte Zustand eine ausreichende Lebensdauer hat.
Ein guter Fluoreszenzfarbstoff zur Messung der Tilgung durch gelosten Sau-
erstoff ist Pyrenbuttersdure (PBA) [ ]. Die relative Fluoreszenzintensitat von
PBA als Funktion der Konzentration des geldsten Sauerstoffs ist in Abb. 6.14 ge-
zeigt [ ]. Fluoreszenz wird durch einen gepulsten Stickstofflaser bei 337 nm
stimuliert. Die Veranderung der Fluoreszenz ist relativ gering, aber ausreichend
zur zuverldssigen Messung der Konzentration geldsten Sauerstoffs.

(6.57)

6.4.8 Dopplereffekt?

Ein Geschwindigkeitsunterschied zwischen der Strahlungsquelle und dem Emp-
fanger bewirkt, dass der Empfanger eine andere Frequenz misst, als die Quelle
emittiert hat. Dieses Phanomen wird als Dopplereffekt bezeichnet. Die Fre-
quenzverschiebung ist dem Geschwindigkeitsunterschied direkt proportional:
c—-ulk (us —u,)"k

Vy = ———=v; oder AV =v, —V; = ———=,

" e—ulk’ T 1 —ulk/c

wobei k = k/ |k|, v, die Frequenz der Quelle, v, die Frequenz, die am Empfanger
gemessen wird, k die Wellenzahl der Strahlung und ¢ die Fortpflanzungsge-
schwindigkeit der Strahlung ist. u; und u, sind die Geschwindigkeiten von

(6.58)
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Quelle und Empfanger relativ zum Medium, in dem sich die Welle fortpflanzt.
Nur die Geschwindigkeitskomponente in Richtung zum Empfanger bewirkt eine
Frequenzverschiebung.

Bewegt sich die Quelle zum Empfanger (u.k > 0), nimmt die Frequenz zu, da
die Wellenfronten schneller aufeinanderfolgen. Eine kritische Grenze ist liber-
schritten, wenn sich die Quelle mit mehr als der Fortpflanzungsgeschwindigkeit
der Strahlung bewegt. Dann folgt die Strahlung der Quelle hinterher.

Bei kleinen Geschwindigkeiten relativ zur Wellenfortpflanzungsgeschwindigkeit
ist die Frequenzverschiebung der relativen Geschwindigkeit zwischen Quelle
und Empféanger direkt proportional:

Av = (us — u,)k. (6.59)

Die relative Frequenzverschiebung Aw/w ist direkt durch das Verhéltnis der
Geschwindigkeitsdifferenz zwischen Quelle und Empfanger in Richtung des
Empféangers zur Wellenfortpflanzungsgeschwindigkeit gegeben:
_ T _

& — Mk. (6.60)

v c
Bei elektromagnetischen Wellen ist die Geschwindigkeit relativ zu einem ,Me-
dium* nicht relevant. Aus der Relativitdtstheorie ergibt sich die Frequenz zu:

S / S S S (6.61)
" y(1-uTk/c) Y= T (uljo? '

Fir kleine Geschwindigkeiten ergibt sich ebenfalls die Beziehung (6.59) mit u =
u; — u,. In diesem Fall konnen akustische und elektromagnetische Wellen in
Bezug auf die Frequenzverschiebung, die sich aufgrund einer Relativbewegung
zwischen Quelle und Empfanger ergibt, gleich behandelt werden.

6.5 Literaturhinweise zur Vertiefung*

Dieses Kapitel behandelt eine Vielfalt von Themen, die nicht zentral fir die
Bildverarbeitung, jedoch unerldsslich fiir die korrekte Bildaufnahme sind. Zum
Auffrischen oder Erweitern der Kenntnisse iiber elektromagnetische Wellen sei
auf einige der klassischen Lehrbiicher verwiesen, z.B. Niedrig [ ], Czichos
[29, B.III], E. S. Crawford [42], Hecht [73] oder Towne [199].

Die Wechselwirkung zwischen Strahlung und Materie im Hinblick auf die Fern-
erkundung wird von Stewart [ ] und Drury [39] behandelt. Einen Einblick in
Bildaufnahmetechniken quer durch das gesamte elektromagnetische Spektrum
gibt Richards [ ]. Die Thematik der Warmebildaufnahme ist inzwischen ein
eigenes Arbeitsgebiet geworden, mit dem sich zahlreiche Monographien befas-
sen, z.B. Gaussorgues [55] und Holst [78].

Eine gute Beschreibung des Farbsehens im Hinblick auf die Bildverarbeitung ist
in Pratt [155] und Wendland [215] zu finden. Die praktischen Aspekte der Pho-
tometrie und Radiometrie behandelt das “Handbook of Applied Photometry”
von DeCusaris [32].

Die adlteste Anwendung der quantitativen Visualisierung ist die Stromungsvisua-
lisierung. Einen faszinierenden Einblick mit vielen Bildbeispielen gibt der “Atlas
of Visualization” von Nakayama und Tanida [ ].
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7 Bildaufnahme

7.1 Einleitung

Die Bildaufnahme umfasst drei wichtigste Aspekte. Der erste betrifft
die Geometrie: Wo finden wir ein Objekt in einem Bild? Alle Bildauf-
nahmetechniken projizieren den dreidimensionalen Raum auf die eine
oder andere Weise auf eine zweidimensionale Bildebene. Daher kann die
Bildaufnahme vereinfacht als Projektion aus dem drei- in den zweidimen-
sionalen Raum betrachtet werden. Damit verbunden ist der Verlust ei-
ner Koordinate. Dies ist sicherlich ein wesentlicher Informationsverlust.
Wir erleben jedoch stindig und unbewulft, dass unser visuelles System
uns einen dreidimensionalen Eindruck unserer Umgebung vermittelt, der
ausreicht, uns darin zurechtzufinden und mit ihr zu interagieren. Tech-
nisch gesehen, rekonstruiert das visuelle System die dreidimensionale
Welt aus zweidimensionalen Bildern. Die Leichtigkeit, mit der dies er-
folgt, mag zu der Annahme verleiten, es sei eine einfache Aufgabe. Wie
wir aber in Kapitel 8 und 17 sehen, ist dies nicht der Fall.

Der zweite Aspekt betrifft die Radiometrie. Wie ,hell” ist ein abge-
bildetes Objekt, und wie hiangt die Helligkeit im Bild von den optischen
Eigenschaften des Objektes und des aufnehmenden Systems ab? Die Ra-
diometrie eines Abbildungssystems wird in Abschn. 7.5 behandelt. Fiir
die Grundlagen der Radiometrie sei auf Abschn. 6.3 verwiesen.

Der dritte Aspekt ist schlieRlich: Was geschieht mit einem Bild, wenn
wir es als eine Matrix digitaler Zahlen darstellen, um es mit einem Digi-
talrechner zu verarbeiten? Inwiefern limitieren die Prozesse Digitalisie-
rung und Quantifizierung, die ein kontinuierliches Bild in ein digitales
umwandeln, die Bildauflosung oder erzeugen Artefakte? Diese Fragen
werden in Kapitel 9 behandelt.

7.2 Welt- und Kamerakoordinaten

7.2.1 Definition

Zur Beschreibung der Lage der Objekte im 3D-Raum gibt es zwei Moglich-
keiten (Abb. 7.1). Das erste Koordinatensystem, das sogenannte Weltko-
ordinatensystem X' = [X], X}, X4]", ist auf die betrachtete Szene bezo-
gen. Die Koordinaten X und X, beschreiben die horizontalen Positionen
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optische Achse

X T Kamerakoordinaten
3

Weltkoordinaten

Abbildung 7.1: Welt- und Kamerakoordinatensysteme: Durch Rotation um den
Ursprung und eine Translation T kann das Weltkoordinatensystem in das Kame-
rakoordinatensystem tiberfiihrt werden.

und X; die vertikale Position. In manchen Situationen ist eine Schreib-
weise ohne indizierte Koordinaten sinnvoller: X' = [X’, Y’,Z']T. Beide
Schreibweisen werden in diesem Buch verwendet.

Ein zweites, das Kamerakoordinatensystem X = [ X, X>, X3 ]T, ist mit
der sich bewegenden Kamera verkniipft. Die X3-Achse fallt mit der opti-
schen Achse des Kamerasystems (Abb. 7.1) zusammen. Physikern sind
solche Betrachtungen vertraut, da physikalische Phanomene in verschie-
denen Koordinatensystemen diskutiert werden. So wird z.B. in der Me-
chanik Bewegung in Bezug auf zwei Beobachter, einen ruhenden und
einen sich mit dem Objekt bewegenden, studiert.

Der Ubergang von Welt- zu Kamerakoordinaten wird durch eine Trans-
lation und eine Rotation beschrieben. Zuerst wird der Ursprung des Welt-
koordinatensystems iiber den Translationsvektor T in den Ursprung des
Kamerakoordinatensystems geschoben (Abb. 7.1). Dann wird die Ori-
entierung des verschobenen Weltkoordinatensystems durch Rotationen
um entsprechende Achsen so gedndert, dass es mit dem Kamerakoor-
dinatensystem zusammenféallt. Mathematisch kann die Translation mit
einer Vektorsubtraktion und die Rotation mit einer Multiplikation des
Koordinatenvektors mit einer Matrix beschrieben werden:

X=R(X -T). (7.1)

7.2.2 Rotation

Die Rotation eines Koordinatensystems hat zwei wichtige Eigenschaften.
Sie verandert die Lange oder Norm eines Vektors nicht, und sie belat das
Koordinatensystem orthogonal. Eine Transformation mit diesen Eigen-
schaften wird in der linearen Algebra eine orthonormale Transformation
genannt.

Die Koeffizienten einer Transformationsmatrix haben eine intuitive
Bedeutung. Dies wird klar, wenn wir Einheitsvektoren E, in Richtung
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der Koordinatenachse transformieren. Mit E; erhalten wir z.B.

ail aiz as 1 ar

_, i}

E,=AF;=| a»n az a3 O |=]| an |. (7.2)
asr asy ass 0 asi

Die Spalten der Transformationsmatrix geben die Koordinaten der Ba-
sisvektoren im neuen Koordinatensystem an. Damit ist es einfach, die
Bedingung der Orthonormalitidt zu formulieren, die die Rotationsmatrix
R erfiillen muss:
3
R'R=1 oder > 7imrim = k-1, (7.3)
m=1

wobei I die Einheitsmatrix ist, deren Elemente auf der Hauptdiagonalen
eins und sonst null sind. Mit (7.2) besagt diese Gleichung ganz einfach,
dass die transformierten Basisvektoren orthogonal bleiben:

E;CEE = Ok_1- (7.4)

In Gleichung (7.2) bleiben drei von neun Matrixelementen unabhangig.
Ungliicklicherweise erweist sich die Beziehung zwischen den Matrixele-
menten und drei Parametern zur Beschreibung der Rotation als recht
komplex und nichtlinear. Eine Moglichkeit, dieses Problem zu l16sen, er-
gibt sich mit den drei Eulerschen Rotationswinkeln ¢, 0, . In der Litera-
tur werden die Eulerschen Winkel leider nicht einheitlich definiert. Wir
folgen dem mathematischen Standardansatz, verwenden rechtshindi-
ge Koordinatensysteme und zdhlen die Rotationswinkel entgegen dem
Uhrzeigersinn positiv. Die Rotation des verschobenen Weltkoordinaten-
systems in das Kamerakoordinatensystem wird in drei Schritte zerlegt
(siehe Abb. 7.2, [59].

1. Rotation um die X3-Achse um den Winkel ¢, X" = RpX":
cos¢p singp O

Ry =| —singp cos¢p O (7.5)
0 01

2. Rotation um die X;'-Achse um den Winkel 0, X"’ = RpX"":

1 0 0
Ro=1] 0 cosf sind (7.6)
0 —-sinf® cosO

3. Rotation um die X3"-Achse um den Winkel ¢/, X = Ry, X""":

cosy siny O
Ry =| —siny cosy O (7.7)
0 0 1
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Abbildung 7.2: Rotation von Weltkoordinaten X' in Kamerakoordinaten X unter
Verwendung der drei Eulerschen Winkel ¢, 0 und ¢ mit aufeinanderfolgenden
Rotationen um die X;-, X{ - und X3’ -Achsen.

Die Kaskadierung der drei Rotationen Ry, Rg und Ry ergibt die Matrix

—sinycos¢ —cosOsinpcosy —sinysing + cosOcos¢pcosy sinOcosy

cos  cos ¢ — cos 0 sin ¢ sin @ cosysing +cosOcospsiny  sin O siny
sin 0 sin ¢ —sin 6 cos ¢ cos 0 .

Die inverse Transformation von Kamera- in Weltkoordinaten wird
durch die Transposition dieser Matrix gegeben. Da die Matrixmultiplika-
tion nicht kommutativ ist, ist die Rotation ebenfalls nicht kommutativ.
Es ist also wichtig, die Reihenfolge, in der die Rotationen durchgefiihrt
werden, einzuhalten.

Fiir infinitesimal kleine Drehwinkel ¢ ist die Rotation jedoch kommu-
tativ. Dann gilt cos€ = 1 und sin¢ = €. Dieser Grenzfall hat praktische
Bedeutung, da geringfiigige Verdrehungen haufig vorkommen. Eine Ro-
tation um die X3-Achse kann damit folgendermalen beschrieben wer-
den:

1 €0 X = X|+&X
X=RX =| -¢ 1 0 |X oder X = Xp—-¢&X] .
0 01 X3 = X;
Als Beispiel betrachten wir den Punkt [X7,0, O]T. Dieser wird nach der

Naherungsformel in den Punkt [ X}, —€X], O]T gedreht. Die korrekte Po-
sition ist dagegen [X] cos ¢, —X] sing, O]T. Wenn wir die trigonometri-
schen Funktionen in eine Taylorreihe dritter Ordnung entwickeln, ergibt
sich ein Positionsfehler von [1/2&2X], —1/6€3X], O]T. Ausgehend von
einem 512 x 512-Bild (X < 256 fiir eine zentrierte Rotation) und einem
maximal akzeptierbaren Fehler von 1/20 Pixel, muss ¢ kleiner als 0,02
oder 1,15 ° sein. Dies ist immer noch eine signifikante Rotation, da dies
am Rand der Bildzeilen einen vertikalen Versatz um bis zu +&X| = +5
Pixel bedeutet.
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Bildebene Brennebene Objektebene

Abbildung 7.3: Bilderzeugung mit der Lochkamera.

7.3 Ideale Abbildung: Die Zentralprojektion®

7.3.1 Das Lochkameramodell

Die grundlegenden Aspekte der Abbildungsgeometrie eines optischen
Systems lassen sich am Lochkameramodell erlautern. Das bildgebende
Element dieser Kamera ist eine infinitesimal kleine Lochblende (Abb. 7.3).
Nur der vom Punkt [X1, X2, X317 des Objektes ausgehende Lichtstrahl,
der durch die Lochblende geht, trifft die Bildebene im Punkt [x1, x2, —d;]1%
Dadurch wird in der Bildebene ein Bild erzeugt. Die Beziehung zwischen
den 3D-Welt- und den 2D-Bildkoordinaten [x1, X2]T ist gegeben durch:

_din _ _diXZ

= 7.
X; X2 X; (7.8)

X1 =

Die Weltkoordinaten parallel zur Bildebene werden also mit dem Fak-
tor d;/Xs3 skaliert. Die Bildkoordinaten [x1,x2]" enthalten daher nur
Verhiltnisse der Weltkoordinaten, aus denen sich weder die Entfernung
eines Gegenstandes noch seine GroRe bestimmen lasst.

Eine Gerade im dreidimensionalen Raum wird immer auf eine Gerade
in der Bildebene projiziert. Das kann man sich ohne Rechnung geome-
trisch veranschaulichen. Alle Strahlen, die von einer Geraden ausgehen,
gehen durch die Lochblende, den Zentralpunkt. Sie liegen also auf einer
Ebene, die durch die Gerade im Raum und den Zentralpunkt festgelegt
wird. Diese Ebene schneidet sich mit der Bildebene wiederum in einer
Geraden.

Alle Objektpunkte, die auf einem durch die Lochblende gehenden
Strahl liegen, werden auf einen Punkt in der Bildebene abgebildet. In
einer Szene mit mehreren transparenten Objekten werden daher die Ob-
jekte aufeinander projiziert und die dreidimensionale Struktur der Szene
kann nicht mehr rekonstruiert werden. Selbst die Form einzelner Objek-
te ist nicht mehr erkennbar. Dieses Beispiel zeigt, wieviel Information
durch die Projektion einer 3D-Szene auf eine 2D-Bildebene verlorengeht.
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Abbildung 7.4: Okklusion von tieferliegenden Objekten und an Oberflcdichen bei
der Zentralprojektion.

In natirlichen Bildszenen kommen aber hauptsichlich undurchsich-
tigen Objekte vor. Hier reduziert sich der 3D-Raum auf im Raum liegende
Oberflachen, die mit zwei 2D-Funktionen g(xi,x2) und X3(x1,x2) an-
stelle einer allgemeinen 3D-Grauwertfunktion g(X;, X2, X3) beschrieben
werden konnen. Die Oberflache wird vollstdndig auf die Bildebene proji-
ziert, solange nicht mehr als ein Punkt der Oberfliche auf dem gleichen
Zentralstrahl liegt. Ansonsten bleiben Teile der Oberflache unsichtbar.
Dieser Effekt wird als Okklusion bezeichnet. Den okkludierten 3D-Raum
konnen wir sichtbar machen, wenn wir eine Punktlichtquelle an der Posi-
tion der Lochblende installieren (Abb. 7.4). Dann liegen die unsichtbaren
Bereiche der Szene im Schatten der Objekte, die der Kamera nédher sind.

Bei Szenen ohne Okklusionen brauchen wir lediglich die Tiefeninfor-
mation X3(x1,x2), um die 3D-Struktur einer Szene vollstandig zu re-
konstruieren. Eine Moéglichkeit — die wir auch in unserem Sehsystem
finden — ist das Stereosehen, d.h. das Betrachten einer Szene mit zwei
Sensoren von unterschiedlichen Standpunkten aus (Abschn. 8.2.1).

7.3.2 Projektive Abbildung

Die Bildaufnahme mit einer Lochkamera ist im wesentlichen eine per-
spektivische Projektion, da alle Strahlen durch einen Zentralpunkt, die
Lochblende, gehen miissen. Damit ist das Lochkameramodell sehr dhn-
lich einer Abbildung mit penetrierenden Strahlen wie Rontgenstrahlen,
die von einer Punktquelle emittiert werden (Abb. 7.5). In diesem Fall liegt
das Objekt zwischen dem Zentralpunkt und der Bildebene.

Die Abbildungsgleichung entspricht mit Ausnahme des Vorzeichens
Gleichung (7.8):

ai X1
Xl X1 X3
X — = ) 7.9
2 [}Q ] AiXo (7.9)

X
3 X
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Abbildung 7.5: Perspektivische Projektion mit Rontgenstrahlen.

Die mit der Bildweite skalierten Bildkoordinaten werden verallgemei-
nerte Bildkoordinaten genannt:
X1

X1=4- X2=
i

X2
d; (7.10)
Verallgemeinerte Bildkoordinaten sind dimensionslos und werden durch
eine Tilde gekennzeichnet. In dem System, in dem ein Objekt beobach-
tet wird, entsprechen sie dem Tangens des Winkels zur optischen Achse.
Diese Koordinaten berticksichtigen explizit die Grenzen der Projektion
auf die Bildebene. Denn von diesen Koordinaten kénnen wir nicht auf ab-
solute Positionen schlieRen. Wir wissen lediglich den Winkel, unter dem
ein Objekt auf die Bildebene projiziert wird. (Dies ist eine auch in der
Astronomie verwendete Methode.) Damit reduziert sich die allgemeine
Abbildungsgleichung (7.9) der perspektivischen Projektion auf

X1
X1 X5
X=| X0 |~x=| 2} |. (7.11)
X>
X3 22
X3

Fir optische Systeme miissen wir lediglich ein Minuszeichen ergdnzen
oder, geometrisch betrachtet, das Bild an seinem Koordinatenursprung
spiegeln.

7.3.3 Homogene Koordinaten*

Die Computergrafik verwendet den eleganten Formalismus der homogenen Ko-
ordinaten, um all die bisher diskutierten Transformationen, d.h. die Translati-
on, die Rotation sowie die perspektivische Projektion, einheitlich zu beschrei-
ben [43, 52, ]. Damit kann der gesamte Abbildungsprozess so durch eine
einzige 4 X 4-Matrix dargestellt werden.

Homogene Koordinaten werden durch einen 4D-Spaltenvektor

X' = [tX], tX5, tX5,t]" (7.12)
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dargestellt, aus dem wir die urspriinglichen 3D-Koordinaten erhalten, indem
wir die ersten drei Komponenten durch die vierte Komponente dividieren. Jede
beliebige Transformation erhalten wir durch eine Multiplikation der homogenen
Koordinaten mit einer 4 x 4-Matrix M. Insbesondere ergeben sich die Bildkoor-
dinaten

x = [sx1,5x2,5x3,5]F (7.13)

durch
x =MX. (7.14)

Da die Matrixmultiplikation assoziativ ist, kbnnen wir uns die Matrix M aus
vielen Transformationsmatrizen zusammengesetzt vorstellen, die so elementa-
re Transformationen wie Translation und Rotation um eine Koordinatenachse,
perspektivische Projektion und Skalierung durchfiihren. Die Transformations-
matrizen der elementaren Transformationen ergeben sich zu:

1 0 0 Ty
T = 8 (1) (1) ;; Translation um [Ty, T», T3]
0 00 1
1 0 0 0
Ry, = 8 (;(l);g _C(S)lsn: 8 Rotation um die X;-Achse um 6
0 0 0 1
[ cos¢p O sing 0 7]
Ry, = B s?n b (1) cog b 8 Rotation um die X>-Achse um ¢
L O 0 0 1 ]
[ cosy —sing 0 O 7
Ry, = Sir(l)w COS v (1) g Rotation um die X3-Achse um g
L O 0 0 1 |
si1 0 0 O
S = 0 302 s(:; 8 Skalierung
0 0 0 1
1 0 0 0
P = 8 (:; (1) 8 perspektivische Projektion.
0 0 -1/d; 1

(7.15)
Die perspektivische Projektion ergibt sich etwas anders als in (7.11). Aus der
Multiplikation des homogenen Vektors

X = [tX1,t X2, tX5,t]7
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Abbildung 7.6: Ein optisches System als schwarzer Kasten.

mit P erhalten wir

L T
di X*] , (7.16)

di
und die Bildkoordinaten resultieren aus der Division durch die vierte Koordina-
te:
d,
X M
[ X1 :| _ di - X3

[tXl,tXZ, tXs,t

7.17
X d; (7.17)

“di — X3

Aus dieser Gleichung sehen wir, dass die Bildebene im Ursprung liegt, denn
bei X3 = 0 sind Bild- und Weltkoordinaten identisch. Das Projektionszentrum
befindet sich im Punkt [0,0, —d;]".

Vollstandige Transformationen von Welt- in Bildkoordinaten konnen aus diesen
elementaren Matrizen zusammengesetzt werden. Strat [ | schlug beispiels-
weise die folgende Zerlegung vor:

X

M = CSPR;RR,T. (7.18)

Die Skalierung S und die Bildverschiebung C sind Transformationen in der zwei-
dimensionalen Bildebene. Strat | ] zeigte, wie man die Parameter fir die
Transformation von Kamera- in Weltkoordinaten vollstandig auf nichtiterative
Weise aus einer Menge von Punkten, deren Position im Raum exakt bekannt ist,
bestimmen kann. Auf diese Weise kann eine absolute Kalibrierung der duReren
Kameraparameter Position und Orientierung und der inneren Kameraparameter
Lage der optischen Achse, Brennweite und PixelgréRe erreicht werden.

7.4 Reale Abbildung

7.4.1 Geometrie eines realen optischen Systems

Das Modell der Lochkamera vereinfacht die Abbildungsverhéltnisse ei-
nes optischen Systems zu sehr. Sie erzeugt ein Bild eines Objektes
in jeder Entfernung, wahrend ein reales optisches System ein scharfes
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Abbildung 7.7: Modellierung der optischen Abbildung durch die Hauptpunkte P,
and P, und die Brennpunkte F, and F». Das System erzeugt ein Bild im Abstand
d’ hinter F> von einem Objekt, das einen Abstand d von F, hat.

Bild nur von einem Objekt in einem gewissen Entfernungsbereich ab-
bildet. Gliicklicherweise kann die Geometrie der Abbildung selbst fiir
komplizierte optische Systeme mit einer geringfiigigen Anderung immer
noch durch eine perspektivische Projektion modelliert werden, wie dies
in Abb. 7.6 und 7.7 illustriert wird. Die Fokalebene muss durch zwei
Hauptebenen ersetzt werden. Die beiden Hauptebenen schneiden die
optische Achse in den Hauptpunkten. Ein Strahl, der die erste Hauptebe-
ne erreicht, verldasst das optische System von der zweiten Hauptebene
ohne Winkel- und Hohenversatz (Abb. 7.6). Der Abstand zwischen den
beiden Hauptebenen modelliert auf diese Weise die axiale Ausdehnung
des optischen Systems.

Wir in Abb. 7.6 dargestellt, sind die Strahlen zwischen den beiden
Hauptebenen immer parallel. Ein Strahl parallel zur optischen Achse,
der von links bzw. rechts in das optische System eintritt, geht durch den
zweiten bzw. ersten Brennpunkt. Fir praktische Zwecke sind folgende
Definitionen niitzlich: Die effektive Brennweite oder einfach Brennwei-
te eines optischen Systems ist die Strecke zwischen dem Hauptpunkt
und dem dazugehorigen Brennpunkt. Die objektseitige und bildseitige
Brennpunkt-Schnittweiten sind die Entfernungen von der letzten Linsen-
flache zu den jeweiligen Brennpunkten.

Die Beziehung zwischen den Positionen des Objekts und des dazu-
gehorigen Bildes sind besonders einfach, wenn wir die Entfernungen zu
den jeweiligen Brennpunkten angeben (Abb. 7.7),

dd’ = f°. (7.19)

Diese Beziehung heillt Newtonsche Abbildungsgleichung. Die besser be-
kannte GauRsche Abbildungsgleichung benutzt die Entfernungen zu den
jeweiligen Hauptpunkten:

1 1

d+f d+f

(7.20)

|-
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7.4.2 Lateraler und axialer AbbildungsmaRstab

Der laterale Abbildungsmafstab m; eines optischen Systems ist das Ver-
hélnis der BildgroRe x zur ObjektgroRe X:

_x_f_d
ml—Xl—d—f.

Eine weniger bekannte GroRe ist der axiale Abbildungsmafstab, der
die Positionen der Bild- und Objektebene zueinander in Beziehung setzt.
Daher gibt der axiale AbbildungsmaRstab den AbbildungsmaRstab in
Richtung der optischen Achse wieder. Er gibt an, wie weit wir die Bild-
ebene verschieben miissen, wenn wir die Objektebene um eine gewisse
Strecke verschieben. Im Gegensatz zum lateralen Abbildungsmalstab
ist der axiale nicht konstant entlang der optischen Achse. Deswegen
kann er nur im Grenzfall kleiner Verschiebungen definiert werden. Wir
gehen daher von geringfiigig verschobenen Objekt- und Bildpositionen
d + AX3 und d’ — Ax3 aus uns setzen sie in (7.19) ein. Eine Taylorrei-
henentwicklung erster Ordnung in AX3 and Axs ergibt dann unter der
Annahme, dass AX3 < dund Ax3 < d’)

AX3N£

(7.21)

axs S d (7.22)
und der axiale AbbildungsmaRstab m, ergibt sich zu
d’ f2 de
Ma~ G == = mj. (7.23)

7.4.3 Scharfentiefe

Die Abbildungsgleichungen (7.19) und (7.20) beziehen die Positionen von
Objekt und Bild aufeinander. Wenn die Bild- oder Objekteben leicht ver-
schoben werden, wird immer noch ein Bild generiert, es wird aber leicht
unscharf. Der Grad der Unscharfe hingt von den Abweichungen zu den
Positionen ab, die durch die Abbildungsgleichungen gegeben sind.

Das Konzept der Schdrfentiefe beruht auf der Tatsache, dass ein ge-
wisses MaR an Unschirfe die Bildqualitat nicht beeintrachtigt. Fir digi-
tale Bilder ist die GroRe der Sensorelemente ein nattirliches MaR fiir eine
akzeptable Unschérfe, da kleinere Strukturen sowieso nicht aufgeldst
werden konnen. Wir berechnen die Unschérfe im Rahmen der geometri-
schen Optik fir einen Punkt auf der optischen Achse (Abb. 7.8a). Auf
der Bildebene wird der Punkt im Objektraum auf einen Punkt abgebildet.
Mit wachsendem Abstand wird er zu einer immer groReren Scheibe mit
dem Radius € verschmiert. Unter Benutzung der Blendenzahl ny eines
optischen Systems als Verhdaltnis der Brennweite zur Apertur 2 eines
Objektivs

f

np=g- (7.24)
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Abbildung 7.8: Illustration der a bildseitigen und b objektseitigen Schdirfetiefe

mit einem Objekt, das auf der optischen Achse liegt.

konnen wir den Radius des Unscharfekreises ausdriicken als

1 f
- A
¢ anf—i-d' X3

(7.25)

wobei Ax3 die Entfernung von der scharfeingestellten Bildebene ist. Der
Bereich von Positionen der Bildebene [d’ —Ax3,d’ + Axs], fur die der Ra-
dius des Unschérfekreise kleiner als € ist, heilt bildseitige Schdrfentiefe.
Gleichung (7.25) kann nach Axs aufgelost werden

’

Ax3 =2nyg (1 + ilc) € =2ng(1+mye, (7.26)

wobei m; derin (7.21) definierte laterale VergroferungsmaRstab ist. Glei-
chung (7.26) zeigt die wichtige Rolle der Blendenzahl und des Abbil-
dungsmalstabs fiir die Scharfentiefe. Nur diese beiden Parameter be-
stimmen sie fiir ein vorgegebenes €.

Fiir die praktische Anwendung ist die objektseitige Schdrfentiefe von
groferer Bedeutung. Sie ist definiert als der Bereich von Objektentfer-
nungen fiir die der Radius des Unscharfekreises auf der Bildebene kleiner
als € ist bei einer vorgegebenen Position der Bildebene (Abb. 7.8b). Aus
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(7.19) und (7.26) erhalten wir

_ f?
dx8Xs =7 FAx;  d F2np(1+mye’ (7.27)

Im Grenzfall AX3 < d ergibt sich aus (7.27)

1+
AXs ~ 21y - m;"le. (7.28)

l

Wenn der objektseitige Schiarfentiefebereich unendlich entfernte Objek-
te einschliefft, dann ergibt sich die minimale Entfernung fiir scharf ab-
gebildete Objekte zu

f? f?

- dns(l+mye = dnge’

(7.29)

dmin

Eine typische hochauflosende CCD-Kamera hat Sensorelemente der
GroRe 10 x 10 um. Daher setzen wir den Radius des Unschiarfekreises
auf 5 um. Bei einem Objekt mit der Blende 2 und einer Brennweite von
15 mm ergibt sich aus (7.28) eine objektseitige Scharfentiefe von + 0.2 m
bei einem Objektabstand von 1.5m (m; = 0.01) und nach (7.29) kénnen
Objekte von etwa 5m bis zu einer unendlichen Entfernung scharf abge-
bildet werden. Diese Beispiele zeigen, dass wir bei entfernten Objekten
selbst bei kleinen Blendenzahlen noch hohe objektseitige Scharfentie-
fenbereiche erhalten.

Bei hohen Abbildungsmalstdben, wie in der Mikroskopie, ist die ob-
jektseitige Scharfentiefe sehr gering. Mit m; > 1 ergibt sich aus (7.28):

AXy ~ SUE (7.30)
my
Bei einer 50-fachen VergroRerung (m; = 50) und ny = 1 erhalten wir
eine sehr kleine objektseitige Schirfentiefe von nur 0.2 ym.

Generell ist festzuhalten, dass das Konzept der Scharfentiefe, wie wir
es hier diskutiert haben, nur im Grenzfall der geometrischen Optik gilt.
Es kann daher nur benutzt werden, solange der Radius des Unschirfe-
kreises deutlich groRer ist als die durch Beugung oder Aberrationen des
optischen Systems bewirkte Unschirfe.

7.4.4 Telezentrische Abbildung

Bei einem gewohnlichen optischen System tritt ein konvergierendes Licht-
biindel ein. Dieser Umstand hat negative Konsequenzen fiir optische
Vermessungen (Abb. 7.9a). Das Objekt erscheint groRer, wenn es weni-
ger weit von dem Objektiv entfernt ist, und kleiner, wenn es weiter davon
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Abbildung 7.9: a Divergierende Abbildung mit einer Blende in der Hauptebene;
b Telezentrische Abbildung mit einer Blende im bildseitigen Brennpunkt. In der
rechten Abbildung wird illustriert wie eine kurze zylindrische Réhre, deren Achse
mit der optischen Achse zusammenfillt, durch das jeweilige System abgebildet
wird.

»ﬁ/

entfernt ist. Da der Abstand des Objekts nicht aus seinem Bild geschlos-
sen werden kann, muss entweder seine Entfernung genau bekannt sein,
oder Messfehler sind unvermeidlich.

Die Repositionierung der Blende vom bildseitigen Hauptpunkt zum
bildseitigen Brennpunkt 16st dieses Problem und verdndert das Abbil-
dungssystem in ein telezentrisches (Abb. 7.9b). Durch die Verlagerung
der Blende in den Brennpunkt wird der Hauptstrahl, das ist der Strahl
durch das Zentrum der Blende, parallel zur optischen Achse im Objekt-
raum. Damit bewirken kleine Anderung in der Objektposition keine
GroRendnderung in der Abbildung. Das Objekt wird natiirlich um so
unscharfer abgebildet, je weiter es von der scharf eingestellten Objekt-
ebene entfernt ist. Das Zentrum des Unscharfekreises dndert jedoch
seine Position nicht.

Telezentrische Objektive haben ein groRe Bedeutung in der Bildver-
arbeitung erlangt. Thr Nachteil ist natiirlich, dass der Durchmesser des
telezentrischen Objektivs mindestens so groR wie das zu vermessende
Objekt sein muss. Damit wird die prazise optische Vermessung grolRer
Teile sehr teuer.

Abbildung 7.9 zeigt, wie ein Zylinder, dessen Achse mit der optischen
Achse des Objektivs zusammenféllt, mit einem gewdhnlichen und ei-
nem telezentrischen Objektiv abgebildet wird. Das gewohnliche Objektiv
sieht die Endflache des Zylinders und die innere Wand, das telezentri-
sche nur die Endfldche.
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Telezentrische Objektive illustrieren die Bedeutung von Blenden in
der Konstruktion optischer Systeme, eine Tatsache, die oft nicht ge-
niigend berticksichtigt wird.

7.4.5 Geometrische Verzerrungen

Ein reales Linsensystem weicht von der perfekten Zentralprojektion ab.
Sehr offensichtlich sind die tonnen- oder kissenférmigen Verzeichnun-
gen von Quadraten, die mit einfachen sphérischen Linsen beobachtet
werden kénnen. Auch bei korrigierten Linsensystemen lassen sich diese
Verzeichnungen nicht vollstdndig unterdriicken. Dies ist bei Betrach-
tung der Symmetrie leicht verstehbar. Da Linsensysteme zylindersym-
metrisch sind, wird ein mit der optischen Achse konzentrischer Kreis
zwar als Kreis abgebildet, aber mit einem verfdlschten Radius (radiale
Verzeichnung). Diese Verzeichnung lasst sich durch folgende Gleichung
gut approximieren: X
X T Tk lx?

Je nachdem, ob k3 positiv oder negativ ist, werden tonnen- oder Kkis-
senformige Verzerrungen in Abbildungen von Quadraten beobachtet.
Bei einem handelsiiblichen Objektiv betrdgt die Abweichung im Randbe-
reich des Sensors einige Bildpunkte (Pixel). Werden die Verzerrungen mit
(7.31) korrigiert, so kann man den maximalen Bildfehler auf 0,06 Bild-
punkte verringern [120]. Diese starke Korrektur und die stabile Geome-
trie moderner CCD-Sensoren erméglichen den Einsatz von CCD-Kameras
fir subpixelgenaue Vermessungsaufgaben ohne Benutzung teurer Mess-
objektive. Lenz [ ] beschreibt weitere Einzelheiten, welche die Genau-
igkeit geometrischer Messungen mit CCD-Sensoren beeinflussen.

Verzerrungen treten auch auf, wenn nichtplanare Oberflichen auf
eine Bildebene projiziert werden, wie es bei Satellitenbildern und Luft-
aufnahmen der Fall ist. Die Korrektur geometrischer Verzerrungen in
Bildern ist damit ein wichtiger Faktor bei der Fernerkundung und Photo-
grammetrie [165]. Eine exakte Korrektur der geometrischen Verzerrun-
gen erfordert eine subpixelgenaue Verschiebung von Bildpunkten. Wir
werden dieses Problem spater in Abschn. 10.6 behandeln, nachdem wir
die Grundlagen dafiir erarbeitet haben.

(7.31)

7.5 Radiometrie der Abbildung

Es gentigt nicht, nur die Abbildungsgeometrie zu kennen. Beriicksich-
tigt werden muss auch, in welchem Verhdltnis die Bestrahlungsstarke in
der Bildebene und die Strahlungsdichte des abgebildeten Objekts stehen
und welche Parameter eines optischen Systems dieses Verhéltnis beein-
flussen. Grundlagen der Radiometrie und insbesondere die Begriffe zur
Beschreibung von Strahlungseigenschaften finden sich in Abschn. 6.3.
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Auf dem Weg der Strahlung von einer Lichtquelle zur Bildebene findet
eine ganze Kette von Prozessen statt (siehe Abb. 6.1). Hier konzentrie-
ren wir uns auf den Beobachtungspfad, d. h. darauf, wie die vom abzubil-
denden Objekt emittierte Strahlung vom Abbildungssystem eingefangen
wird.

7.5.1 Strahlungsinvarianz

Ein Teil der von einem Objekt ausgesandten Strahlung wird von einem
optischen System aufgenommen (Abb. 7.10). Nehmen wir an, dass das
Objekt ein Lambertscher Strahler mit der Strahlungsdichte L ist. Die
Blendenoffnung des optischen Systems erscheint, vom Objekt aus gese-
hen, unter einem bestimmten Raumwinkel Q. Der projizierte ringformi-
ge Blendenbereich ist w72 cos 0 in einer Entfernung von (d + f)/ cos 0.
Damit trifft ein Strahlungsfluss
r2cos3 0

=LA d+f)? (7.32)
auf das optische System. Die Strahlung, die von der in die Objektebene
projizierten Flache A ausgeht, wird auf die Flache A" abgebildet. Daher
muss der Strahlungsfluss ® zur Berechnung der Bestrahlungsstiarke noch
durch A’ geteilt werden. In (7.32) taucht dann das Flachenverhéltnis

, cosTH(f +d)?
A= a

auf. Weiter nehmen wir an, dass das optische System eine Transmissivi-
tat t hat. Damit ergibt sich schlieRlich die folgende Beziehung zwischen
Objekstrahlungsdichte und Bestrahlungsstérke:

(7.33)

2
o v 4 .
E' =tm (f+d’> cos* 0 - L. (7.34)

Diese Beziehung besagt, dass die Bestrahlungsstérke eines Bildes zur
Objektstrahlungsdichte proportional ist. Dies ist die Grundlage fiir die
Linearitat der optischen Abbildung. Wir konnen das optische System mit
zwei einfachen Begriffen beschreiben: seiner (gesamten) Transmissivitat
t und dem Verhéltnis des Blendenradius zur Entfernung des Bildes vom
ersten Hauptpunkt. Fir weit entfernte Objekte d > f,d’ < f,reduziert
sich (7.34) auf A
om0 asy (7.35)

ny
Dabei ist ny die Blende. Dieser Term ist fir reale optische Systeme nur
eine Ndherung. Wird ein Teil der einfallenden Strahlung durch zusitz-
liche Blenden oder begrenzte Linsendurchmesser abgeschnitten, ist der
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projizierte Blende
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Objektflache A
mit Strahlung L

Optisches System

Abbildung 7.10: Ein optisches System empfingt eine Flussdichte entsprechend
dem Produkt aus der Bestrahlungsstdrke des Objekts und dem Winkel, unter dem
die projizierte Blende vom Objekt aus erscheint. Der von der Objektfldiche A
emittierte Strahlungsfluss wird auf die Bildflciche A’ abgebildet.

Abfall bei groRen Winkeln 6 noch steiler. Auf der anderen Seite kann ein
sorgfaltiges Positionieren der Blende den Abfall unter cos* 6 driicken. Da
auch die Restreflexion der Linsenoberflache vom Einfallswinkel abhingt,
wird der tatsdchliche Abfall stark vom Aufbau des optischen Systems be-
einflusst. Experimentell wird er am besten mit Hilfe einer Kalibrierung
bestimmt.

Die erstaunliche Tatsache, dass die Beziehung zwischen der Bestrah-
lungsstarke im Bild und der Strahlungsdichte des Objekts so einfach ist,
liegt in einer grundsédtzlichen Invarianz begriindet. Die Strahlungsdichte
eines Bildes entspricht der eines realen Objekts und kann als Strahlungs-
quelle fiir weitere optische Elemente dienen. Nun besagt ein grundsatz-
liches Theorem der Radiometrie, dass die Strahlungsdichte eines Bildes
gleich der eines Objekts, multipliziert mit der Transmissivitdt des op-
tischen Systems, ist. Das Theorem kann durch die Annahme bewiesen
werden, dass der Strahlungsfluss ® durch ein optisches System erhalten
bleibt, es sei denn, die Absorption im System fiihrt zu einer Transmissi-
vitdt kleiner als eins. Die Winkel, unter denen das optische System vom
Objekt und vom Bild aus erscheint, sind

Q=Ag/(d+f)> und Q = Ay/(d + f)?, (7.36)

wobei A die effektive Flache der Blende ist.

Der von einer Flache A ausgehende Strahlungsfluss des Objektes trifft
auf die Fliche A’ = A(d’ +f)?/(d+ f)? auf der Bildebene. Damit ergeben
sich die Strahlungsstarken zu

_ ® _ ¢ 2
L = QA—AOA(d+f) 4
td td .

L = (d+ f)?,

QA" ~ ApA
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Abbildung 7.11: Veranschaulichung der Strahlungsinvarianz: a Das Produkt
AQ ist im Objekt- und im Bildraum gleich. b Verdnderung des Winkels, wenn ein
Strahl in ein optisch dichteres Medium eindringt.

und es gilt folgende Invarianz:
L'=tL fiur »n =n. (7.38)

Diese Form der Invarianz der Strahlungsdichte gilt nur, wenn Objekt und
Bild sich in einem Medium mit dem gleichen Brechungsindex befinden
(n" = n). Geht ein Strahl mit der Strahlungsdichte L in ein Medium mit ei-
nem hoheren Brechungsindex iiber, nimmt die Strahlungsdichte zu, weil
die Strahlen zur optischen Achse hin gebeugt werden (Abb. 7.11b). Al-
so bleibt, allgemeiner ausgedriickt, das Verhdaltnis der Strahlungsdichte
zum quadrierten Brechungsindex invariant:

L'/n'? = tL/n?. (7.39)

Aus der Strahlungsinvarianz kénnen wir direkt auf die Bestrahlungs-
starke in der Bildebene schlieRen:

2 2

E' =L'msin® o = tLrsin® «'. (7.40)

Bei dieser Gleichung ist der Abfall mit cos*  nicht berticksichtigt, da
wir nur den Hauptstrahl auf der optischen Achse betrachtet haben. Der
Term sin® « entspricht v2/(f +d’)? in (7.34). Die Invarianz der Strahlung
vereinfacht die Berechnung der Bestrahlungsstarke eines Bildes und die
Weiterleitung von Strahlen durch komplexe optische Systeme betracht-
lich. Thre grundséatzliche Bedeutung lasst sich mit dem fundamentalen
Extremalprinzip der geometrischen Optik vergleichen, das besagt, dass
Strahlung sich derart fortpflanzt, dass der optische Pfad nd (tatsachli-

che Wegldnge multipliziert mit dem Brechungsindex) minimal wird.
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go(X)

go(X")

Objektebene optisches System Bildebene

Abbildung 7.12: Abbildung durch Faltung mit der Punktantwort h(x). Ein Punkt
bei X' in der Objektebene ergibt eine Intensitdtsverteilung mit einem Maximum
an Stelle des zugehorigen Punktes x' in der Bildebene. An einem Punkt x in der
Bildebene miissen die Beitrdge aller Punkte x’, d. h. g;(x')h(x — x"), integriert
werden.

7.6 Lineare Systemtheorie der Abbildung?

In Abschn. 4.2 wurden lineare verschiebungsinvariante Filter (Faltungs-
operatoren) als eine Anwendung der linearen Systemtheorie besprochen.
Die Bildaufnahme ist ein weiteres Beispiel, das wir mit diesem méachtigen
Konzept beschreiben kénnen. In diesem Abschnitt werden wir daher die
optische Abbildung mit der 2D- und 3D-Punktantwort (Abschn. 7.6.1)
und der optischen Transferfunktion (Abschn. 7.6.2) beschreiben.

7.6.1 Punktantwort

Wir haben gesehen, dass ein Punkt im 3D-Objektraum nicht auf einen
Punkt im Bildraum abgebildet wird, sondern auf eine mehr oder weni-
ger ausgedehnte Flache variierender Intensitdaten. Offensichtlich ist die
Funktion, welche die Abbildung eines Punktes beschreibt, eine wesentli-
che Eigenschaft eines Abbildungssystems. Diese Funktion heilt Punkt-
antwort oder im Englischen point spread function und wird mit PSF ab-
gekiirzt. Wir nehmen an, dass die PSF nicht von der Position abhingig
ist. Unter dieser Bedingung kann ein optisches System als lineares ver-
schiebungsinvariantes System betrachtet werden (LSI, Abschn. 4.2).
Kennen wir die PSF, konnen wir berechnen, wie ein beliebiges 3D-
Objekt abgebildet wird. Dazu denken wir uns das Objekt in einzelne
Punkte zerlegt. Abbildung 7.12 zeigt diesen Prozess. Ein Punkt X’ in
der Objektebene wird mit einer Intensitatsverteilung, die der Punktant-
wort h entspricht, auf die Bildebene projiziert. Mit g;(x’) bezeichnen
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wir die ohne Abbildungsstorungen auf die Bildebene projizierten Inten-
sitatswerte g, (X') aus der Objektebene. Dann konnen wir die Intensitat
eines Punktes x auf der Bildebene berechnen, indem wir die Anteile der
Punktantworten integrieren (Abb. 7.12):

gi(x) = [g;(x’m(x CxXDAx = (g k) (x).  (7.41)

Die Operation in (7.41) wird als Faltung bezeichnet. Faltungen spielen
in der Bildverarbeitung eine wichtige Rolle, nicht nur bei der Bilderzeu-
gung, sondern auch bei vielen Bildverarbeitungsoperationen. Im Falle
der Bilderzeugung ,verschmiert” eine Faltung offensichtlich ein Bild und
reduziert seine Auflosung.

Diese Wirkung von Faltungen kann am einfachsten an Bildstruktu-
ren mit periodischen Grauwertvariationen gezeigt werden. Solange die
Wiederholungslange, die Wellenldinge, dieser Struktur groRer ist als die
Breite der PSF, treten keine wesentlichen Verdnderungen auf. Nimmt
jedoch die Wellenldnge ab, beginnt die Amplitude der Grauwerte eben-
falls abzunehmen. Feine Strukturen verblassen schlieRlich, bis sie nicht
mehr sichtbar sind. Diese Betrachtungen betonen die Bedeutung der pe-
riodischen Strukturen und fiithren in natiirlicher Weise zur Einfithrung
der Fouriertransformation, die ein Bild in die sich wiederholenden Grau-
wertvariationen zerlegt (Abschn. 2.3).

Am Anfang dieses Abschnitts haben wir gezeigt, dass die Erzeugung
eines 2D-Bildes in der Bildebene vollstandig durch seine PSF beschrieben
wird. Im folgenden werden wir dieses Konzept in den Raum ausdehnen
und die Punktantwort innerhalb der Grenzen der geometrischen Optik,
d.h. mit einem perfekten Linsensystem und ohne Verzerrung, explizit
berechnen. Dieser Ansatz beruht auf der Notwendigkeit, die dreidimen-
sionale Abbildung zu verstehen, insbesondere in der Mikroskopie. Die
entscheidende Frage ist, wie ein Punkt im 3D-Objektraum nicht nur auf
eine 2D-Bildebene, sondern in einen 3D-Bildraum abgebildet wird.

Zundchst tiberlegen wir, wie ein Punkt im Objektraum in den Bild-
raum projiziert wird. Aus Abb. 7.8 ergibt sich der Radius des Unscharfe-

kreises zu
_ X3

€ = d.
i
Dabei bezeichnet der Index i von € den Bildraum. Dann ersetzen wir den
Radius 7 der Blende durch den maximalen Winkel, unter dem die Linse
Licht von dem betrachteten Punkt einfangt, und erhalten

(7.42)

da
€ = 2x3 tan . (7.43)

di
Diese Gleichung liefert den Rand der PSF im Bildraum. Dieser Rand hat
die Form eines Doppelkegels mit der x3-Achse im Zentrum. Die Spit-
zen der beiden Kegel treffen sich im Ursprung. Aulerhalb der Kegel ist
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die PSF null, innerhalb kénnen wir die Intensitdt aus der Erhaltung der
Strahlungsenergie ableiten.

Da der Radius des Kegels linear mit der Entfernung zur Brennebene
wachst, nimmt die Intensitat innerhalb des Kegels quadratisch ab. Dar-
aus ergibt sich die PSF h;(x) im Bildraum zu

Iy (x? +x3)1/2

hi(x)
' ﬂ(%Xg tan «)? 2%x3 tan &

7.44
I() s ( )

n(%”iz tan )2 Z%Ztana'

Iy ist die Lichtintensitat, welche die Linse von dem Punktobjekt einsam-
melt; IT ist die Rechteckfunktion, die folgendermaRen definiert ist:

(1 Ixl=1/2
l'[(x)—{ 0 somst - (7.45)

Der letzte Ausdruck in (7.44) ist in Zylinderkoordinaten (v, ¢,z) ge-
schrieben, damit die Rotationssymmetrie der PSF um die x3-Achse be-
ricksichtigt wird.

Im zweiten Schritt diskutieren wir, worauf sich die PSF des Bildraums
im Objektraum bezieht, denn uns interessiert, wie die Abbildungseffekte
in den Objektraum zuriickprojiziert werden. Dabei muss die laterale und
axiale VergroRerung beachtet werden. Zunichst ist das Bild, und damit
auch ¢, um den Faktor d;/d, groler als das Objekt. Dann miissen wir
die Ebenen finden, die einander im Objekt- und Bildraum entsprechen.
Dieses Problem wurde bereits in Abschn. 7.4.2 geldst. Gleichung (7.23)
bezieht das Bild auf die Kamerakoordinaten; der riickprojizierte Radius
des Unschérfekreises €, ergibt sich aus

€, = X3 tan &, (7.46)

und die in den Objektraum riickprojizierte PSF aus

I (X§ +X3)1/2
ho(X) = | e
1T(X3 tan &) 2X3 tan x
(7.47)
B Iy M R
S m(Ztanw)?2 2Ztan’

Der Doppelkegel der PSF, der in den Objektraum riickprojiziert wird,
hat denselben Offnungswinkel wie die Linse (Abb. 7.13). Die Schlussfol-
gerung ist, dass ho(x) in (7.47) die Wirkung der optischen Abbildung
darstellt, wenn geometrische Verdnderungen nicht vernachldssigt wer-
den.
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Abbildung 7.13: a Dreidimensionale Punktantwort und b optische Transferfunk-
tion einer optischen Abbildung unter Vernachldissigung von Beugungseffekten.

7.6.2 Optische Transferfunktion

Die Faltung mit der PSF im Ortsraum ist eine recht komplexe Operati-
on. Im Fourierraum wird sie jedoch als Multiplikation komplexer Zahlen
durchgefiihrt. Damit entspricht die Faltung des 3D-Objekts g, (X) mit
der PSF h,(X) im Fourierraum einer Multiplikation des fouriertransfor-
mierten Objekts g, (k) mit der fouriertransformierten PSF, der optischen
Transferfunktion oder OTF flo(k). In diesem Abschnitt betrachten wir
die optische Transferfunktion im Objektraum, d.h. wir projizieren das
abgebildete Objekt zurtick in den Objektraum. Dann kann die Bilderzeu-
gung folgendermaRen beschrieben werden:

Bild Abbildung Objekt
Ortsraum Jo(X) = ho (X) *  go(X) (7.48)
Fourierraum g,(k) = ho (k) © go(k).

(7.48) bedeutet, dass wir die optische Abbildung entweder mit der
Punktantwort oder der optischen Transferfunktion beschreiben kénnen.
Beide Beschreibungen sind vollstandig, und wie die PSF ldsst sich auch
die OTF anschaulich erkldren. Da die Fouriertransformation ein Objekt
in sich wiederholende Strukturen zerlegt, sagt uns die OTF, wie diese pe-
riodischen Strukturen durch die optische Abbildung verandert werden.
Eine OTF von 1 fiir eine bestimmte Wellenldange bedeutet, dass diese
periodische Struktur iiberhaupt nicht beeinflusst wird. Dagegen bringt
eine OTF von 0 die Struktur vollstandig zum Verschwinden. Bei Werten
zwischen 0 und 1 wird entsprechend abgeschwdcht. Da die OTF kom-
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plex ist, wird im allgemeinen nicht nur die Amplitude einer periodischen
Struktur verandert, sondern auch ihre Phase.

Wir werden die PSF nicht direkt berechnen, sondern die Linearitat und
die Separierbarkeit der Fouriertransformation nutzen, um die PSF in ge-
eignete Teilfunktionen zu zerlegen, deren Fouriertransformierte einfach
zu bestimmen sind. Zwei Moglichkeiten werden vorgestellt, die zudem
einige wichtige Eigenschaften der Fouriertransformation verdeutlichen.

Die erste Methode zur Berechnung der OTF macht sich die Lineari-
tat der Fouriertransformation zunutze und zerlegt die PSF in ein Biindel
von o-Linien, die durch den Ursprung des Koordinatensystems gehen
und im Querschnitt des Doppelkegels gleichmiaRig verteilt sind. Den-
ken wir uns jede der 6-Linien als einen Lichtstrahl. Ohne weitere Be-
rechnungen wissen wir, dass diese Zerlegung die korrekte quadratische
Abnahme der PSF ergibt, da dieselbe Zahl von 6-Linien eine quadratisch
zunehmende Flache schneidet. Die Fouriertransformierte einer 6-Linie
ist eine 6-Ebene, die senkrecht zur Linie steht (> R5). Damit besteht die
OTF aus einem Biindel von 6-Ebenen. Diese gehen durch den Ursprung
des k-Raumes und haben zur k;k;-Ebene einen maximalen Winkel von
«, dem halben Offnungswinkel des OTF-Doppelkegels. Da bei der Fou-
riertransformation die Rotationssymmetrie erhalten bleibt, ist auch die
OTF rotationssymmetrisch zur ks-Achse. Die OTF fiillt damit den ge-
samten Fourierraum bis auf einen Doppelkegel mit dem Offnungswinkel
1T/2 — « aus. In diesem Bereich ist die OTF null. Der genaue Verlauf der
OTF innerhalb des Rotationskorpers ist bei dieser Zerlegung schwer zu
durchschauen.

Wir werden deshalb einen zweiten Ansatz verfolgen, der auf der Se-
parierbarkeit der Fouriertransformation basiert. Wir denken uns den
Doppelkegel in Scheiben mit unterschiedlichen Durchmessern zerlegt,
die mit |x3| zunehmen. Im ersten Schritt fithren wir die Fouriertrans-
formation nur in der x;x2-Ebene durch. Daraus resultiert eine Funktion
mit zwei Koordinaten im k-Raum und einer im x-Raum (kq, k2, X3 bzw.
in Zylinderkoordinaten g, @, z). Da die PSF (7.47) nur von v abhdngt
(Rotationssymmetrie um die z-Achse), entspricht die zweidimensiona-
le Fouriertransformation einer (eindimensionalen) Hankeltransformati-
on nullter Ordnung [16]:

_ Iy r
h(r,2) = Tr(ztana)ZH(2ztano<
(7.49)
ﬁ(q,z) _ IJ1(2Trzqtano<).

Tzq tan

Als Fouriertransformierte der rotationssymmetrischen Scheibe ergibt
sich ebenfalls eine rotationssymmetrische Funktion, welche die Bessel-
funktion J; enthélt. Im zweiten Schritt fithren wir die noch fehlende
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eindimensionale Fouriertransformation in z-Richtung durch. Gleichung
(7.49) zeigt, dass h(q, z) auch eine Besselfunktion in z ist.

Da die Fouriertransformation diesmal aber eindimensional ist, erhal-
ten wir keine Scheibenfunktion, sondern eine Kreisfunktion (> R5):

@ o—s 2<l—k2)1/2H<§). (7.50)

Wenden wir nun noch das Ahnlichkeitstheorem der Fouriertransformati-
on (Theorem 1, S. 52, > R4) an:

wenn  f(x) o—e f k),

(7.51)
1 ,(k
dann f(ax) o—e Tal (E)’
so erhalten wir:
1/2
- 2 k3 k3
h(q’kg)_nlqtanal (1 q?tan® 1 2qtanax )’ (7.52)

Durch die Kastenfunktion in dieser Gleichung ist die OTF in einem
groRen Bereich null. Das bedeutet, dass raumliche Strukturen mit den
zugehorigen Richtungen und Wellenldngen vollstandig verschwinden.
Dies ist insbesondere fiir alle Strukturen in z-Richtung, also senkrecht
zur Bildebene, der Fall. Solche Strukturen konnen nicht ohne zusatzliche
Informationen rekonstruiert werden.

3D-Strukturen sind nur sichtbar, wenn sie auch Strukturen enthalten,
die parallel zur Bildebene liegen. Dann ist es zum Beispiel moglich, Punk-
te oder Linien zu unterscheiden, die tibereinander liegen. Das kann man
sich sowohl im Ortsraum als auch im Fourierraum veranschaulichen. Im
Ortsraum ergibt die Uberlagerung der entsprechenden PSF immer noch
eine tiefenabhingige Fokusserie, in der man die beiden Punkte bzw. Li-
nien, wenn auch verschwommen, unterscheiden kann. Im Fourierraum
sind Linien bzw. Punkte weit ausgedehnte Objekte, die durch die OTF
verfalscht, d. h. teilweise mit den Teilen der OTF, die ungleich null sind,
zusammenfallen, aber nicht ausgeldscht werden.

Die Grenze fiir bei der Projektion verschwindende Strukturen liegt bei
einem Winkel « zur kik»-Ebene, der gerade dem maximalen Offnungs-
winkel des Objektivs entspricht. Intuitiv kénnen wir sagen, dass wir alle
3D-Strukturen erkennen konnen, in die man tatsdchlich auch ,hinein-
schauen” kann. Es ist mindestens ein Strahl notwendig, der senkrecht
zum Wellenvektor der periodischen Struktur ist und damit in Richtung
konstanter Grauwerte verlauft.
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Abbildung 7.14: Beugung einer ebenen Welle an der Apertur eines optischen
Systems. In der Blendenoffnung kann man sich die ebene Welle in Kugelwellen
zerlegt denken, die je nach Richtung 0 und Position x’ eine Wegldngendifferenz
von aufweisen.

7.6.3 Beugungsbegrenzte optische Systeme*

Licht ist eine elektromagnetische Welle und unterliegt deswegen entsprechen-
den physikalischen Gesetzen. Wenn ein paralleles Lichtbiindel in ein optisches
System eintritt, kann es nicht auf einen Punkt fokussiert werden, auch wenn alle
Abbildungsfehler der Optik korrigiert wurden. Die Beugung an der Blendenoff-
nung fihrt zu einer Verschmierung des Punktes auf der Bildebene zu einem
Beugungsscheibchen, die mindestens in der GroRenordnung der Wellenlange
des verwendeten Lichtes liegt. Ein optisches System, dessen Aberrationen so
weit korrigiert wurden, dass sie kleiner sind als die Effekte durch die Beugung,
wird als beugungsbegrenzt bezeichnet.

Eine exakte Behandlung der Beugung basierend auf den Maxwell-Gleichungen ist
mathematisch sehr aufwendig ([40, Chapters 9 and 10] and [85, Chapter 3]). Das
Wesentliche der Beugung einer ebenen Welle an einer Linsenoffnung kann aber
mit einer als Fraunhofer-Beugung bekannten Ndherung erfasst werden. Daraus
werden wir eine fundamentale Beziehung herleiten.

Wir nehmen an, dass eine ebene Welle auf die Blenden6ffnung in der Hauptebene
auftrifft (Abb. 7.14). In der Hauptebene wenden wir das Huygensche Prinzip an,
das besagt, dass wir jeden Punkt der Wellenfront als Ausgangspunkt einer pha-
sengleichen Kugelwelle nehmen konnen. Alle diese Kugelwellen addieren wir
dann zu neuen ebenen Wellen auf, die die Blendenéffnung unter dem Winkel 6
verlassen. Die Neigung bewirkt eine Weglangendifferenz, aus der eine winkel-
und positionsabhéngige Phasenverschiebung resultiert. In der Hauptebene be-
tragt die Pfaddifferenz 6 = x’ sin 0, wobei x’ die Position in der Hauptebene ist.
Daher ergibt sich die Phasenverschiebung zu

Ap =216/A = 21TX" sin 0/A, (7.53)

wobei A die Wellenldnge der Wellenfront ist. Wir nehmen weiterhin an, dass
Y’ (x") die positionsabhdngige Amplitudenverteilung der Wellenfront in der
Hauptebene ist. Im Fall einer Kreisblende ist ¢'(x’) eine einfache zirkulare
Kastenfunktion. Hier wollen wir aber den allgemeinen Fall einer beliebig vari-
ierenden Amplitude der Wellenfront in der Hauptebene beriicksichtigen. Mit
diesen Vorgaben ist die ebene Welle, die unter dem Winkel 6 die Hauptebene
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verldsst, durch folgendes Integral gegeben:

W(0) = Tw'(x')exp (W) dx'. (7.54)
Dieses Integral beschreibt das Beugungsmuster in unendlicher Entfernung hin-

ter der Hauptebene als Funktion des Winkels 0. Bis jetzt haben wir aber noch
nicht den Einfluss des optischen Systems beriicksichtigt.

Dieses bewirkt nicht mehr als ein Verbiegen der parallelen Wellenfront zu einer
Kugelwelle, die ihr Zentrum in der Bildebene am Punkt x hat. Aus Abb. 7.14 se-
hen wir, dass fiir diesen Punkt gilt: x = ftan 0 = f sin 0. Mit dieser Beziehung
erhalten wir aus (7.54)

Y(x) = J Y (x") exp (me x) dx’. (7.55)
- fA

Dieses Integral kann leicht auf zwei Dimensionen erweitert werden indem wir

das Produkt x’x durch das Skalarprodukt der beiden 2D-Vektoren x’ und x

ersetzen:

0 00 ) ) .erx s

P(x) = Y'(x")exp | 2mi A d-x’'. (7.56)
Diese Gleichung besagt, dass die Amplitudenverteilung y (x) auf der Bildebe-
ne durch die 2D-Fouriertransformierte der einfallenden Amplitudenfunktion
' (x") auf der Hauptebene gegeben ist.

Fir eine Kreisblende ist die Amplitudenverteilung gegeben durch

—00—00

. Ix'| )
=11 7.57
v -1 (), (7.57)
wobei 7 der Radius der Blende ist. Die Fouriertransformierte von (7.57) ist eine
Besselfunktion erster Ordnung (> R4):

L(2rrxr/fA)

XY/ fA (7.58)

Y(x) = o
Die Bestrahlungsstiarke E auf der Bildebene ergibt sich durch Quadrierung der
Amplitude:

Xt/ fA (7.59)

Das Beugungsmuster hat ein zentrales Scheibchen, das 83.9% der Energie ent-
halt, umgeben von weiteren Ringen mit abnehmender Intensitat (Abb. 7.15a).
Die Entfernung vom Zentrum des Beugungsscheibchen zum ersten dunklen
Ring betragt

S

Ax = 0.61 - ;7\ = 1.22Any. (7.60)

2
E(x) = lp(x)? = (h(ZWXT/fM) .

In dieser Entfernung kénnen zwei Punkte klar voneinander getrennt werden
(Abb. 7.15b). Das ist das Rayleigh-Kriterium fir die Auflosung eines optischen
Systems. Die Auflosung eines optischen Systems kann interpretiert werden als
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Abbildung 7.15: a Bestrahlungsstdrke E(x) des Beugungsmusters (“Airy disk”) in
der Brennebene eines optischen Systems mit einer homogen beleuchteten Kreis-
blende nach (7.59). b Ilustration der Auflosung des Bildes zweier Punkte im
Abstand x| (ngA) = 1.22.

die Beziehung zwischen der Winkelauflosung der einfallenden ebenen Welle und
der Ortsauflosung auf der Bildebene. Mit dem Rayleigh-Kriterium (7.60) ergibt
sich fiir die Winkelauflosing A0y = Ax/ f

AOy = 0.61%. (7.61)

Damit hangt die Winkelaufl6sung nicht von der Brennweite, sondern nur von der
Blendeno6ffnung des optischen Systems in Relation zur Wellenlange der elektro-
magnetischen Strahlung ab.

Im Gegensatz zur Winkelauflosung héngt die raumliche Auflosung Ax in der
Bildebene nach (7.60) nur von dem Verhiltnis des Radius der Objektivoffnung
zu der Brennweite f bzw. dem Abstand von der Bildebene zur bildseitigen
Hauptebene ab. Statt der Blendenzahl kénnen wir in (7.60) allgemeiner, d.h.
unter Beriicksichtigung eines von eins verschiedenen bildseitigen Brechungsin-
dex, die numerische Apertur benutzen, die folgendermaRen definiert ist:

Ng =nsinfy = Z—n (7.62)
ng
Dabei ist n der bildseitige Brechungsindex und 6y der maximimale Winkel unter
dem ein Lichtstrahl, der zentral durch die Bildebene geht, die Blendentffnung
passiert. Dann folgt
A
Ax =0.61—-. (7.63)
a
Daher hdngt die raumliche Auflésung in der Bildebene wiederum nicht direkt
mit der Brennweite zusammen sondern nur mit der bildseitigen numerischen
Apertur.
Da der Lichtweg umkehrbar ist, konnen wir dieselben Argumente fir die Ob-
jektebene anwenden. Die rdumliche Auflosung in der Objektebene hangt nur
von der objektseitigen numerischen Apertur ab, d.h. dem Offnungswinkel des
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Lichtkegels, der in das optische System eintritt:

AX = O.GIA. (7.64)

Na

Diese einfachen Beziehungen sind hilfreich, um die maximal mogliche Auf-
16sung optischer Systeme zu bestimmen. Da die numerische Apertur nicht viel
grofer als 1 sein kann, konnen mit einer optischen Abbildung keine Strukturen
aufgelost werden, die kleiner als die Halfte der Wellenlange sind.

7.7 Literaturhinweise zur Vertiefung®

In diesem Kapitel wurden nur die Grundprinzipien der optischen Abbildung
behandelt. Eine detaillierte Darstellung ist bei Jahne [89] oder Richards [ ]
zu finden. Die Geometrie der optischen Abbilding ist auch fiir die Computer-
grafik von Bedeutung. Sie wird daher ausfiihrlich in den Standardlehrbiichern
tber Computergrafik, z.B. Watt [ ] oder Foley et al. [52], behandelt. Folgen-
de Lehrbiicher befassen sich mit der technischen Optik: Iizuka [85] (hier ist
ein Schwerpunkt die Fourieroptik), Smith [ ] und Schroder [ ]. Riedl [ ]
behandelt das Design von Infrarotoptiken. In diesem Kapitel wurde die Bedeu-
tung der linearen Systemtheorie zur allgemeinen Beschreibung optischer Syste-
me herausgestellt. Die lineare Systemtheorie hat weitgestreute Anwendungen
quer durch alle Gebiete der Technik und Wissenschaft. Naheres dazu ist z.B. in
Close und Frederick [26] oder Dorf und Bishop [38] zu finden.



8 3D-Bildaufnahme

8.1 Grundlagen

In diesem Kapitel behandeln wir verschiedene Aufnahmetechniken, mit
denen die bei der Projektion eines 3D-Objekts auf eine Bildebene ver-
lorengegangene Tiefeninformation rekonstruiert werden kann. Dabei
sind prinzipiell zwei Arten von 3D-Bildaufnahmetechniken zu unter-
scheiden. Sie konnen entweder nur die Tiefe einer Oberflache im Raum
bestimmen oder ein 3D-Objekt vollstandig rekonstruieren. Oft werden
sowohl die Aufnahme eines Tiefenbildes als auch eines Volumenbildes
3D-Bildaufnahme genannt. Das hat zu viel Verwirrung gefiihrt.

Noch schlimmer ist die Verwirrung durch die Vielzahl der Methoden
zur Gewinnung von Tiefen- und Volumenbildern. Deswegen behandeln
wir in diesem Kapitel nicht Details verschiedener Techniken. Wir kon-
zentrieren uns vielmehr auf die grundlegenden Prinzipien. Es mag tiber-
raschend klingen oder auch nicht: es gibt nur wenige Prinzipien, auf
denen die groRe Vielfalt der 3D-Bildaufnahmetechniken beruht. Wenn
man sie kennt, ist es einfach zu verstehen, wie eine bestimmte Technik
funktioniert und wie genau sie sein kann.

Wir beginnen mit einer Diskussion der grundlegenden Grenzen der
projektiven Abbildung fiir das dreidimensionale Sehen (Abschn. 8.1.1)
und geben dann einen kurzen Uberblick iiber die Prinzipien der Tie-
fenbildaufnahme (Abschn. 8.1.2) und der Volumenbildaufnahme (Ab-
schn. 8.1.3). Dann ist jeweils ein Abschnitt jedem der grundlegenden
Prinzipien des dreidimensionalen Sehens gewidmet: Tiefe aus Triangu-
lation (Abschn. 8.2), Tiefe aus Laufzeit (Abschn. 8.3), Tiefe aus Phase
(Interferometrie) (Abschn. 8.4), Form aus Schattierung und photogram-
metrischem Stereo (Abschn. 8.5) und Tiefe aus Mehrfachprojektionen
(Tomographie) (Abschn. 8.6).

8.1.1 Grenzen projektiver Bildaufnahme

Wie wir im Detail in Abschn. 7.6.1 und 7.6.2 diskutiert haben, ist ein
projektives optisches System in guter Ndherung ein lineares verschie-
bungsinvariantes System, das durch eine Punktantwort und die optische
Transferfunktion (OTF) beschrieben werden kann.
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Die 3D-OTF fiir geometrische Optik zeigt am besten die Grenzen der
projektiven Abbildung (siehe Abschn. 7.6.2):

2 1/2
h(aq,k3) = 2lo (1 K3 ) H("S‘) (8.1)

T |q tan «| B q? tan® « 2q tan x

Die Symbole g und k3 bezeichnen die radiale bzw. axiale Komponen-
te des Wellenzahlvektors. Aus der Form der 3D-OTF lassen sich zwei
grundlegende Einschrankungen fiir die 3D-Bildaufnahme feststellen:

Kompletter Verlust weiter Wellenzahlbereiche. Wie in Abb. 7.13b ge-
zeigt, ist die 3D-OTF rotationssymmetrisch um die k3-Achse (z-Richtung)
und von null verschieden nur innerhalb eines Winkelbereichs von +x um
die xy-Ebene. Bildstrukturen mit einem weiten Bereich von Wellenzah-
len, insbesondere in Richtung der optischen Achse, gehen komplett ver-
loren. Anschaulich kénnen wir sagen, dass es nur moglich ist, Struktu-
ren in denjenigen Richtungen zu ,sehen®, aus denen das optische System
auch Strahlen sammaelt.

Kontrastverlust bei groRen Wellenzahlen. Die OTF ist nach (8.1) um-
gekehrt proportional zur radialen Wellenzahl g. Daher wird die Am-
plitude einer priodischen Struktur proportional zu ihrer Wellenzahl ge-
dampft. Da diese Eigenschaft fiir alle optischen Systeme — einschlieR-
lich des menschlichen Auges — gilt, stellt sich die Frage, warum wir
lUberhaupt feine Strukturen erkennen kénnen.

Die Antwort ergibt sich aus einer genaueren Untersuchung der geo-
metrischen Struktur der beobachten Objekte. Die meisten Gegenstande
in der Umwelt sind undurchsichtig. Daher sehen wir nur deren Ober-
flache, d.h., wir sehen nicht wirklich 3D-Objekte, sondern lediglich 2D-
Oberflichenstrukturen. Bilden wir eine 2D-Oberfliche auf eine 2D-Bild-
ebene ab, reduziert sich auch die PSF zu einer 2D-Funktion. Mathema-
tisch bedeutet dies eine Multiplikation der PSF mit einer 5-Ebene, die
parallel zur beobachteten Oberflache liegt. Daraus folgt, dass die PSF
gerade dem Unscharfekreis in der entsprechenden Entfernung der Ober-
flache von der Kamera entspricht. Die Reduktion auf 2-D Oberflachen
bewahrt damit die Intensitat aller Strukturen, die groRer als dieser Un-
scharfekreis sind. Sie sind fiir uns mit gleichem Kontrast sichtbar.

Durch Betrachtung des Problems im Fourierraum kommen wir zum
gleichen Ergebnis: Der Multiplikation der PSF mit einer 6-Ebene im Orts-
raum entspricht die Faltung der OTF mit einer dazu senkrecht stehenden
0-Linie im Fourierraum, also einer Integration iiber die Koordinate in die
entsprechende Richtung. Integrieren wir die OTF tiber die k3-Koordinate,
so erhalten wir tatsdchlich eine von der Wellenzahl g unabhédngige Kon-
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stante:

o] qtan x 1 , 2 1/2
2l [ L I dz' = Io. (8.2)
T |q tan «| qtan x

—qtan«x

Um das Integral zu losen, substituieren wir z’’ = z’/(q tan ).

Zusammenfassend konnen wir festhalten, dass es einen grundlegen-
den Unterschied zwischen der Bildaufnahme von Oberflaichen und der
von Volumina gibt. Die OTF fiir Oberflachenstrukturen ist unabhéangig
von der Wellenzahl. Bei dreidimensionalen Strukturen bleibt aber das
Problem der Abnahme der OTF mit der radialen Wellenzahl bestehen.
Bei solchen Strukturen werden wir mit dem Auge oder einer Kamera
nicht in der Lage sein, feine Strukturen zu erkennen. Projektive Bildauf-
nahmesysteme sind nicht dafiir eingerichtet, wirklich dreidimensionale
Objekte zu erkennen. Deswegen bedarf es anderer Techniken fiir die
Aufnahme von Volumenbildern.

8.1.2 Prinzipien der Tiefenbildaufnahme

Um die Tiefe einer undurchsichtigen Oberflache im Raum zu gewinnen,
wird nur eine weitere Information pro Bildpunkt benoétigt, um neben ei-
nem Helligkeitsbild ein Tiefenbild erzeugen zu kénnen. Drei grundle-
gende Prinzipien kénnen unterschieden werden, die wir als Tiefe aus
Paradigmen bezeichnen.

Tiefe aus Triangulation. Wenn wir ein Objekt von zwei Positionen aus
betrachten, die durch eine Basislinie b voneinander getrennt sind, so
erscheint es unter verschiedenen Blickwinkeln. Diese Technik heilt Tri-
angulation und stellt eine der wesentlichen Techniken in der Geoddisie
und Kartographie dar. Die Triangulationstechnik ist die Grundlage einer
uberraschenden Vielfalt von Verfahren. Auf den ersten Blick erscheinen
diese Verfahren so verschieden, dass es nicht sofort aufféllt, dass sie alle
auf demselben Prinzip beruhen.

Tiefe aus Laufzeit. Dies ist ein zweites unmittelbar einsichtiges Prin-
zip zur Distanzmessung. Ein Signal wird ausgesendet, es pflanzt sich
mit einer charakteristischen Geschwindigkeit in Richtung Objekt fort,
wird dort reflektiert und dann von einer Kamera empfangen. Die Ver-
zogerungszeit zwischen Aussenden und Empfangen des Signals ist pro-
portional zu der Summe der Entfernungen zwischen Sender und Objekt
und Objekt und Kamera.

Tiefe aus Phase: Interferometrie. Interferometrie kann als ein Spezi-
alfall der Laufzeitmessung aufgefasst werden. Diese Technik misst Di-
stanzen in Vielfachen der Wellenldange der Strahlung, indem nicht nur die
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Amplitude (Energie) der Strahlung gemessen wird, sondern auch deren
Phasenlage. Phasenmessungen sind durch die Uberlagerung kohéirenter
Strahlung (Abschn. 6.2.3) moglich, da sie zu Intensitédtsvariationen fiihrt.
Hohe Intensitdten ergeben sich, wenn die iiberlagerten Wellenfronten in
Phase sind (konstruktive Interferenz) und niedrige bei einer Phasenver-
schiebung von 180° (1r, destruktive Interferenz). Licht hat Wellenldngen
zwischen 400 und 700 nm (Abschn. 6.2.1 und Abb. 6.2). Daher kénnen
mit Licht Entfernungen mit Nanometer-Genauigkeit (10~9m) — einem
Bruchteil der Wellenldngen — gemessen werden.

Gestalt aus Schattierung. Die Form einer Oberflache kann auch aus der
lokalen Orientierung der Oberflachenelemente bestimmt werden. Mathe-
matisch wird die Orientierung durch Vektoren ausgedriickt, die senk-
recht zur Oberflache stehen. Mit dieser Methode verlieren wir natiirlich
die absolute Tiefe der Oberfldche, aber ein Tiefenprofil kann durch Inte-
gration der Oberflachenneigung gewonnen werden. Die Oberflachennor-
male konnen wir aus der Strahlungsstirke der Oberflache bestimmen,
da diese bei vorgegebener Beleuchtungsstiarke vom Winkel zwischen der
Oberflachennormalen und der Richtung der Beleuchtung abhéangt.

8.1.3 Prinzipien der volumetrischen Bildaufnahme

Jede Tiefe-aus-Technik, die in der Lage ist, gleichzeitig mehrere Tiefen zu
erfassen, ist auch fiir die Volumenbildgewinnnung geeignet. Damit ist
die Fahigkeit, mehrere Tiefen gleichzeitig zu erfassen, ein weiteres wich-
tiges Merkmal einer Tiefenmesstechnik. Uber diese Techniken hinaus
gibt es jedoch zwei weitere Prinzipien fiir volumetrische Bildaufnahme.

Beleuchtungs-Schnittbilder. Bei der projektiven Bildgewinnung wis-
sen wir nicht, aus welcher Tiefe die auf der Bildebene einfallende Ener-
gieflussdichte kommt. Es kann von jeder Position entlang des Projekti-
onsstrahls sein (siehe Abschn. 7.3.1 und Abb. 7.3). Es ist jedoch moglich,
die Beleuchtung in einer solchen Art und Weise anzuordnen, dass nur ein
gewisser Tiefenbereich beleuchtet wird. Dann wissen wir, aus welcher
Tiefe die Strahlung kommt. Wenn wir die Beleuchtung auf unterschiedli-
che Tiefe nacheinander einstellen, kann auf diese Weise ein Volumenbild
gewonnen werden.

Tiefe aus Mehrfach-Projektionen: Tomographie. Eine einzelne Pro-
jektion enthdlt nur eine partielle Information tiber ein volumetrisches
Objekt. Die Frage ist daher, ob und wie es durch mehrere Projektionen
moglich ist, die partiellen Informationen zu zu einem kompletten 3D-
Bild zusammenzufiigen. Eine solche Technik der Tiefe aus Mehrfach-
Projektionen ist unter dem Namen Tomographie bekannt.
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8.1.4 Charakterisierung von 3D-Bildgewinnungstechniken

Die Tiefenbildgewinnung ist in erster Linie durch zwei Grundgréfen cha-
rakterisiert, die Tiefenauflosung o, und den Tiefenbereich Az. Die Tie-
fenauflosung gibt den statistischen Fehler der Tiefenmessung an und
damit die minimal bestimmbare Tiefendifferenz. Diese Angabe ist nicht
mit der absoluten Tiefengenauigkeit zu verwechseln. Der systemati-
sche Fehler kann deutlich groRer sein (vergleiche dazu die Diskussion in
Abschn. 3.1). Ein wesentliches Charakteristikum einer Tiefenbildgewin-
nungstechnik ist, wie die Tiefenauflosung von der Entfernung abhangt.
Es ist ein groRer Unterschied, ob die Tiefenauflésung konstant ist, d.h.
nicht von der Entfernung abhangt, oder ob sie mit der Entfernung z ab-
nimmt.

Der Tiefenbereich Az ist die Differenz zwischen der maximalen und
minimalen Tiefe, die gemessen werden kann. Daher gibt das Verhaltnis
von Tiefenbereich zu Tiefenauflosung, Az /o, den dynamischen Bereich
der Tiefenbildgewinnungstechnik an.

8.2 Tiefe aus Triangulation

Wenn ein Objekt aus unterschiedlichen Positionen betrachtet wird, die
durch einen Basisvektor b voneinander getrennt sind, ergeben sich dar-
aus unterschiedliche Blickwinkel. Auf die eine oder andere Weise resul-
tieren die Unterschiede im Blickwinkel zu einer Verschiebung auf der
Bildebene, die als Disparitdt bzw. Parallaxe bekannt ist und aus der die
Entfernung des Objekts bestimmt werden kann.

Triangulationsbasierte Tiefenmesstechniken beinhalten eine grofe
Fille verschiedener Verfahren, die — auf den ersten Blick — nichts mit-
einander gemeinsam haben und dennoch auf demselben Prinzip beru-
hen. In diesem Abschnitt betrachten wir die Stereoskopie (Abschn. 8.2.1),
aktive Triangulation, bei der eine Kamera durch eine Lichtquelle ersetzt
wird (Abschn. 8.2.2), Tiefe aus Fokussierung (Abschn. 8.2.3) und konfo-
kale Mikroskopie (Abschn. 8.2.4). Mit der Stereoskopie diskutieren wir
auch die grundlegende Geometrie der Triangulation.

8.2.1 Stereoskopie

Die Betrachtung einer Szene aus zwei unterschiedlichen Blickwinkeln er-
moglicht die Bestimmung der Entfernung zwischen Objekten und Kame-
raebene. Ein Aufbau mit zwei Bildsensoren wird Stereosystem genannt.
Bei vielen biologischen Systemen erfolgt das Tiefensehen auf diese Wei-
se. Abbildung 8.1 verdeutlicht die Tiefenbestimmung mit einer Stereo-
kameraanordnung. Zwei Kameras sind nebeneinander mit parallelen op-
tischen Achsen plaziert. Der Abstandsvektor b der beiden Achsen wird
als stereoskopische Basis bezeichnet.
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Abbildung 8.1: Schematische Darstellung einer Stereokameraanordnung.

Ein Gegenstand wird auf unterschiedliche Positionen in der Bildebe-
ne abgebildet, weil er unter leicht verschiedenen Winkeln gesehen wird.
Die Differenzstrecke zwischen den Positionen auf der Bildebene wird als
Parallaxe oder Disparitat bezeichnet. Mit Hilfe von Abb. 8.1 lasst sich
die Parallaxe p einfach berechnen zu
,X1+b/2 ,Xl—lo/2 da

X3 a X =b X (8.3)

l

p="x1-'x1=d

Die Parallaxe ist umgekehrt proportional zur Entfernung X3 des Ob-
jekts (null fiir ein unendlich weit entferntes Objekt) und direkt propor-
tional zur stereoskopischen Basis und der Brennweite der verwendeten
Objektive (d" =~ f fiir weit entfernte Gegenstiande). Die Entfernungsab-
schatzung wird demnach um so schwieriger, je weiter ein Objekt ent-
fernt ist. Dies wird deutlicher, wenn wir das Fehlerfortpflanzungsgesetz
benutzen, um den Fehler der Entfernung X3 zu berechnen:

_ bd
p

ba,

X3 Oy = ?op = pd o (8.4)

Deshalb nimmt die absolute Sensitivitat fiir eine Tiefenbestimmung mit
dem Quadrat der Entfernung ab. Als Beispiel nehmen wir ein Stereosys-
tem mit einer stereoskopischen Basis von 200 mm an; die Brennweite des
Objektivs sei 100 mm. Bei 10 m Entfernung betrdgt dann die Verdnde-
rung der Parallaxe etwa 200 um/m (ca. 20 Pixel/m), wiahrend sie bei
100 m Entfernung nur noch 2 ym/m (0,2 Pixel/m) betragt.

Die Parallaxe ist eine Vektorgroffe und immer parallel zur stereosko-
pischen Basis b. Das hat auf der einen Seite den Vorteil, dass wir im
Prinzip, d.h. bei genauer Kenntnis der Ausrichtung der Kameras, die
Richtung der Parallaxe kennen. Auf der anderen Seite ergeben sich da-
durch Probleme in der Bestimmung des Betrags der Parallaxe. Hat ein
Bildbereich keine Struktur in Richtung der Stereobasis, so kann in ihm
keine Verschiebung bestimmt werden, weil sich die Grauwerte in dieser
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Richtung nicht dndern. Dieses Problem ist ein Spezialfall des sogenann-
ten Blendenproblems, das wir bei der Bewegungsanalyse ausfiihrlich dis-
kutieren werden (Abschn. 14.2.2).

Es gibt verschiedene Verfahren, die Tiefeninformation in Stereobil-
dern darzustellen. Beim Anaglyphenverfahren werden beide Teilbilder
in zwei Farben, in der Regel rot und griin, tibereinander dargestellt.
Durch eine Brille, die fiir das rechte Auge mit einem Rotfilter und fiir
das linke mit einem Griinfilter ausgeriistet ist, sieht der Betrachter mit
dem rechten Auge nur das griine Bild und mit dem linken nur das ro-
te. Dieses Verfahren hat zweifellos den Nachteil, dass keine farbigen
Vorlagen betrachtet werden konnen. Dafiir konnen solche Bilder ohne
spezielle Hardware leicht auf Standarddruckern ausgegeben, projiziert
oder auf jedem Farbbildschirm dargestellt werden.

Die vertikale Stereoskopie nach dem KMQ-Verfahren ermoglicht auch
die Betrachtung von Stereo-Farbbildern [1 14]. Zwei iibereinanderstehen-
de Bilder verschmelzen zu einem Raumbild, wenn sie mit einer Prismen-
brille betrachtet werden, die das Bild des rechten Auges nach oben, die
des linken nach unten ablenkt.

Andere stereoskopische Abbildungsverfahren verwenden spezielle
Hardware. Bekannt ist das Prinzip, dass das linke und rechte Stereobild
in schneller, abwechselnder Folge auf einem Monitor dargestellt werden.
Gleichzeitig wird die Polarisationsrichtung des Bildschirmes umgeschal-
tet. Der Betrachter tragt eine Polarisationsbrille, die die korrekten Bilder
fir das linke und rechte Auge herausfiltert.

Die Anaglyphenmethode hat das groRte Potential fiir breite Anwen-
dung, da sie ohne zusatzliche Hardware auskommt. Es wird zuséatzlich
lediglich eine Rotgriinbrille benétigt. Ein anregender Uberblick tiber die
wissenschaftlichen und technischen Anwendungen von Stereobildern ist
bei Lorenz [127] zu finden.

8.2.2 Tiefe aus aktiver Triangulation

Anstelle einer Stereokameraanordnung kann eine Kamera durch eine
Lichtquelle ersetzt werden. Fiir eine Tiefenrekonstruktion ist es dann
notwendig zu identifizieren, aus welcher Richtung die Beleuchtung fiir
jedes Pixel kommt. Diese Information is dquivalent zur Bestimmung
einer Disparitdat. Damit besitzt ein Tiefenmessverfahren auf Basis der
aktiven Triangulation dieselben Eigenschaften wie die Stereoskopie, die
wir im letzten Abschnitt diskutiert haben.

In den letzten Jahren wurden ausgefeilte Techniken entwickelt, die
Lichtstrahlen eindeutig kodieren. Am haufigsten wird ein Lichtprojektor
benutzt, der die Szene mit Streifenmustern, bei denen die Streifen senk-
recht zur Triangulationsbasis stehen, beleuchtet. Ein einzelnes Streifen-
muster ist nicht ausreichend, um die Position des Musters auf der Bilde-
bene eindeutig bestimmen zu kénnen. Mit einer geeigneten Sequenz von
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Abbildung 8.2: Aktive Triangulation durch die Projektion einer Serie von Strei-
fenbildern unterschiedlicher Wellenldnge zur bindren Kodierung der horizonta-
len Position.

Streifenmustern unterschiedlicher Wellenlange kann aber die Position in
der Bildebene des Projektors durch eine Abfolge von hellen und dunklen
Werten eindeutig kodiert werden. Ein Teil einer solchen Beleuchtungs-
sequenz zeigt Abb. 8.2.

Eine solche Beleuchtungssequenz hat auch den Vorteil, dass — in
den Grenzen des dynamischen Belichtungsbereichs der Kamera — die
Detektion der Streifenmuster unabhdngig vom Reflexionskoeffizienten
des Objektes und der entfernungsabhingigen Beleuchtungsstirke des
Projektors wird. Das Okklusionsproblem, das an dem Schatten hinter
der Espresso-Maschine in Abb. 8.2 zu sehen ist, bleibt.

Die bindre Kodierung mit einer Sequenz von Streifenmustern funk-
tioniert nicht mehr fiir feine Streifenmuster. Fir eine genauere Positi-
onsbestimmung sind phasenverschobene Muster mit derselben Wellen-
lange, wie in Abb. 8.3 gezeigt, eine bessere Losung. Sie erlauben eine
subpixelgenaue Positionsbestimmung auf der Bildebene des Projektors.
Da die Phasenverschiebung aber nur im Bereich einer Wellenldnge des
Streifenmusters eindeutig ist, wird oft ein hybrides Verfahren benutzt,



8.2 Tiefe aus Triangulation 221

Abbildung 8.3: Aktive Triangulation durch phasenverschobene Streifenbilder
gleicher Wellenldnge. Drei der vier Muster mit einer Phasenverschiebung von 0,
90 und 180° sind abgebildet.

das zuerst die grobe Position mittels bindrer Kodierung und dann die
genaue Positionierung mittels Phasenverschiebung bestimmt.

8.2.3 Tiefe aus Fokussierung

Die begrenzte Schdrfentiefe eines optischen Systems (Abschn. 7.4.3) ist
die Basis fiir eine weitere Technik zur Tiefenbildgewinnung. Ein Objekt
wird ohne Unschédrfe nur dann abgebildet, wenn es im Bereich des ob-
jektseitigen Scharfentiefebereichs liegt. Auf den ersten Blick sieht diese
Technik nicht nach einem Triangulationsverfahren aus. Es besitzt je-
doch genau die gleiche grundlegende Geometrie wie ein Triangulations-
verfahren. Der einzige Unterschied ist, dass nicht nur zwei sondern viele
Strahlen zu berticksichtigen sind und dass der Radius des Unscharfe-
kreises die Disparitdt ersetzt. Die Triangulationsbasis entspricht jetzt
dem Durchmesser der Optik. Damit weist die Technik der Tiefe-aus-
Fokussierung alle Merkmale einer Triangulationstechnik auf. Bei einer
vorgegebenen Optik fallt die Tiefenauflosung mit dem Quadrat der Ent-
fernung ab (vergleiche (8.4) mit (7.28)).

Aus der Diskussion liber die Grenzen der projektiven Abbildung in
Abschn. 8.1.1 kann gefolgert werden, dass die Technik der Tiefe-aus-
Fokussierung sich nicht zur Aufnahme von Volumenbildern eignet, da
die meisten Strukturen, insbesondere diejenigen in Tiefenrichtung, bei
der projektiven Abbildung verschwinden. Sie ist aber eine niitzliche und
einfache Technik fiir die Tiefenbestimmung bei undurchsichtigen Ober-
flachen.

Steurer et al. [192] entwickelten eine einfache Methode zur Rekon-
struktion einer Tiefenkarte aus einer lichtmikroskopischen Fokusserie.
Eine Tiefenkarte ist eine zweidimensionale Funktion, die die Tiefe eines
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Abbildung 8.4: Uberlagerung der doppelkegelformigen Punktantwort zweier be-
nachbarter Punkte auf einer Oberfldche.

Objektpunktes d — relativ zu einer Referenzebene — als eine Funktion
der Bildkoordinaten [x,y]" angibt.

Mit den gegebenen Einschrankungen muss nur ein Tiefenwert fiir je-
den Bildpunkt gefunden werden. Wir konnen die Tatsache ausnutzen,
dass die dreidimensionale Punktantwort optischer Abbildungen, die wir
im Detail in Abschn. 7.6.1 betrachtet haben, ein ausgepragtes Maximum
in der Brennebene hat, da die Intensitidt mit dem Quadrat der Entfernung
von der Brennebene abféllt. Der Kontrast — also die Grauwertunterschie-
de zwischen benachbarten Bildpunkten — markanter Grauwertstruktu-
ren wie Ecken, Linien oder lokale Extrema wird demnach in der scharf
eingestellten Ebene maximal sein. Abbildung 8.4 zeigt, dass sich die
Punktantworten benachbarter Bildpunkte zwar weit weg von der scharf
eingestellten Ebene durch Uberlagerung beeinflussen, nicht jedoch in
dessen Nahe.

Steurers Methode basiert auf der Tatsache, dass die 3D-PSF ein aus-
gepragtes Maximum in der Fokalebene besitzt. Sein Algorithmus besteht
aus den folgenden vier Schritten:

1. Ausgegangen wird von einer Fokusserie mit konstanten Tiefenschrit-
ten.

2. Mit einem geeigneten Operator, wie z.B. dem Varianzoperator (in Ab-
schn. 15.2.2), wird der lokale Kontrast bestimmt. Die gefilterten Bil-
der werden segmentiert, damit eine Maske fiir die Regionen mit si-
gnifikanten Grauwertianderungen entsteht.

3. In den maskierten Regionen wird der maximale Kontrast an einem
Bildpunkt in allen Tiefen gesucht. Das Bild, in dem das Maximum
auftritt, liefert einen Tiefenwert fir die Tiefenkarte. Durch Interpo-
lation der Werte kann die Tiefenposition des Maximums auch genauer
als die Tiefenauflosung des Bildstapels bestimmt werden [ ].

4. Da die so ermittelte Tiefenkarte nicht dicht ist, miissen die fehlen-
den Tiefenwerte interpoliert werden. Steurer verwendet eine Regio-
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Abbildung 8.5: a Fokusserie mit 16 Bildern einer metallischen Oberfldche, die
in Schritten von 2um aufgenommen wurden: Die Brennebene wird von links
nach rechts und von oben nach unten zu tieferen Schichten hin verschoben. b
Aus einer Fokusserie berechnete Tiefenkarte. Die Tiefe ist durch die Intensitdt
kodiert, wobei ndher zum Beobachter liegende Objekte heller erscheinen. Aus
Steurer et al. [192].

nenwachstumsmethode und anschlieRend eine adaptive Tiefpassfil-
terung, die er nur auf die interpolierten Regionen anwendet, um die
direkt berechneten Tiefenwerte nicht zu verandern. Jede andere Re-
gularisierungstechnik ldsst sich hier genauso einsetzen, wie z.B. die
normalisierte Faltung (Abschn. 11.7.2) oder die in Abschn. 17.3 be-
schriebenen Verfahren.

Diese Methode wurde erfolgreich zur Bestimmung der Oberflachen-
struktur bearbeiteter Metallteile angewandt. Abbildung 8.5 zeigt, dass
sie zu guten Ergebnissen fiihrt. Erkennbar ist ein Metallspan, der aus
der Oberflache herausragt. Zusatzlich zeigt die Oberflache klare Spuren
des Schleifprozesses.
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Abbildung 8.6: Prinzip der konfokalen Laserabtastmikroskopie.

Diese Technik konnen wir nur anwenden, wenn eine Oberflache feine
Details aufweist. Fiir strukturlose, glatte Oberflichen kann die konfokale
Beleuchtungstechnik von Scheuermann et al. [177] eingesetzt werden,
die statistische Muster auf die Fokalebene projiziert und dann dasselbe
Auswertungsverfahren benutzt (vgl. Abschn. 1.2.2 und Abb. 1.3).

8.2.4 Konfokale Mikroskopie

Volumetrische Mikroskopie ist von grofler Bedeutung fiir die Material-
und Lebenswissenschaften. Deshalb stellt sich die Frage, ob es nicht
moglich ist, den Bilderzeugungsprozess — und damit die Punktantwort
— so0 zu verandern, dass die optische Transferfunktion insbesondere in
z-Richtung nicht verschwindet.

Die Antwort auf diese Frage ist die konfokale Laserabtastmikrosko-
pie (englisch: confocal laser scanning microscopy, CLSM), deren Prinzip
die ausschlieRliche Beleuchtung der Punkte in der Brennebene ist. Dies
wird dadurch erreicht, dass ein Laserstrahl tiber die Bildebene tastet, die
uber die Mikroskopoptik auf die Brennebene fokussiert ist (Abb. 8.6). Da
fir Bildaufnahme und Beleuchtung die gleiche Optik verwendet wird, er-
gibt sich die Intensitatsverteilung im Objektraum in Ndaherung durch die
Punktantwort des Mikroskops. (Geringe Differenzen treten durch die
Kohédrenz des Laserlichts auf.) Lediglich ein diinner Streifen nahe der
Brennebene wird hell beleuchtet. Aulerhalb dieses Streifens fallt die
Lichtintensitdt mit dem Quadrat der Entfernung von der Brennebene ab.
Auf diese Weise werden Storungen durch unscharfe Objekte aulerhalb
der Brennebene stark unterdriickt. Aber lasst sich eine vollig storungs-
freie Rekonstruktion erreichen? Wir werden zwei unterschiedliche Ge-
dankengange verfolgen, um diese Frage zu beantworten.

Stellen wir uns zunédchst eine sich wiederholende Struktur in z-Rich-
tung vor. Bei der konventionellen Mikroskopie geht diese Struktur verlo-
ren, da alle Tiefenbereiche mit gleicher Stirke bestrahlt werden. Bei der
konfokalen Mikroskopie sehen wir jedoch durch den starken Abfall der
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a

Abbildung 8.7: Verdeutlichung der konfokalen Laserabtastmikroskopie: a Ein
quadratischer, pyramidenformiger Kristall, aufgenommen mit einem Standard-
mikroskop und Fokus auf die Pyramidenbasis. b Ahnliches Objekt, mit der CLSM
aufgenommen. Nur ein schmaler Hohenkonturbereich 2,5 pm oberhalb der Basis
der quadratischen Pyramide wird sichtbar. ¢ Aus einer 6,2 um weiten Tiefenab-
tastung rekonstruiertes Bild. Die Bilder wurden freundlicherweise von der Firma
Carl Zeiss Jena GmbH zur Verfligung gestellt.

Lichtintensitdt noch eine periodische Variation in z-Richtung, vorausge-
setzt, die Wellenldnge in z-Richtung ist nicht zu klein.

Das gleiche konnen wir anhand der PSF zeigen. Die PSF der konfoka-
len Mikroskopie ergibt sich aus dem Produkt der raumlichen Intensitats-
verteilung und der PSF der optischen Abbildung. Da beide Funktionen
mit z=2 abfallen, fallt die PSF des konfokalen Mikroskopes insgesamt mit
z~4. Die Quadrierung der PSF im Ortsraum entspricht einer Faltung der
OTF mit sich selbst. Durch diese Faltung wird die OTF auch in z-Richtung
bis zur Auflésungsgrenze hin ungleich null.

Das 3D-Auflosungsvermogen der konfokalen Laserabtastmikrosko-
pie verdeutlicht Abb. 8.7. Ein mit einem Standardmikroskop aufgenom-
menes Bild zeigt einen Kristall in Form einer quadratischen Pyramide
nur an der Pyramidenbasis scharf (Abb. 8.7a). Zur Spitze der Pyramide
hin werden die Kanten zunehmend unscharf. Dagegen wird bei einem
einzelnen mit der konfokalen Laserabtastmikroskopie aufgenommenen
Bild nur ein schmaler Tiefenbereich tiberhaupt abgebildet (Abb. 8.7b).
Fin Bild, entstanden aus der Uberlagerung aller in einem Tiefenbereich
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von 6,2 um erhaltenen Teilbilder, zeigt jedoch fiir den gesamten Tiefen-
bereich ein scharfes Objekt (Abb. 8.7c). So kénnen viele feine Details
beobachtet werden, die in dem mit konventioneller Mikroskopie aufge-
nommenen Bild nicht zu erkennen sind. Die Laserabtastmikroskopie ist
mittlerweile in Anwendungen der Medizin, Biologie und der Materialfor-
schung weit verbreitet.

8.3 Tiefe aus Laufzeit

Laufzeitverfahren messen die Zeit, die Strahlung benétigt, um eine ge-
wisse Distanz zurtiickzulegen. Wenn die Strahlung von der Position der
Kamera ausgesendet wird, muss sie die Entfernung zwischen Kamera
und dem Objekt, das die Strahlung reflektiert, zweimal zurticklegen. Da-
her ergibt sich die Verzégerungszeit zu
T= 2—2, (8.5)
c

wobei ¢ die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Strahlung ist.

Aus (8.5) sehen wir, dass der statistische Fehler der Tiefenmessung
unabhingig von der Distanz zum Objekt ist. Er hdangt nur von der Ge-
nauigkeit ab, mit der die Verzogerungszeit gemessen werden kann:

% ~ 0= %aT. (8.6)
Das stellt einen deutlichen Vorteil gegeniiber Triangulationsverfahren
dar (siehe (8.4)).

Bei Laufzeiten denkt man zuerst an eine Pulsmodulation, d.h. die
Messung der Verzogerungszeit zwischen dem Senden und dem Emp-
fang eines kurzen Pulses. Die maximal messbare Distanz hingt von der
Pulswiederholfrequenz ab. Bei elektromagnetischen Wellen ist die Ver-
messung der Verzogerungszeit eine Herausforderung. Da die Lichtge-
schwindigkeit ¢ 3 - 108 m/s ist, betrdgt die Verzdgerungszeit nur 6.7 ns
pro Meter.

Pulsmodulation ist nur eine von vielen Moglichkeiten, ein Signal fir
Laufzeitmessungen zu modulieren. Die Signalamplitude kann auch pe-
riodisch moduliert werden. Die Laufzeit wird bei diesem Verfahren als
eine Phasenverschiebung zwischen dem aus- und eingehenden Signal ge-
messen:

C Cc
zZ = ﬂ(b ~ Oz = %0'4), (8.7)

wobei w die zirkulare Frequenz der Modulation ist. Der Tiefenbereich
dieser Technik ergibt sich aus der Tatsache, dass die Phase eindeutig nur
in einem Bereich von +71 gemessen werden kann:

me

Az = :Q.

© > (8.8)
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Der grofite Nachteil der periodischen Modulation ist daher der begrenz-
te Tiefenbereich. Dieses Problem wird durch eine Zufallsmodulation ge-
16st, bei der die Signalamplitude durch ein Zufallsmuster moduliert wird.
Diese Technik kombiniert die Vorteile der hohen Auflésung der periodi-
schen Modulation mit dem groRen Tiefenbereich der Pulsmodulation.

8.4 Tiefe aus Phase: Interferometrie

Die Interferometrie kann als Spezialfall der periodischen Modulation be-
trachtet werden. Die Modulation ergibt sich direkt aus der Frequenz
der elektromagnetischen Strahlung. Es ist trotzdem sinnvoll, die Inter-
ferometrie als eine eigene Klasse der Tiefenmesstechnik zu betrachten,
da sie im Gegensatz zu den anderen Verfahren auf kohdrentes Licht (Ab-
schn. 6.2.3) angewiesen ist. Wegen der hohen Frequenz des Lichtes kann
die Phase des aus- und eingehenden Lichtes nicht direkt gemessen wer-
den, sondern nur durch die aus der kohérenten optischen Uberlagerung
des ein- und ausgehenden Lichtes resultierende Amplitudenvariation.

Fehler und Bereich der Tiefenbestimmung aus interferometrischen
Messungen ergeben sich aus (8.7) und (8.8) und den Beziehungen ¢ = vA
und w = 2mv = ck (Abschn. 6.2.1) zu

z= 217k = %d), o, = ﬁcr(b, Az = % (8.9)
Wegen der kleinen Wellenldnge des Lichts (0.4-0.7 ym) sind interfero-
metrische Tiefenmessungen extrem genau. Der sehr begrenzte Tiefen-
bereich von nur einer halben Wellenldnge kann durch Mehrwellenldngen-
Interferometrie iberwunden werden.

Ein zweite Art interferometrischer Tiefenmesstechnik ist moéglich,
wenn Strahlung mit einer geringen Koharenzldange von nur wenigen Wel-
lenldngen benutzt wird. Dann sind Interferenzmuster ebenfalls nur in
einem Tiefenbereich von wenigen Wellenldngen moglich. Dieser Effekt
kann von einem Aufnahmesystem, das einen Tiefenbereich durchfahrt,
zur Tiefenmessung benutzt werden. Diese Art von Interferometrie wird
Weiflicht-Interferometrie oder Kohdirenzradar genannt.

8.5 Gestalt aus Schattierung?

Die Methode der Gestalt aus Schattierung bestimmt nicht die Tiefe son-
dern die Oberflichennormale von Oberflichen und stellt somit eine ei-
gene Klasse von Verfahren zur 3D-Rekonstruktion von Oberflachen dar.
Diese Technik kann keine absoluten Distanzen bestimmen.
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Abbildung 8.8: Berechnung der Strahlungsdichte, veranschaulicht im Gradien-
tenraum fiir eine Lambertsche Oberfldche, die mit einer entfernten Lichtquelle
unter dem Einfallswinkel 0; bestrahlt wird. Der Azimutwinkel ¢; ist null.

8.5.1 Gestalt aus Schattierung fiir Lambertsche Oberflichen

Wir wenden diese Technik zuerst auf die diffuse Reflexion undurchsich-
tiger Objekte an. Der Einfachheit halber nehmen wir an, dass die Ober-
flache eines Lambertschen Objektes (Abschn. 6.4.3) von parallelem Licht
angestrahlt wird. Dann ergibt sich fiir die Strahlungsdichte L der Ober-
flache:

_ P

T

wobei E die Bestrahlungsstdrke ist und y der Winkel zwischen der Ober-
flaichennormalen und der Lichtrichtung. Am einfachsten sind die Bezie-
hungen zwischen der Oberflichennormalen und der ein- und ausfallen-
den Strahlung im Gradientenraum zu verstehen. Dieser Raum wird vom
Gradienten der Oberflaichenhohe a (X, Y) aufgespannt:

da da 17 T
s=Va=[a—X,a—Y] =[51,32] . (8.11)

L Ecosy, (8.10)

Der Gradient steht in direkter Beziehung zur Oberflichennormalen, wenn
man deren Z-Komponente auf eins setzt:

da OJda T
"o [ e 22 ] = [ s ], (8.12)

Man kann daher den Gradientenraum als eine Ebene parallel zur XY-
Ebene in der Hohe Z = 1 verstehen, wenn man die X, Y-Achsenrichtungen
umdreht. Die X, Y-Koordinaten, an denen die Oberflichennormalen und
andere Richtungsvektoren diese Ebene durchstofen, sind dann die Ko-
ordinaten des Gradientenraums.

Die Geometrie im Gradientenraum ist in Abb. 8.8 veranschaulicht.
Ohne Beschrankung der Allgemeinheit konnen wir die Richtung der Licht-
quelle in x-Richtung drehen. Dann ergibt sich die Lichtrichtung durch
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Abbildung 8.9: Konturgrafik der Strahlungsdichte einer Lambertschen Ober-
fldche mit homogenem Reflexionskoeffizienten, die von parallelem Licht ange-
strahlt wird, gezeigt im Gradientenraum fiir Oberfldchensteigungen zwischen
-1 und 1. Die Strahlungsdichte ist auf diejenige einer flachen Oberfldche nor-
miert. a Einfallswinkel 0; = 0°; die Entfernung der Konturlinien betrdgt 0,05. b
Schrdglichtbeleuchtung mit einem Einfallswinkel von 45° und einem Azimutwin-
kel von 0°; die Entfernung der Konturlinien betrdgt 0,1.

den Vektor I = (tan 6;,0,1)7, und die Strahlungsdichte L der Oberfliche
kann folgendermaRen ausgedriickt werden:

p(A) . nTl  pA) —sitanf; + 1
= E = .
T nflll \/1+tan29i\/l+sf+55

Abbildungen von Konturgrafiken der Strahlungsdichteverteilung im
Gradientenraum zeigt Abb. 8.9a fiir eine Lichtquelle mit einem Einfalls-
winkel 0; = 0°. In diesem Fall sind die Konturlinien gleicher Strahlungs-
dichte konzentrische Kreise und Linien mit konstanter absoluter Stei-
gung s = (s? + s3)1/2. Allerdings andert sich die Strahlungsdichte bei
kleinen Oberflaichenneigungen kaum. Eine Schraglichtbeleuchtung be-
wirkt einen hoheren Kontrast in der Strahlungsdichte (Abb. 8.9b). Bei
dieser Beleuchtungsart ist jedoch die maximale Oberflichenneigung in
der entgegengesetzten Richtung zur Lichtquelle auf 7m/2 — 6 begrenzt,
wenn die Oberflichennormale senkrecht zur Lichtrichtung steht.

Mit einer einzigen Beleuchtungsquelle ist die Oberflachennormale nur
teilweise bestimmt, selbst wenn die Oberflachenreflektivitat bekannt ist.
Wir wissen dann nur die Komponente der Oberflichennormale in Rich-
tung der Beleuchtungsdnderung. Die Oberflaichenrekonstruktion mit nur
einer Beleuchtungsquelle stellt ein schwieriges mathematisches Problem
dar, das hier nicht weiter verfolgt werden soll. Im ndchsten Abschnitt
behandeln wir daher, wie wir durch mehrere Aufnahmen mit Beleuch-

(8.13)
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Abbildung 8.10: Uberlagerte Konturgrafiken der Strahlungsdichte einer Lam-
bertschen Oberfldche mit homogenem Reflexionskoeffizienten. Die Flciche wird
unter einem Einfallswinkel von 45° und einem Azimutwinkel von 0° und 90° be-
leuchtet.

tungen aus unterschiedlichen Richtungen das Problem der Gestalt-aus-
Schattierung eindeutig 16sen kénnen. Solche Techniken nennt man pho-
togrammetrisches Stereo.

8.5.2 Photogrammetrisches Stereo

Die gekriimmten Konturlinien in Abb. 8.9 bedeuten, dass die Beziehung
zwischen der Oberflaichensteigung und der Strahlungsdichte nicht line-
ar ist. Das hat zur Folge, dass die Oberflaichensteigung nicht eindeutig
bestimmt werden kann, selbst wenn wir eine Oberflache hintereinan-
der durch zwei unterschiedlich ausgerichtete Lichtquellen beleuchten
(Abb. 8.10). Das ist dann der Fall, wenn sich die gekriimmten Konturlini-
en in mehr als einem Punkt schneiden. Man braucht also drei verschie-
dene Beleuchtungsarten, um zu einer eindeutigen Losung zu kommen.

Die Verwendung von drei Lichtquellen hat einen entscheidenden Vor-
teil: der Reflexionskoeffizient der Oberflache kann durch die Berechnung
von Verhiltnissen eliminiert werden. Um ein Beispiel zu betrachten, be-
leuchten wir eine Lambertsche Oberflache mit parallelen Lichtstrahlen
aus drei unterschiedlichen Richtungen:

L = (,0,1)
I, = (tan6;,0,1) (8.14)
I3 (0,tan 0, 1).
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Abbildung 8.11: Konturgrafik der Strahlungsdichte einer Lambertschen Ober-
fldiche, die mit parallelem Licht mit einem Einfallswinkel von 45° und einem Azi-
mutwinkel von 0° (a ) bzw. 90° (b ) beleuchtet wird. Die Strahlungsdichte wurde
auf die bei einem Einfallswinkel von 0° nach (8.15) normalisiert. Die Entfernung
der Konturlinien betrcigt 0,1. Beachtenswert ist die perfekte lineare Beziehung
zwischen der normalisierten Strahlungsdichte und den Komponenten der Ober-
fldchensteigung in x - und 7y -Richtung.

Daraus folgt durch Verhaltnisbildung:

sitan@; + 1 s>tan6; + 1

—_—, L3/l = —.
/1 + tan? 6; /1 + tan? 6;

Die Gleichungen sind nun linear in s; und s, und — ein weiterer ent-
scheidender Vorteil — entkoppelt: s; und s, sind nur noch von Ly/L;
bzw. L3/L; abhingig (Abb. 8.11). AuRerdem hingen die Verhéltnisse
der Strahlungsdichten in (8.15) ebenfalls nicht vom Reflexionskoeffizi-
enten der Oberfliche ab. Dieser ist in (8.10) als Faktor enthalten und
verschwindet, wenn das Verhdltnis zweier Strahlungsdichteverteilungen
derselben Oberflache berechnet wird.

Ly/Ly = (8.15)

8.5.3 Gestalt aus Brechung an glinzenden Oberflichen*

Die Technik der Gestalt aus Schattierung (Abschn. 8.5.1) funktioniert bei glan-
zenden Oberflachen nicht, da das Licht nur in Richtung der Kamera reflektiert
wird, wenn der Einfallswinkel von der Lichtquelle gleich dem Reflexionswinkel
zur Kamera hin ist. Deswegen werden ausgedehnte Lichtquellen benotigt. Es
zeigt sich, dass fir transparente glanzende Oberflachen die Technik der Gestalt
aus Brechung Vorteile gegeniiber den Gestalt-aus-Reflexion-Techniken bietet.
Die Strahlungsdichte ist hoher, es konnen steilere Oberflaichen bestimmt wer-
den, und die Nichtlinearitdt der Beziehung zwischen Steigung und Strahlungs-
dichte ist betrachtlich geringer.
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Abbildung 8.12: Grundlage der Gestalt-aus-Brechung-Technik ist die Lichtbre-
chung an einer geneigten Oberfldche. Die Kamera befindet sich weit oberhalb
der Oberfldche. a Strahlen, die von der Lichtquelle unter dem Winkel y ausgehen,
werden in Richtung der Kamera gebrochen. b Selbst fiir eine unendliche Steigung
(vertikal verlaufende Oberfldche, « = 90 °) treffen Strahlen von der Lichtquelle in
die Kamera.

Das Gestalt-aus-Brechung-Verfahren erfordert eine spezielle Beleuchtungstech-
nik, da — mit Ausnahme eines geringen Teils des Lichts, das an der Oberflache
reflektiert wird — keine signifikanten Variationen der Strahlungsdichte auftre-
ten. Die Grundlage der Gestalt-aus-Brechung-Technik ist eine telezentrische Be-
leuchtung, die eine raumliche Verteilung der Strahlungsstédrke in eine winkel-
abhangige Strahlungsverteilung umwandelt. Dann miissen wir die Beziehung
zwischen der Oberflichenneigung und dem Winkel des gebrochenden Strahls
berechnen und eine ausgedehnte Lichtquelle mit geeigneter Strahlungsvertei-
lung benutzen. Diese miissen wir zuerst untersuchen.

Abbildung 8.12 veranschaulicht die optische Geometrie fiir den einfachen Fall,
dass die Kamera weit oberhalb und eine Lichtquelle unterhalb eines durchsichti-
gen Mediums mit einem hoheren Brechungsindex sitzt. Die Beziehung zwischen
der Oberflachensteigung s und dem Winkel y ergibt sich aus Jahne et al. [92] zu

ntany

n—4/1+tan’y

mit n = ny/n;. Die umgekehrte Beziehung lautet

s=tana = ~4tany [1 +3 tan? y] (8.16)

2

oA+ m?-1s?-1 1 ( 3 2)
tany—s\/erS2 ~4s 1+323 . (8.17)

Prinzipiell funktioniert die Technik der Gestalt aus Brechung selbst fiir unend-
liche Steigungen (vertikal verlaufende Oberflachen). In diesem Grenzfall streift
der zur Kamera gehende Strahl die Oberflache (Abb. 8.12b) und

tany = Vvn? — 1. (8.18)

Durch die Brechung erreichen wir, dass fiir eine bestimmte Neigung Lichtstrah-
len aus einer bestimmten Richtung kommen. Daraus erhalten wir Helligkeits-
unterschiede, wenn wir die Intensitat der Lichtstrahlen richtungsabhéngig ma-
chen. Wie dies geschieht, ist im Detail bei Jahne et al. [92] beschrieben. Hier
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Abbildung 8.13: Strahlungsdichtekarte fiir die Gestalt-aus-Brechung-Technik.
Die Strahlungsdichte einer telezentrischen Lichtquelle variiert linear in x;-
Richtung.

gehen wir einfach davon aus, dass sich die Lichtstrahlen proportional zu tany
in x;-Richtung dndern. Dann gilt:

Vn? + m?-1)s2 -1
Vn?Z + (n? - 1)s2 + s2°

Nattirlich stellt sich auch hier das Problem, dass aus einer skalaren Grofe wie

der Strahlungsdichte kein Vektor wie die Flaichenneigung abgeleitet werden kann.
Die Gestalt-aus-Brechung-Technik kommt einem idealen Messaufbau jedoch sehr
nahe. Wenn die Strahlungsdichte, wie angenommen, linear nur in x;-Richtung

variiert, dann ist auch die Strahlungsdichtekarte im Gradientenraum fast linear

(Abb. 8.13). Nur bei sehr steilen Neigungen wird ein gewisser Einfluss durch die

Neigung in x»-Richtung sichtbar, der aus den Termen mit s2 in (8.19) resultiert.

Verhiltnisbilder konnen auch bei der Gestalt-aus-Brechung-Technik verwendet

werden. Diese kann man mit einem Farbbild realisieren, da es drei unabhéngi-

ge Kanadle, Rot, Griin und Blau, beinhaltet (Abschn. 6.3.4). Mit insgesamt drei

Kanédlen kénnen wir die Oberflichenneigung eindeutig bestimmen und haben

noch einen Freiheitsgrad fiir Korrekturen tibrig. Farbbilder haben den Vorteil,

dass alle drei Kandle gleichzeitig aufgenommen werden, so dass die Technik

auch auf sich bewegende Objekte angewandt werden kann.

Eine eindeutige Farbkodierung von Oberflichenneigungen ldsst sich mit den

folgenden Farbkeilbeleuchtungen erreichen, wobei der griine Keil in x-Richtung

und der rote und blaue in die beiden Diagonalrichtungen verlaufen. Dann ist

G(s) (1/2 + cs1)Ep(s)

R(s) = [1/2-c/2(s1+52)]Eo(s) (8.20)
B(s) [1/2 —c/2(s1 — $2)1Eo(S).

L oc sy

(8.19)

wobei wir eine Beziehung der Form s;Ey(s) wie in (8.19) angenommen haben
und c ein Kalibrierfaktor zwischen der Helligkeit und der Oberflaichenneigung
ist.
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Abbildung 8.14: a Parallelprojektion und b féicherférmige Projektion bei der
Tomographie.

Nun haben wir drei Beleuchtungen zur Bestimmung von zwei Steigungskom-
ponenten zur Verfiigung. Also kénnen wir eine verwenden, um unerwiinschte
Variationen von Ey zu kompensieren. Dies ist moglich, indem wir die drei Farb-
kandle mit der Summe aller Kanéle G + R + B normalisieren:

G 2(1 ) B—-R 2

m = 3 —+CS = =CS». (8.21)

2 G+R+B 3

Dann ergibt sich die Position auf dem Farbkeil, von der das Licht herriihrt, zu

1 2G-R-B 3 B-R

U= 5  G+R+B’ 2T 2G+R+B (8.22)

" 2c G+R+B’

Aus diesen Positionswerten kénnen die x- und y-Komponenten der Steigung
nach (8.19) berechnet werden.

8.6 Tiefe aus mehreren Projektionen: Tomographie

8.6.1 Prinzip

Tomographische Methoden erzeugen nicht direkt ein 3D-Bild eines Ob-
jektes, sondern ermdglichen die Rekonstruktion der dreidimensiona-
len Gestalt mit entsprechenden Verfahren. Tomographische Methoden
konnen wir als Erweiterung der Stereoskopie betrachten. Allerdings lie-
fert die Stereoskopie lediglich die Tiefe von Oberflichen, nicht jedoch
die 3D-Gestalt transparenter Objekte. Intuitiv ist klar, dass wir solche
Objekte von moglichst vielen Richtungen betrachten miissen.
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Bei tomographischen Verfahren wird das Objekt schichtweise aus
unterschiedlichen Richtungen durchstrahlt. Verwenden wir eine Punkt-
lichtquelle (z.B. Rontgenrohre, Abb. 8.14b), sehen wir eine perspektivi-
sche oder facherformige Projektion (englisch: fan beam projection) auf
dem Schirm (Detektor) hinter dem Objekt, genauso wie beim optischen
Sehen (Abschn. 7.3). Dreht man die Punktquelle und den Projektions-
schirm um das Objekt, erhdlt man fiir jede Projektionsrichtung ein Profil
senkrecht zur jeweiligen Projektionsachse. Ahnlich konnen wir die Par-
allelprojektion verwenden (Abb. 8.14a), die leichter zu analysieren, aber
schwerer zu realisieren ist. Absorbiert das Objekt Strahlung, ist der In-
tensitatsverlust, der in der Projektion auf den Bildschirm gemessen wird,
proportional zur Pfadlange der Strahlen im Objekt. Die 3D-Gestalt des
Objektes ldsst sich nicht aus einer einzigen Projektion rekonstruieren,
sondern es muss durch Drehung der Strahlungsquelle und des Projekti-
onsschirms um das Objekt aus allen Richtungen gemessen werden.

Wie andere Methoden kann sich die Tomographie die verschiedenen
Interaktionen zwischen Materie und Strahlung zunutze machen. Am wei-
testen verbreitet ist die Transmissionstomographie, die auf der Absorpti-
on von Strahlung, z.B. Rontgenstrahlen, beruht. Andere Methoden sind
die Emissionstomographie, die Reflexionstomographie, die Laufzeitto-
mographie (insbesondere mit Ultraschall) sowie die Kernspintomogra-
phie (englisch: magnetic resonance, MR).

8.6.2 Radontransformation und Fourierscheibentheorem

In Bezug auf die Rekonstruktion ist wichtig, dass die Projektion unter al-
len Winkeln ¢ als eine andere 2D-Darstellung des Bildes betrachtet wer-
den kann. Eine Koordinate ist die Position im Projektionsprofil v, die an-
dere der Winkel ¢ (Abb. 8.15). Dementsprechend kénnen wir die Parallel-
projektion als Transformation des Bildes in eine andere 2D-Darstellung
betrachten. Rekonstruktion bedeutet dann lediglich die Anwendung ei-
ner inversen Transformation. Die entscheidende Aufgabe ist daher, die
tomographische Transformation mathematisch zu beschreiben und zu
untersuchen, ob eine inverse Transformation existiert.

Ein Projektionsstrahl wird durch den Projektionswinkel 3 und den
Offset v beschrieben (Abb. 8.15). 9 ist der Winkel zwischen der Pro-
jektionsebene und der x-Achse. Weiterhin nehmen wir an, dass wir das
3D-Objekt parallel zur xy-Ebene schneiden. Dann ist das Skalarprodukt
aus einem Vektor x auf dem Projektionsstrahl und einem Einheitsvektor

7t = [cos $,sin 917 (8.23)

senkrecht zum Projektionsstrahl konstant und gleich dem Offset + des
Strahls:
xXit—r=xcosd+ysind—-r=0 (8.24)
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Abbildung 8.15: Geometrie eines Projektionsstrahl.

Die projizierte Intensitiat P(r, 3) wird durch die Integration entlang des
Projektionsstrahls gegeben:

P(r,9) = J g(x)ds = J Jg(x)é(xl cos 3 + x> sin 9 — r)d’x. (8.25)
Pfad —0—00

Die 6-Distribution in dieser Gleichung reduziert das Doppelintegral auf
jeweils einen Projektionsstrahl in Richtung ¢ im Abstand » vom Ur-
sprung des Koordinatensystems. Diese projektive Transformation einer
2D-Funktion g(x) auf P(r, %) wird nach dem Mathematiker Radon als
Radontransformation bezeichnet.

Um die Eigenschaften der Radontransformation besser zu verstehen,
analysieren wir sie im Fourierraum. Die Radontransformation kénnen
wir als eine spezielle lineare verschiebungsinvariante Filteroperation auf-
fassen. Da sie alle Grauwerte entlang dem Projektionsstrahl addiert,
ist die Punktantwort des Projektionsoperators eine o-Linie (2D) oder
6-Ebene (3D) in Richtung des Projektionsstrahls. Im Fourierraum ent-
spricht diese Faltungsoperation einer Multiplikation mit der Transfer-
funktion, einer §-Linie normal zur &-Linie im Ortsraum (siehe > R5). Auf
diese Weise schneidet der Projektionsoperator eine Scheibe in einer Rich-
tung, die senkrecht zum Projektionsstrahl steht, aus dem Spektrum her-
aus.

Diesen elementaren Zusammenhang konnen wir ohne Beschrankung
der Allgemeingiiltigkeit am einfachsten berechnen, indem wir das Koor-
dinatensystem so drehen, dass die Projektionsrichtung mit der y’-Achse
zusammenfallt. Dann wird die »-Koordinate in P (7, ¢) identisch mit der
x"-Koordinate, und 9 wird zu null. In diesem besonderen Fall reduziert
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sich die Radontransformation auf eine Integration in y’-Richtung:
P(x',0) = Jg(x’,y’)dy’. (8.26)

Die Fouriertransformierte der Projektionsfunktion konnen wir schreiben
als

P(ky,0) = JP(X',O)eXp(—ierx’)dx’. (8.27)

Ersetzen wir P(x’,0) durch die vereinfachte Radontransformation in
(8.26), erhalten wir

P(ky,0) = J [Jg(x',y’)dy’} exp(—ikyx’)dx’. (8.28)

— 00 — 00

Wenn wir in dieses Doppelintegral den Faktor exp(—i0y’) = 1 einfiigen,
sehen wir, dass es sich um die Fouriertransformierte von g(x’,y’) fir
k, = 0 handelt:

P(kx',0)

[ [ 9(x'3") exp(—iky x') exp(=i0y)dx'dy’

— 00— 00

g(kx” 0)

(8.29)

Durch Riicktransformation in das urspriingliche Koordinatensystem er-
halten wir i

P(q,9) =gk)6(k — (kn)n), (8.30)

wobei g die Wellenzahl in Richtung von ¢ ist und 7 der in (8.23) ein-
gefiihrte Normalenvektor. Das Spektrum der Projektion ist identisch
mit dem Spektrum des Ursprungsobjektes auf einem Strahl normal zur
Richtung des Projektionsstrahls. Dieses wichtige Ergebnis wird als das
Fourierscheiben- oder Projektionstheorem bezeichnet.

8.6.3 Gefilterte Riickprojektion

Wenn Projektionen aus allen Richtungen vorliegen, ist eine vollstandi-
ge Rekonstruktion moglich, da die resultierenden Scheiben des Spek-
trums das komplette Spektrum des Objekts abdecken. Die inverse Fou-
riertransformation liefert dann das Originalbild.

Das Verfahren der gefilterten Riickprojektion geht genau diesen Weg
mit einer geringfiigigen Modifikation, die aus folgendem Grund notwen-
dig ist: Wiirden wir die Spektren der einzelnen Projektionsstrahlen ein-
fach aufaddieren, um das komplette Objektspektrum zu erhalten, so
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wire die spektrale Dichte fiir kleine Wellenzahlen viel zu hoch, da die
Strahlen bei kleinem Radius dichter liegen als bei groferem Radius. Wir
miissen also das Spektrum der Projektionsstrahlen, ehe wir es zum Ge-
samtspektrum aufaddieren, mit einem geeigneten Wichtungsfaktor ver-
sehen. Im kontinuierlichen Fall ist die Geometrie sehr einfach. Die Dich-
te der Projektionsstrahlen ist proportional zu |k|~!. Demnach miissen
die Spektren des Projektionsstrahls mit |k| multipliziert werden. Das
Verfahren der gefilterten Riickprojektion besteht deshalb aus zwei Schrit-
ten. Zuerst miissen die einzelnen Projektionen gefiltert werden. Dann
wird die Rekonstruktion durch Addition der riickprojizierten Projektio-
nen vorgenommen.

Im ersten Schritt wird also das Spektrum jeder Projektionsrichtung
mit einer geeigneten Wichtungsfunktion w (| k|) multipliziert. Diese Ope-
ration kann natiirlich auch direkt im Ortsraum durch Faltung mit der
inversen Fouriertransformierten w(») geschehen. Wegen dieser Filter-
operation wird das Verfahren gefilterte Riickprojektion genannt.

Im zweiten Schritt erfolgt die Riickprojektion. Jede Projektionsrich-
tung ergibt eine Scheibe des Spektrums. Durch Summation aller Tei-
le ergibt sich das Gesamtspektrum. Da die Fouriertransformation eine
lineare Operation ist, konnen wir die gefilterten Projektionen im Orts-
raum summieren. Jede gefilterte Projektion enthélt im Ortsraum den Teil
des Objekts, der in Richtung des Projektionsstrahls konstant ist. Daher
konnen wir den korrespondierenden Grauwert der gefilterten Projektion
entlang der Richtung des Projektionsstrahls riickprojizieren und ihn zu
den Beitragen der anderen Projektionsstrahlen addieren.

Nach dieser illustrativen Beschreibung des Prinzips des gefilterten
Riickprojektionsalgorithmus leiten wir die Methode fiir den kontinuier-
lichen Fall her. Wir beginnen mit der Fouriertransformation des Ob-
jekts und schreiben die inverse Fouriertransformation in Polarkoordina-
ten (g, ¢), um das Fourierscheibentheorem nutzen zu konnen:

27T 00

g(x) = JJ ag(q,9) explig(xy cos & + x» sin 3)]dgqd?o. (8.31)
00

In dieser Formel ist das Spektrum durch den Ubergang auf Polarkoordi-
naten bereits mit der Wellenzahl q multipliziert. Allerdings kann diese
Gleichung wegen der Integrationsgrenzen so nicht direkt auf das Fou-
rierscheibentheorem angewendet werden (8.30). Die Koordinate g sollte
von —o bis co verlaufen und 9 lediglich von 0 bis 7r. In (8.31) integrie-
ren wir nur lber einen halben Strahl vom Ursprung bis unendlich. Wir
konnen einen vollen Strahl aus zwei Halbstrahlen mit den Winkeln &
und ¢ + m zusammensetzen. Wir spalten also das Integral in (8.31) in
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die Winkelbereiche [0, ir[ und [T, 277[ und erhalten

gx) = ag(q,9) explig(x; cos & + xp sin 3)]dqd 9

ag(—q,9")exp[—iq(x1cos 9 + x,sin9')]dqd9’.

C——3g @ —38

Dabei haben wir die Identititen ' = 3+, g(—-q,9) = §(q,9’), cos(9’) =
—cos(9) und sin(9’') = —sin(¢) benutzt. Nun konnen wir die zwei
Teilintegrale zusammenfassen, wenn wir wegen des Fourierscheiben-
theorems (8.30) im zweiten Integral g durch —qund g(q, %) durchﬁ(q, 9)
ersetzen:

g(x) = JJIqIP(q, 9) explig(x; cos ¢ + x» sin 3)]dqd 9. (8.32)
0-o00

Gleichung (8.32) stellt die inverse Radontransformation dar und ist
die Basis fiir den gefilterten Riickprojektionsalgorithmus. Das innere In-
tegral Uiber g ist die Riickprojektion einer einzigen Projektion:

P’ = Fl(lqlFP). (8.33)

Dabei stellt F den 1D-Fouriertransformationsoperator dar. P’ ist die
im Fourierraum mit |g| multiplizierte Projektionsfunktion P. Wenn wir
diese Operation als Faltung im Ortsraum durchfiihren, kénnen wir sie
formal schreiben als

P'=[F(lah] * P. (8.34)

Mit dem duReren Integral in (8.32) tiber den Winkel ¢
s
gtx) = [Pr,9) s, (8.35)
0

wird das Objekt durch die einzelnen riickprojizierten gefilterten Projek-
tionen aus allen Richtungen aufgebaut. Es ist wichtig zu beachten, dass
das gefilterte Projektionsprofil P’ (v, 3) in (8.35) als 2-D Funktion aufge-
fasst werden muss, um das 2D-Objekt g(x) aufzubauen. Das bedeutet,
dass das Projektionsprofil in Projektionsrichtung zuriickprojiziert wer-
den muss.

8.6.4 Diskrete gefilterte Riickprojektion

Es gibt einige Details, die bisher noch nicht diskutiert wurden, die jedoch
fiir ernsthafte Probleme bei der Rekonstruktion im kontinuierlichen Fall
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verantwortlich sind. Zum ersten stellen wir fest, dass es unmaoglich ist,
den Mittelwert eines Objekts zu rekonstruieren, da wegen der Multipli-
kation mit |k| im Fourierraum (8.32) g(0) eliminiert wird. Zum zweiten
ist es unmoglich, ein Objekt unendlicher GroRe zu rekonstruieren, da
die Projektionsstrahlen dann immer unendliche Werte liefern.

Gliicklicherweise verschwinden alle diese Probleme, wenn wir vom
unendlichen kontinuierlichen Fall auf den endlichen diskreten tiberge-
hen. Dann haben die Objekte nur eine endliche GréRe. Praktisch wird
die GroRe durch die Entfernung zwischen der Strahlungsquelle und dem
Detektor begrenzt. Die Auflosung des Projektionsprofils wird durch die
kombinierten Effekte der Ausdehnung der Strahlungsquelle und der Auf-
16sung des Detektors in der Projektionsebene beschrankt. SchlieRlich
koénnen wir nur eine begrenzte Anzahl von Projektionen verwenden. Dies
entspricht einer Abtastung des Winkels 9.

Wir illustrieren diese Fragestellungen in diesem Abschnitt mit einem
anschaulichen Beispiel. Wir konnen das Wesentliche tiber Projektion und
Rekonstruktion lernen, wenn wir die Rekonstruktion des einfachsten Ob-
jekts, eines Punktes, betrachten. Das liegt daran, dass die Radontrans-
formation (8.25) und ihre Umkehrung (8.32) lineare Transformationen
sind. Die Projektionen eines Punktes sehen aus allen Richtungen gleich
aus (Abb. 8.16a) und zeigen einen scharfen Peak in der Projektionsfunk-
tion P(r, ;). Im ersten Schritt des gefilterten Riickprojektionsalgorith-
mus wird diese Projektionsfunktion P mit dem |k|-Filter gefaltet. Es
resultiert eine modifizierte Projektionsfunktion P’, die mit der Punktant-
wort (PSF) des Filters |k| identisch ist (Abb. 8.16b).

Im zweiten Schritt werden die Riickprojektionen aus verschiedenen
Richtungen im Bild aufaddiert. Aus Abb. 8.16c¢ konnen wir sehen, dass
sich die Spitzen aller Projektionsfunktionen nur an der Position des
Punktes im Bild aufaddieren. An allen anderen Positionen im Bild wer-
den je nach Lage der Projektionsrichtung positive und negative Werte
addiert. Wenn die Projektionsrichtungen geniigend nahe beieinander
liegen, 16schen sie sich mit Ausnahme des Punktes im Bildzentrum ge-
genseitig aus. Abbildung 8.16¢ zeigt auch, dass eine ungeniigende An-
zahl von Projektionen zu einem sternféormigen Stormuster fiihrt, das den
Punkt umgibt.

Am einfachen Beispiel der Rekonstruktion eines Punktes aus seinen
Projektionen konnen wir auch die Bedeutung der Filterung der Projek-
tionen zeigen. Stellen wir uns vor, was passiert, wenn wir diesen Schritt
auslassen. Dann addieren wir als Riickprojektionen §-Linien, die um die
Position des Punktes rotieren. Dementsprechend erhalten wir keinen
Punkt, sondern eine rotationssymmetrische Funktion, die mit |x|~! ab-
fallt. Das Ergebnis ist dann eine vollig unbrauchbare Rekonstruktion mit
stark verschmierten Strukturen.
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Abbildung 8.16: Illustration der gefilterten Riickprojektion mit einem Punktob-
Jjekt: a Projektionen aus unterschiedlichen Richtungen; b Filterung der Projektio-
nen; ¢ Aufaddition der zuriickprojizierten gefilterten Projektionen.

8.7 Literaturhinweise zur Vertiefung®

Ein ganzer Teil mit sieben Kapitel des “Handbook of Computer Vision and Ap-
plications beschaftigt sich mit der 3D-Bildaufnahme [91, Vol. I, Part IV]. Klette
etal.[109] und Jiang und Bunke [99] behandeln dreidimensionales Computerse-
hen. Dabei liegt bei Klette et al. [1 09] der Schwerpunkt eher auf der Gewinnung
von Tiefenbildern mittels Stereoanalyse, Shape from Shading, photometrischer
Stereoanalyse und strukturierter Beleuchtung, wéahrend bei Jiang und Bunke
[99] auch die Weiterverarbeitung der Tiefenbilder einschlieflich Erkennung von
3D-Objekten behandelt wird. 3D-Bildaufnahmetechniken sind auch in der Nah-
bereichsphotogrammetrie von Bedeutung, siehe Luhmann [128].
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9 Digitalisierung, Abtastung,
Quantisierung

9.1 Definition und Wirkung der Digitalisierung

Der letzte Schritt der Erzeugung eines digitalen Bildes ist die Digitalisie-
rung. Dabei werden die Grauwerte einer diskreten Punktmenge abge-
tastet, die durch eine Matrix reprasentiert werden kann. Die Abtastung
kann bereits im Sensor geschehen, der die eingefangenen Photonen in ein
elektrisches Signal umwandelt. Bei einer konventionellen R6hrenkame-
ra wird das Bild von einem Elektronenstrahl Zeile fir Zeile abgefahren.
Eine CCD-Kamera dagegen weist eine Matrix diskreter Sensoren auf. Al-
lerdings ist das Standardvideosignal ein analoges Signal. Daher verlieren
wir die Information der horizontalen Abtastung wieder, wenn das Signal
einer Sensorenzeile fiir die Ubertragung wieder in ein analoges Signal
umgewandelt wird.

Die Digitalisierung eines kontinuierlichen Bildes bedeutet einen enor-
men Datenverlust, da wir die kontinuierliche Grauwertinformation auf
eine Funktion auf einem Raster von Punkten reduzieren. Es stellt sich al-
so die entscheidende Frage, unter welchen Bedingungen wir sicherstellen
konnen, dass die Abtastpunkte das kontinuierliche Bild realitdtsgetreu,
also ohne Informationsverlust, wiedergeben. Zusatzlich interessiert uns,
wie sich ein kontinuierliches Bild aus den Abtastpunkten rekonstruieren
lasst. Ausgehend von der Betrachtung von Storungen durch Abtastfeh-
ler, werden wir uns der Beantwortung dieser Fragen ndhern.

Intuitiv verstehen wir, dass die Abtastung zu einer Reduktion der
Auflosung fiihrt, d. h., dass Strukturen von der GroRe der Abtastschritt-
weite oder kleiner verlorengehen. Die Tatsache, dass beim Abtasten ei-
nes Bildes mit feinen Details aber betrdachtliche Stérungen auftreten, mag
zundchst tiberraschen. Abbildung 9.1 zeigt ein einfaches Beispiel, in
dem die Digitalisierung durch Uberlagern eines Objektes mit zwei linea-
ren Gittern mit unterschiedlichen Gitterkonstanten durch ein 2D-Gitter
simuliert wird. Nach der Abtastung erscheinen die beiden Gitter mit ver-
anderter Periodizitdat und Richtung. Solche Bildverfalschungen werden
als Moiré-Effekt bezeichnet.

Das gleiche Phinomen ist bei eindimensionalen Signalen als Aliasing
bekannt, insbesondere bei Zeitserien. Ein Signal mit sinusoidaler Oszil-
lation ist in Abb. 9.2 zu sehen. Es wird in Schritten, die etwas kiirzer als
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b
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Abbildung 9.1: Der Moiré-Effekt: a Originalbild mit zwei periodischen Mustern
(oben k = [0.21,0.2217, unten k = [0.21,0.2417). b Jeder vierte und c jeder
flinfte Punkt in jeder Richtung abgetastet.
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Abbildung 9.2: Veranschaulichung des Aliasing-Effektes: Ein oszillierendes Sig-
nal wird mit einer Schrittweite von Ax gleich 9/10 der Wellenlcinge abgetastet.
Das Ergebnis ist ein Signal, dessen Wellenldnge das Zehnfache der Abtastschritt-
weite betrdgt.

seine Wellenldnge sind, abgetastet. Das Ergebnis der Abtastung ist ein
Signal mit viel groRerer Wellenldnge. Diese Probleme treten bei der Digi-
talisierung analoger Daten immer auf; sie sind ein generelles Problem der
Signalverarbeitung. Die Bildverarbeitung ist in diesem Zusammenhang
lediglich ein Spezialfall der Signaltheorie.

Da sich der Aliasing-Effekt bei periodischen Signalen zeigt, liegt der
Schliissel zu seinem Verstdndnis und zu seiner Vermeidung in einer Ana-
lyse des Digitalisierungsprozesses im Fourierraum. Ziel dieser Analyse
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sind die Bedingungen, unter denen die Abtastpunkte ein kontinuierli-
ches Bild korrekt und vollstiandig wiedergeben. Diese Bedingungen las-
sen sich im sogenannten Abtasttheorem formulieren. Die folgenden Be-
trachtungen sind eher eine anschauliche Erlduterung als ein streng ma-
thematischer Beweis des Abtasttheorems.

9.2 Schritte des Abtastprozesses

Wir gehen von einem unendlich ausgedehnten, kontinuierlichen Bild g (x)
aus, das wir auf eine Matrix G abbilden wollen. Hierbei beriicksichtigen
wir, was zur Bilderzeugung in Abschn. 7.6 besprochen wurde. Damit
konnen wir drei Schritte der Digitalisierung unterscheiden: Bilderzeu-
gung, Abtastung und Begrenzung auf eine endliche Bildmatrix.

9.2.1 Bilderzeugung

Wir konnen die Digitalisierung nicht ohne die Bilderzeugung betrachten.
Das optische System einschlielich des Sensors beeinflusst das Bildsig-
nal, so dass wir die Bilderzeugung einbeziehen miissen.

Digitalisierung bedeutet ein Abtasten des Bildes an definierten Punk-
ten eines diskreten Gitters ¥, (Abschn. 2.2.3). Auf einem rechteckigen
Gitter konnen wir diese Punkte nach (2.2) schreiben als:

17

Ymn = [MAX1,nAX? mit m,n € 7. (9.1)

Im allgemeinen nehmen wir die Beleuchtungsintensitit nicht exakt an
diesen Punkten auf, sondern von einer bestimmten Fliche um sie he-
rum. Nehmen wir als Beispiel eine ideale CCD-Kamera, die aus einer Ma-
trix von Photodioden ohne lichtunempfindliche Zwischenraume besteht.
Weiterhin gehen wir davon aus, dass die Photodioden gleichmaiRig tiber
die ganze Flache empfindlich sind. Dann ist das Signal an den Gitter-
punkten das Integral tiber die Flache der einzelnen Photodioden:

(m+1/2)Ax; (n+1/2)Ax>
IJ¥mn) = J J g’ (x)dxq dxo. (9.2)
(m-1/2)Ax; (n—-1/2)Ax>

Dies stellt eine Faltung mit einer Rechteckfunktion und eine Abtastung
an den Gitterpunkten dar. Die beiden Schritte konnen getrennt werden.
Zunachst konnen wir die kontinuierliche Faltung durchfiihren und dann
die Abtastung. Auf diese Weise wird der Bilderzeugungsprozess verall-
gemeinert und vom Abtastprozess getrennt. Da die Faltung ein assozia-
tiver Prozess ist, konnen wir die Mittelung des CCD-Sensors mit der PSF
des optischen Systems (Abschn. 7.6.1) in einem einzigen Faltungspro-
zess kombinieren. Deshalb ldsst sich der Bilderzeugungsprozess durch
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folgende Operation beschreiben:
9% = | g e —x)EPx e gl = § (KR, (9.3

wobei h(x) bzw. h(k) die resultierende PSF bzw. OTF ist. g’ (x) kann
als das Grauwertbild betrachtet werden, das aus einem perfekten Sensor
resultieren wiirde, d. h. einem optischen System (einschlieRlich Sensor),
dessen OTF identisch eins und dessen PSF eine §-Funktion ist.

Im allgemeinen wird das Bild durch die Bilderzeugung unscharfer;
feine Details gehen verloren. Im Fourierraum fiihrt dies zu einer Ab-
schwdachung hoher Wellenzahlen, und das resultierende Grauwertbild
wird als bandbegrenzt bezeichnet.

9.2.2 Abtastung

Als nachstes betrachten wir die Abtastung. Abtastung bedeutet, dass al-
le Information auBerhalb der Gitterpunkte verlorengeht. Mathematisch
ist dies eine Multiplikation mit einer Funktion, die nur an den Gitter-
punkten ungleich null ist. Diese Operation ldsst sich durchfiihren, in-
dem wir die Bildfunktion g(x) mit einer Funktion multiplizieren, wel-
che die Summe der an den Gitterpunkten r,, , sitzenden 6-Funktionen
darstellt. Diese Funktion wird als zweidimensionaler 6-Kamm oder als
»,Nagelbrettfunktion“ bezeichnet. Damit kénnen wir den Abtastprozess
folgendermalen ausdriicken:

gs(x) =g(x) D 5(x —¥mn) o—e Gs(k) =D Gk—7Ppq), (9.4)

mn p.a
wobei
B pOk, . 1
Ypg = |: quz :| mit p,q € Z und Dkw = m (95)

die Punkte des sogenannten reziproken Gitters sind, die eine wesentliche
Rolle in der Festkorperphysik und der Kristallographie spielen. Nach
dem Faltungstheorem entspricht die Multiplikation des Bildes mit dem
2D-6-Kamm einer Faltung der Fouriertransformierten des Bildes, dem
Bildspektrum, mit einem weiteren 2D--Kamm, dessen Gitterkonstanten
zu den Gitterkonstanten im x-Raum reziprok sind (siehe (9.1) und (9.5)).
Eine dichte Abtastung im x-Raum fiihrt zu einem weiten Gitter im k-
Raum und umgekehrt. Damit fiihrt die Abtastung zu einer Wiederholung
des Bildspektrums an jedem Gittervektor #, ; im Fourierraum.
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9.2.3 Das Abtasttheorem

Nun kénnen wir die Bedingung formulieren, die wir brauchen, um eine
Verfalschung des Signals beim Abtasten zu vermeiden. Diese Bedingung
wird als Abtasttheorem bezeichnet. Ist das Bildspektrum ausgedehnt, so
uberlappen sich teilweise die sich periodisch wiederholenden Kopien.
Wir konnen nicht unterscheiden, ob die spektralen Amplituden aus dem
Originalspektrum im Zentrum oder von einer der Kopien stammen. Um
Verzerrungen zu vermeiden, miissen wir Uberlappungen ausschlieRen.

Eine sichere Methode, Uberlappungen zu verhindern, ist folgende:
Wir miissen das Spektrum auf den Bereich um den zentralen Punkt des
reziproken Gitters bis zu den Linien, die den Zentralgitterpunkt von allen
anderen Gitterpunkten trennen, beschranken. In der Festkorperphysik
wird diese Zone als erste Brillouin-Zone bezeichnet | ]. Auf einem
Rechteckgitter ergibt sich daraus die einfache Bedingung, dass die ma-
ximale Wellenzahl, bei der das Bildspektrum nicht null ist, auf weniger
als die Halfte der Gitterkonstanten des reziproken Gitters beschrankt
werden muss:

Theorem 10 (Abtasttheorem) Ist das Spektrum g (k) einer kontinuierli-
chen Funktion g(x) bandbegrenzt, d. h.

gk) =0V |ky| = 0ky /2, (9.6)
dann kann es aus mit einer Schrittweite von
Axy = 1/0ky 9.7)
abgetasteten Punkten exakt rekonstruiert werden.

Mit anderen Worten, wir erhalten nur dann eine korrekte periodische
Struktur, wenn wir pro Wellenldange zumindest zwei Abtastpunkte set-
zen. Die maximale Wellenzahl, die ohne Fehler abgetastet werden kann,
wird als Nyquist-Wellenzahl oder Grenzwellenzahl bezeichnet. Im fol-
genden werden wir oft dimensionslose Wellenzahlen verwenden, die auf
die Grenzwellenzahl normiert sind. Diese Skalierung wird mit einer Tilde

gekennzeichnet:

. K

= = 2k Axy. .

kw Oky /2 kwAxy (9.8)

Alle Komponenten k., der Wellenzahl fallen in das Intervall ]-1, 1].
Nun koénnen wir die Moiré- und Aliasingeffekte erklaren. Wir gehen

von einer periodischen Struktur aus, die dem Abtasttheorem nicht ent-
spricht. Das urspriingliche Spektrum enthélt einen einzelnen Peak, der
mit dem langen Vektor k in Abb. 9.3 markiert ist. Wegen der periodi-
schen Wiederholung des abgetasteten Spektrums gibt es genau einen
Peak bei k', der in der zentralen Zelle liegt. Dieser Peak hat nicht nur
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1

Abbildung 9.3: Erlduterung des Moiré-Effekts mit einer periodischen Struktur,
die dem Abtasttheorem nicht entspricht.

eine andere Wellenlange (siehe Abb. 9.3), sondern im allgemeinen auch
eine andere Richtung, wie in Abb. 9.1 gezeigt.

Die beobachtete Wellenzahl k" unterscheidet sich von der tatséchli-
chen Wellenzahl k durch einen Gitter-Translationsvektor #, 4 auf dem
reziproken Gitter. Die Indices p und g miissen so gewahlt werden, dass
sie der folgenden Bedingung entsprechen:

k1 +p Ok1l < 0Oky/2
(9.9)
k2 + q Okp| < 0Okp/2.

Nach dieser Bedingung erhalten wir, wie soeben gezeigt, eine verfialschte
Wellenzahl

kll =k1—l:|k1 =9/10 Dkl—Dkl =-1/10 Dkl (9.10)

fiir das eindimensionale Beispiel in Abb. 9.2.

Tatsachlich ist das Abtasttheorem, so wie wir es nun beschrieben
haben, zu strikt. Notwendig und hinreichend ist die Bedingung, dass sich
die periodisch wiederholenden Bildspektren nicht iberlappen diirfen.

9.2.4 Begrenzung auf ein endliches Fenster

Bis hierher hat das abgetastete Bild immer noch eine unendliche GroRe.
In der Praxis konnen wir jedoch nur mit endlichen Bildmatrizen arbei-
ten. Also ist der letzte Schritt die Begrenzung des Bildes auf die GroRe
eines endlichen Fensters. Im einfachsten Fall multiplizieren wir das ab-
getastete Bild mit einer Rechteckfunktion. Allgemeiner konnen wir jede
Fensterfunktion w (x) verwenden, die fiir geniigend groRe Werte von x
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Abbildung 9.4: a PSF und b Transferfunktion der Standardabtastung.

null ist, und erhalten dann das begrenzte Bild g;(x):
g1(x) = gs(x) - w(x) o—e  gi(k) = gs(k) *x w(k). (9.11)

Das Spektrum des abgetasteten Bildes wird im Fourierraum mit der Fou-
riertransformierten der Fensterfunktion gefaltet. Betrachten wir das Bei-
spiel einer Rechteck-Fensterfunktion genauer. Besteht das Fenster im
x-Raum aus M x N Abtastpunkten, ist seine GroRe MAx; X NAx». Die
Fouriertransformierte der 2D-Rechteckfunktion ist eine 2D-sinc-Funktion
(>R5). Der Hauptpeak der sinc-Funktion hat eine Halbwertsbreite von
21/ (MAXx71) X 211/ (NAX>). Ein nadelféormiger Peak im Spektrum des
Bildes wird damit zu einer 2D-sinc-Funktion. Im allgemeinen wird die
Auflosung im Spektrum groRenordnungsmalig auf die Halbwertsbreite
der sinc-Funktion reduziert.

Im Ergebnis fiihrt die Abtastung zu einer Begrenzung der Wellen-
zahl, wihrend die Begrenzung der BildgroRe die Wellenzahlauflosung
bestimmt. Die Skalen im Orts- und im Wellenzahlraum sind zueinander
reziprok. Die Auflosung im Ortsraum bestimmt die Grofe im Wellen-
zahlraum und umgekehrt.

9.2.5 Standardabtastung

Der in Abschn. 9.2.1 am Beispiel einer idealen CCD-Kamera diskutierte
Abtasttyp wird Standardabtastung genannt. Dabei ist der Mittelwert ei-
ner Elementarzelle einem zugehorigen Abtastpunkt zugewiesen. Es han-
delt sich um eine Art regelmaRigen Abtastens, da jeder Punkt im konti-
nuierlichen Raum gleich gewichtet wird. Wir mégen versucht sein anzu-
nehmen, dass die Standardabtastung das Abtasttheorem erfiillt. Leider
trifft das nicht zu (Abb. 9.4). Bei der Nyquist-Wellenzahl betrdgt die
Fouriertransformierte der Rechteckfunktion immer noch 1/+/2. Der ers-
te Nulldurchgang tritt bei der doppelten Nyquist-Wellenzahl auf. Dem-
nach beobachten wir bei CCD-Kameras Moiré-Effekte. Diese Effekte wer-
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den noch deutlicher, da nur ein kleiner Teil — tiiblicherweise 20% der
Chipflache bei Interline-Transfer-Kameras — lichtempfindlich ist [121].

Eine Glattung tiber groRere Bereiche mit einer Rechteckfunktion hilft
nicht viel, da die Fouriertransformierte des Rechteckfensters nur mit k!
abnimmt (Abb. 9.4). Die ideale Fensterfunktion fiir die Abtastung ist
identisch mit der idealen Interpolationsformel (9.15), die in Abschn. 9.3
diskutiert wird, da ihre Fouriertransformierte eine Rechteckfunktion mit
der Breite der Elementarzelle des reziproken Gitters ist. Diese Fenster-
funktion ist jedoch nicht praktisch anwendbar. Eine detaillierte Diskus-
sion der Interpolation folgt in Abschn. 10.6.

9.3 Rekonstruktion aus Abtastpunkten’

9.3.1 Perfekte Rekonstruktion

Das Abtasttheorem stellt die Bedingungen, unter denen wir eine kontinu-
ierliche Funktion aus Abtastpunkten rekonstruieren konnen. Wir wissen
jedoch immer noch nicht, wie diese Rekonstruktion, also die Umkehrung
der Abtastung, funktioniert.

Die Rekonstruktion ist eine Interpolation der Abtastpunkte. Gene-
rell werden die Interpolationspunkte g, (x) aus den mit entsprechenden
Faktoren (je nach Entfernung vom Interpolationspunkt) gewichteten Ab-
tastwerten g (#m,n) berechnet:

9r(x) = D h(X = ¥Tmn)gs Tmpn)- (9.12)

Mit den Integraleigenschaften der 6-Funktion konnen wir die Abtast-
punkte auf der rechten Seite durch die kontinuierlichen Werte ersetzen:

ax) = 3 j h(x — X)g(x' )8 (Fmm — x')d2x’

J h(x—x")> §mn—x)g(x")d*x’.

Das letzte Integral ist eine Faltung der Wichtungsfunktion h mit dem
Produkt der Bildfunktion g und dem 2D-6-Kamm. Im Fourierraum wird
die Faltung durch eine komplexe Multiplikation ersetzt:

9r(k) = h(k)> gk —Fuy). (9.13)

Die interpolierte Funktion kann nicht gleich dem Originalbild sein, wenn
sich die periodisch wiederholten Bildspektren tiberlappen. Dies ist nicht
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neu, sondern entspricht exakt der Aussage des Abtasttheorems. Die in-
terpolierte Bildfunktion entspricht nur der Originalbildfunktion, wenn
die Wichtungsfunktion eine Rechteckfunktion der Breite der Elementar-
zelle des reziproken Gitters ist. Dann werden die Abtasteffekte — alle
replizierten und verschobenen Spektren — eliminiert. Nur das bandbe-
grenzte Originalspektrum bleibt erhalten, und (9.13) wird zu

gr(k) =TI(k1Ax1 /21T, ko Ax2/217) G (K). (9.14)

Dann ist die Interpolationsfunktion die inverse Fouriertransformierte
der Rechteckfunktion:

sin 1Tx1/Ax; sin 1Tx2/AX>
h = . 9.15
(%) X1 /AX X2 [ AX> ( )

Ungliicklicherweise geht diese Funktion nur mit 1/x gegen null. Des-
halb brauchen wir fiir eine korrekte Interpolation eine grofe Bildflache;
mathematisch muss sie unendlich groR sein. Diese Bedingung kénnen
wir einschranken, wenn wir das Abtasttheorem ,ubererfiilllen”, d.h. si-
cherstellen, dass g (k) bereits null ist, bevor die Nyquist-Wellenzahl er-
reicht wird. Nach (9.13) koénnen wir dann h(k) beliebig in einem Be-
reich wahlen, in dem g verschwindet. Diese Freiheit konnen wir verwen-
den, um eine Interpolationsfunktion zu konstruieren, die im Ortsraum
schneller abnimmt, d.h., die eine Interpolationsmaske minimaler Lange
hat.

Wir kénnen auch von einer gegebenen Interpolationsformel ausge-
hen. Dann sagt uns die Abweichung ihrer Fouriertransformierten von
der Rechteckfunktion, in welchem Ausmal Strukturen als Funktion der
Wellenzahl gestort sein werden. Mogliche Interpolationsfunktionen wer-
den in Abschn. 10.6 diskutiert.

9.3.2 Multidimensionale Abtastung auf nichtorthogonalen Gittern#

Bisher haben wir die Abtastung nur auf rechteckigen 2D-Gittern untersucht. In
diesem Abschnitt erweitern wir unsere Uberlegungen auf héhere Dimensionen
und nichtorthogonale Gitter. Dazu sind zwei Erweiterungen notwendig.

Zuerst miissen wir W-dimensionale Gittervektoren definieren mit einem Satz
von nicht notwendigerweise orthogonalen Basisvektoren b,,, die den W-dimen-
sionalen Raum aufspannen. Ein Vektor auf dem Gitter kann dann geschrieben
werden als

¥n = [nlbl,ngbz,...,nwa]T mit n=[ny,ny,...,nyl, Ny €Z. (9.16)

In Bildfolgen ist eine der Koordinaten die Zeit. Dann miissen wir beachten,
dass fiir einige Gitter, z.B. das Dreiecksgitter, mehr als ein Punkt pro Zelle
benotigt wird. Daher miissen wir fiir ein allgemeines Gitter P Gitterpunkte pro
Elementarzelle zulassen. Jeder dieser Gitterpunkte wird durch einen Offsetvek-
tor s, identifiziert.
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Daraus resultiert eine zusétzliche Summe tiber alle Punkte der Elementarzelle
im Abtastintegral und (9.4) muss zu

9s(x) = g(x)> > 8(x —rn —sp) 9.17)
p n

erweitert werden. In dieser Gleichung wurden der Einfachheit halber die Gren-
zen der Summen weggelassen.

Das erweiterte Abtasttheorem ergibt sich unmittelbar aus der Fouriertransfor-
mierten von (9.17). In dieser Gleichung wird das kontinuierliche Signal g(x)
mit einer Summe von Delta-Kdmmen multipliziert. Nach dem Faltungstheorem
(Theorem 4, S. 54) wird daraus eine Faltung der Fouriertransformierten des Sig-
nals mit der Summe der Delta-Kamme. Die Fouriertransformierte eines Delta-
kamms ist wiederum ein Deltakamm (> R5). Da die Faltung einer Funktion mit
einer Delta-Distribution diese am Nullpunkt der Delta-Distribution repliziert,
ist die Fouriertransformierte des abgetasteten Signals eine Summe verschobe-
ner Kopien der Fouriertransformierten:

9s(k,v) = > > g(k - 7y) exp (—21TikTsp) . (9.18)
p v

Die Phasenfaktoren exp(— 27ik’s p) resultieren von der Verschiebung der Punk-
te in der Elementarzelle durch die Vektoren s, nach dem Verschiebungstheorem
(Theorem 3, S. 53). Die Vektoren #,

Po=1v1by +vob> +... +vpbp mit vy, E7 (9.19)

sind die Punkte des reziproken Gitters. Die fundamentalen Translationsvekto-
ren der Gitter im Orts- und Fourierraum sind iiber die Beziehung

blby =64 a (9.20)

miteinander verkniipft. Diese Gleichung sagt aus, dass ein Translationsvektor
im Fourierraum auf allen Vektoren des Ortsraums mit Ausnahme des korres-
pondierenden Vektors senkrecht steht. Weiterhin sind die Betrdge der korres-
pondierenden Vektoren reziprok zueinander, so dass ihr Skalarprodukt eins ist.
Im Dreidimensionalen kénnen daher die Basisvektoren des reziproken Gitters
mit Hilfe von
_bai1xXbg2
b{ (b> x b3)

berechnet werden. Die Indices in dieser Gleichung sind modulo 3 zu nehmen,
und blT(bz X b3) gibt das Volumen der primitiven Elementarzelle im Ortsraum
an. Alle diese Gleichungen sind Festkorperphysikern und Kristallographen ver-
traut [ ]. Mathematiker kennen das Gitter im Fourierraum als die duale Basis
oder reziproke Basis eines Vektorraums, der von einer nichtorthogonalen Basis
aufgespannt wird. Fir eine orthogonale Basis zeigen alle Vektoren der dualen
Basis in die gleiche Richtung wie die korrespondierenden Vektoren und ihre Be-
trage errechnen sich aus ’ild ‘ = 1/|by|. Die Lange des Basisvektors b, ist Axy
und die des korrespondiernden dualen Vektors Ok; = 1/Ax,. Daher ist eine
orthonormale Basis dual zu sich selbst.

b, 9.21)
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Die Rekonstruktion des kontinuierlichen Signals geschieht wiederum durch eine
geeignet Interpolation der Werte an den Abtastpunkten. Die interpolierten Wer-
te g» (x) werden berechnet aus den abgetasteten Werte an den Punkten r,, + s,
mit Wichtungsfaktoren, die vom Abstand zu dem zu interpolierenden Punkt
abhéngen:

Gr(x) =22 9:(rn +$p)h(X — ¥ —5p). (9.22)

p n

Unter Benutzung der Integraleigenschaft der §-Distribution kénnen wir die ab-
getasteten Punkte auf der rechten Seite der Gleichung durch die Werte des kon-
tinuierlichen Signals ersetzen und dann die Summation und Integration vertau-
schen:

[

o) = I3[ g hx - )80 + 5, - x)d"x
Pon

J h(x=x)>>8rn+sp,—x)gx)d"x'.

N pon

Das letzte Integral beinhaltet eine Faltung der Wichtungsfunktion h mit einer
Funktion, die die Summe von Produkten des kontinuierlichen Signals g mit ver-
schobenen §-Kammen darstellt. Im Fourierraum wird die Faltung durch eine
Multiplikation ersetzt und umgekehrt. Unter Beachtung des Verschiebungs-
theorems und der Tatsache, dass die Fouriertransformierte eines 6-Kamms wie-
der ein 6-Kamm ist, erhalten wir schlieflich

Grk) = (k)Y > §(k —#y) exp (-ik"s,) . (9.23)

p v

Das interpolierte Signal g, kann nur dem Originalsignal g gleich sein, falls sich
dessen periodische Wiederholungen nicht tiberlappen. Das ist gerade die Aus-
sage des Abtasttheorems. Die Fouriertransformierte der idealen Interpolations-
funktion ist eine Kastenfunktion, die 1 innerhalb der ersten Brillouin Zone ist
und 0 aulerhalb. Damit werden alle Replikationen eliminiert und es bleibt das
bandbegrenzte Originalsignal g unverandert tibrig.

9.4 Quantisierung

9.4.1 Aquidistante Quantisierung

Nach der Digitalisierung (Abschn. 9) zeigen die Pixel immer noch konti-
nuierliche Grauwerte. Um sie mit einem Computer verarbeiten zu kon-
nen, miissen wir sie auf eine begrenzte Zahl Q diskreter Grauwerte ab-
bilden:

[0, o % {90,91,...,90-1} = G.
Diesen Prozess bezeichnen wir als Quantisierung, zu der wir einige

Aspekte bereits in Abschn. 2.2.4 besprochen haben. In diesem Abschnitt
diskutieren wie die Fehler, mit denen die Quantisierung behaftet ist. Die
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Quantisierung fithrt immer zu Fehlern, da der tatsdachliche Wert g durch
eine der Quantisierungsstufen g, ersetzt wird. Haben die Quantisie-
rungsstufen gleichméRige Abstdnde Ag und sind alle Grauwerte gleich
wahrscheinlich, ergibt sich die Varianz aufgrund der Quantisierung aus

gda+tAg/2

_ 1 o2, b 2
94 = Ag J (@ —94)°dg = 15(Ag)". (9.24)
9a—0g/2

Diese Gleichung zeigt, wie wir eine Quantisierungsstufe selektieren. Wir
wéhlen dasjenige g,, fiir das der Abstand |g—g4| vom Grauwert g kleiner
ist als bei den benachbarten Stufen gy und gg.1. Die Standardabwei-
chung o, entspricht etwa 0,3-mal dem Abstand der Quantisierungsstu-
fen Ag.

Die Quantisierung mit ungleichen Abstdnden ist in einem Bildver-
arbeitungssystem schwer zu realisieren. Ein einfacherer Weg, unglei-
che Quantisierungsstufen zu erhalten, ist, bei einer Quantisierung mit
gleichmalRigen Abstdnden zu bleiben und das Intensitdtssignal vor der
Quantisierung mit einem nichtlinearen — z.B. logarithmischen — Ver-
starker zu transformieren. Im Falle eines logarithmischen Verstarkers
wiirden wir Stufen erhalten, deren Breite proportional mit dem Grauwert
zunimmt.

9.4.2 Genauigkeit quantisierter Grauwerte

In Bezug auf die Quantisierung stellt sich die Frage, mit welcher Genauig-
keit wir Grauwerte messen konnen. Zundchst scheint die Antwort trivial
zu sein und sich aus (9.24) zu ergeben: der maximale Fehler betragt die
Halfte der Differenz zwischen zwei Quantisierungsstufen, und die Stan-
dardabweichung ist etwa 1/3 einer Quantisierungsstufe.

Was geschieht jedoch, wenn wir den Wert wiederholt messen? Dies
kommt vor, wenn wir dasselbe Objekt mehrmals aufnehmen oder wenn
wir ein Objekt mit einem konstanten Grauwert haben und den mittleren
Grauwert durch Mittelung tiber viele Bildpunkte messen wollen. Aus den
Gesetzen der statistischen Fehlerfortpflanzung (Abschn. 3.3.3) wissen
wir, dass die Standardabweichung mit der Anzahl der Messungen nach

Omean ~ \/LNO' (9.25)
abnimmt, wobei o die Standardabweichung der Einzelmessungen und N
die Zahl der Messungen ist. Diese Gleichung besagt, dass die Standardab-
weichung bei 100 Messungen etwa 1/10 derjenigen der Einzelmessungen
betragen sollte.

Trifft dieses Gesetz in unserem Fall zu? Die Antwort ist ja und nein.
Wenn wir mit einem perfekten System messen, bei dem kein Rauschen
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auftritt, erhalten wir immer denselben Quantisierungswert. Deshalb
kann das Ergebnis nicht exakter als die Einzelmessung sein. Wenn je-
doch die Messung von Rauschen tiberlagert ist, erhalten wir fiir jede Mes-
sung unterschiedliche Werte. Aus der Verteilung der MeRwerte koénnen
wir sowohl den Mittelwert als auch die Varianz abschétzen.

Als Beispiel betrachten wir Rauschen mit einer Standardabweichung
gleich der Differenz zwischen zwei Quantisierungsstufen. Dann ist die
Standardabweichung der Einzelmessung etwa dreimal groRer als die aus
der Quantisierung herrithrende Standardabweichung. Allerdings ist be-
reits bei 100 Messungen die vom Rauschen verursachte Standardabwei-
chung nur noch 1/10 des urspringlichen Wertes und damit nur noch
etwa ein Drittel der Standardabweichung durch Quantisierung. Da wir
aus Bildern durch raumliche Mittelung leicht viele Messungen erhalten,
bieten sie die Moglichkeit sehr viel genauerer Mittelwerte, als durch die
Quantisierungsstufen gegeben.

Allerdings wird die Exaktheit auch noch durch andere, systematische
Fehler beschrankt. Die wichtigste Fehlerquelle ist die UngleichmaRigkeit
der Quantisierungsstufen. Bei einer realen Quantisierung durch zum Bei-
spiel einen Analog-Digitalwandler sind die Quantisierungsstufen nicht
gleichmilig, sondern zeigen systematische Abweichungen, die bis zur
Halfte des nominellen Quantisierungsintervalls betragen konnen. Daher
ist eine sorgfiltige Untersuchung der Analog-Digitalwandler erforder-
lich, damit abgeschatzt werden kann, wodurch die Exaktheit der Grau-
wertmessung tatsdachlich begrenzt wird.

9.5 Literaturhinweise zur Vertiefung*

Das Abtasttheorem wird ausfihrlich in Poularikas [154, Abschn. 1.6] dargestellt.
Das Abtasten von stochastischen Prozessen, auch mit zufélligen Abstidnden,
wird in Papoulis [ , Abschn. 11.5] diskutiert, wahrend Fliege [51] das Ab-
tasttheorem mit Blick auf die Multiraten-Signalverarbeitung bespricht. Im Ab-
schnitt 9.4 wurde nur die Quantisierung mit gleichmaRigen Intervallen behan-
delt. Fir eine Abhandlung iiber die Quantisierung mit ungleichen Intervallen
sei auf Rosenfeld und Kak [171] verwiesen.
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10 Pixelverarbeitung

10.1 Einfiihrung

Fir die ersten Bearbeitungsschritte nach der Aufnahme eines digitalen
Bildes bendtigen wir zwei Klassen von Operationen, Punkt- und geome-
trische Operationen. Diese beiden Typen modifizieren im wesentlichen
das ,Was"“ und das ,Wo" eines Bildpunktes.

Punktoperationen modifizieren die Grauwerte einzelner Bildpunkte
nur in Abhéangigkeit vom Grauwert selbst und eventuell von der Position
des Bildpunktes. Solch eine Operation wird allgemein geschrieben als

Die Indizes der Funktion P bezeichnen die mogliche Abhdngigkeit der
Punktoperation von der Position des Bildpunktes.

Im Gegensatz dazu modifizieren geometrische Operationen nur die
Position eines Bildpunktes. Ein Bildpunkt wird von der Position x an ei-
ne neue Position x’ verschoben. Die Beziehung zwischen den beiden Ko-
ordinaten wird durch die geometrische Abbildungsfunktion bestimmt:

x' =M(x). (10.2)

Punkt- und geometrische Operationen sind komplementéar. Sie sind
hilfreich fiir die Korrektur elementarer Stérungen des Bilderzeugungs-
prozesses wie nichtlineare und inhomogene radiometrische Empfind-
lichkeit des Bildsensors oder geometrische Verzerrungen des optischen
Systems. Wir benutzen Punktoperationen also zur Korrektur und Opti-
mierung der Beleuchtung, zur Detektion von Unter- und Uberlauf, zur
Kontrastverstarkung und -dehnung, zur Bildmittelung, zur Korrektur
inhomogener Beleuchtung oder zur radiometrischen Kalibrierung (Ab-
schn. 10.2.3-10.3.3).

Geometrische Operationen enthalten im wesentlichen zwei Schritte.
In den meisten Anwendungen wird die Abbildungsfunktion (10.2) nicht
explizit vorgegeben, sondern muss aus dem Vergleich zwischen dem
Original und seinem Abbild abgeleitet werden (Abschn. 10.5.4). Wird
ein Bild durch eine geometrische Transformation verzerrt, liegen die
transformierten Bildpunkte in der Regel nicht mehr auf Gitterpunkten.
Deshalb miissen die Grauwerte an diesen Punkten aus benachbarten
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Bildpunkten interpoliert werden. Diese wichtige Aufgabe wird in Ab-
schn. 10.6 ausfihrlich diskutiert, da eine korrekte Interpolation nicht
trivial ist.

Punkt- und geometrische Operationen sind nicht nur fiir die elemen-
taren Vorverarbeitungsschritte von Bedeutung. Sie sind auch in viel kom-
plexere Bildoperationen, insbesondere bei der Merkmalsextraktion, in-
tegriert (Kapitel 11-15). Wichtig ist jedoch zu wissen, dass Punkt- und
geometrische Operationen nicht zur Korrektur der Effekte eines opti-
schen Systems, die durch seine Punktantwort beschrieben werden, ge-
eignet sind. Dazu sind aufwendige Rekonstruktionstechniken erforder-
lich, die in Kapitel 17 besprochen werden. Die Anwendung von Punkt-
und geometrischen Operationen beschrankt sich auf einfache radiome-
trische und geometrische Korrekturen.

10.2 Homogene Punktoperationen

10.2.1 Definitionen und grundlegende Eigenschaften

Eine von der Position des Pixels unabhédngige Punktoperation nennen wir
homogene Punktoperation, und wir schreiben

Ginn = P(Gmn). (10.3)

Eine Punktoperation bildet Grauwerte auf sich selbst ab. Da auch zwei
oder mehr verschiedene Grauwerte auf einen einzigen Grauwert abge-
bildet werden kénnen, sind Punktoperationen im allgemeinen nicht um-
kehrbar, und es geht unwiederbringlich ein Teil des Bildinhalts verloren.
Die Punktoperation

B 0 q<t
P(q)—{ Q-1 q>t (10.4)

fiihrt zum Beispiel eine einfache globale Schwellwertoperation durch.
Alle Grauwerte unterhalb der Schwelle t werden auf 0 (schwarz) gesetzt,
diejenigen oberhalb und auf der Schwelle auf 255 (weil). Es ist einleuch-
tend, dass diese Punktoperation nicht umkehrbar ist. Ein Beispiel fir
eine umkehrbare Punktoperation ist die Negativbildung. Dabei wird ein
Bild mit einer invertierten Grauwertskala berechnet nach

Py(q) =Q -1 -—q, (10.5)

und man erhélt ein Negativ wie in der Photographie. Die Umkehrung
dieser Operation ist wiederum eine Negativbildung:

Py (PN(@)=Q-1-(Q-1-9g) =q. (10.6)

Die Konversion zwischen der vorzeichenbehafteten und der nicht vor-
zeichenbehafteten Darstellung von Grauwerten (Abschn. 2.2.5) ist ein
weiteres Beispiel fiir eine umkehrbare Punktoperation.
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10.2.2 Lookup-Tabellen

Die direkte Berechnung homogener Punktoperationen nach (10.3) kann
sehr aufwendig sein. Dies sei an folgendem Beispiel gezeigt. Die 14-Bit-
Grauwerte des 1024 x 1024-Bildes einer hochauflosenden CCD-Kamera
sollen in eine logarithmische 8-Bit-Grauwertskala, die 4,3 Dekaden von
0 bis 16 383 tiberspannt, konvertiert werden. Diese Konvertierung wird
durch die Punktoperation

P(q) =59,30lgq (10.7)

erreicht. Eine direkte Implementierung wiirde folgende Operationen pro
Pixel erfordern: Eine Datentypkonversion von Integer in FlieRkomma-
zahlen, die Berechnung des Logarithmus, eine Multiplikation mit 59,30
und eine erneute Datentypkonversion von FlieRkommazahlen in 8-Bit-
Integer. All diese Operationen miissen fir ein 1024 x 1024-Bild mehr
als eine Million mal durchgefiihrt werden.

Der Schliissel fiir eine effizientere Implementierung dieser Operation
liegt in der Beobachtung, dass der Definitionsbereich jeder Punktopera-
tion nur aus einer begrenzten Zahl von Q Quantisierungsstufen besteht.
Bei einer logarithmischen Konversion von 14 Bit in 8 Bit gibt es héchstens
16 384 unterschiedliche Eingabewerte. Das bedeutet, dass die meisten
der eine Million Berechnungen lediglich Wiederholungen sind, im Mittel
64mal. Solche unnotigen Wiederholungen kénnen vermieden werden,
wenn wir zunachst P(q) fur alle 16 384 moglichen Grauwerte berech-
nen und die Ergebnisse in einer Tabelle mit 16 384 Elementen speichern.
Dann reduziert sich die Berechnung der Punktoperation auf eine Erset-
zung der Grauwerte durch das entsprechende Tabellenelement, das tiber
den jeweiligen Grauwert indiziert wird.

Solch eine Tabelle wird Lookup-Tabelle oder LUT genannt. Damit
sind homogene Punktoperationen Lookup-Tabellenoperationen aquiva-
lent. Lookup-Tabellen sind um so effizienter, je weniger Quantisierungs-
stufen sie aufweisen. Bei 8-Bit-Standardbildern enthalten die Tabellen le-
diglich 256 Werte. Effizient sind jedoch in den meisten Fallen auch noch
Lookup-Tabellen mit 65 536 Eintragen, wie sie fiir 16-Bit-Bilder benotigt
werden.

Bei den meisten Bildverarbeitungssystemen und Framegrabbern sind
Lookup-Tabellen in die Hardware integriert. Wie Abb. 10.1 zeigt, gibt
es zwei MoOglichkeiten fiir die Plazierung von Lookup-Tabellen. Die Ein-
gangs-LUT befindet sich zwischen dem Analog-Digital-Wandler und dem
Bildspeicher und die Ausgangs-LUT zwischen dem Bildspeicher und dem
Digital-Analog-Wandler, der das Signal fiir die Bildausgabe, z.B. auf ei-
nem Monitor, in ein analoges Videosignal konvertiert. Die Eingangs-LUT
ermoglicht die Durchfiihrung von Punktoperationen, bevor das Bild im
Bildspeicher gespeichert wird. Mit der Ausgangs-LUT kénnen Punktope-
rationen vor der Bildausgabe durchgefiihrt und auf dem Monitor be-
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Abbildung 10.1: Blockdiagramm des Framegrabbers PCVISIONplus der Fir-
ma Imaging Technology, Inc. Lookup-Tabellen liegen zwischen A/D-Wandler
und Bildspeicher (Eingangs-LUT) sowie zwischen Bildspeicher und Bildschirm
(Ausgangs-LUT).

obachtet werden. Auf diese Weise sind interaktive Punktoperationen oh-
ne Veranderung des gespeicherten Bildes moglich. Viele moderne Frame-
grabber enthalten keinen Bildspeicher mehr. Schnelle periphere Bussys-
teme wie der PCI-Bus mit einer Spitzendatentransferrate von 132 MB/s
erlauben die direkte Ubertragung digitalisierter Bilder in den Hauptspei-
cher (Abb. 10.2). Bei diesen Framegrabbern erfolgt die Bilddarstellung
uber die Grafikkarte des Rechners. Dementsprechend enthélt der Frame-
grabber lediglich eine Eingangs-LUT.

Die Verwendung von Eingangs-Lookup-Tabellen ist begrenzt, da nicht-
lineare LUT-Funktionen zu fehlenden Grauwerten fithren oder aufeinan-
derfolgende Grauwerte auf einen einzigen Grauwert abbilden (Abb. 10.3).
Auf diese Weise entstehen Artefakte, die zu weiteren Fehlern bei den
nachfolgenden Verarbeitungsschritten wie der Berechnung von Mittel-
werten und der Kantendetektion fithren. Dies betrifft insbesondere die
Steilheit von Kanten und die Genauigkeit der Bestimmung von Grauwert-
anderungen.

Eine Eingangs-LUT ist aber bei nichtlinearen Punktoperationen dann
nitzlich, wenn die 8-Bit-Eingangswerte auf hoherauflosende Ausgangs-
werte abgebildet werden, z.B. 16-Bit-Integerzahlen oder 32-Bit-Gleitkom-
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Abbildung 10.2: Blockdiagramm des Framegrabbers PCEYE_1 der Firma ELTEC
Elektronik GmbH als Beispiel eines modernen PCI-Bus-Framegrabbers ohne Bild-
speicher. Die Bilddaten werden in Echtzeit tiber direkten Speicherzugriff (direct
memory access, DMA) in den PC-Hauptspeicher zur Darstellung und weiteren
Verarbeitung tibertragen.

mazahlen. Damit lassen sich die Rundungsfehler verringern. Gleichzei-
tig konnen damit die Grauwerte in ein kalibriertes Signal umgewandelt
werden, z.B. bei einer Infrarotkamera in eine Temperatur. Leider sind
solche verallgemeinerten LUTs bisher kaum hardwaremaRig realisiert.
SoftwaremaRig lassen sie sich jedoch einfach verwirklichen.

Im Gegensatz zur Eingangs-LUT wird die Ausgangs-LUT viel haufiger
als Werkzeug verwendet, da sie das gespeicherte Bild nicht verdandert.
LUT-Operationen kénnen auch Grauwertbilder in Pseudofarbbilder kon-
vertieren, eine Technik, die selbst bei den einfachsten Digitalisierkar-
ten verbreitet ist (Abb. 10.1). Sie erfordert nicht viel zusatzliche Hard-
ware. Fir die Primarfarben Rot, Griin und Blau wird je ein Digital-Analog-
Wandler verwendet. AuRerdem erhdlt jeder Kanal seine eigene LUT mit
256 Eintragen fir eine 8-Bit-Darstellung. So kann jeder individuelle Grau-
wert g auf eine beliebige Farbe abgebildet werden, indem den LUT-Adres-
senr(q), g(q) und b(q) die entsprechenden Farbwerte zugewiesen wer-
den. Formal ist dies eine Punkt-Vektor-Operation.

P(q) = [r(@,9@,b@]". (10.8)
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Abbildung 10.3: Veranschaulichung einer nichtlinearen Lookup-Tabelle. Meh-
rere Werte werden auf einen abgebildet, und fehlende Ausgangswerte fiihren zu
unregelmdifigen Schritten.

Sind alle drei Punktfunktionen 7 (q), g(q) und b(q) identisch, wird ein
Grauton dargestellt. Sind zwei der Punktfunktionen null, hat das Bild
die Farbe der verbleibenden Punktfunktion.

10.2.3 Interaktive Grauwertauswertung

Uber Lookup-Tabellen implementierte homogene Punktoperatoren sind
sehr niitzliche Werkzeuge zur Bildinspektion. Da Lookup-Tabellen-Ope-
rationen in Echtzeit durchgefiihrt werden kénnen, ist eine interaktive
Bildveranderung moglich. Wird dabei nur die Ausgangs-LUT verandert,
bleibt der urspriingliche Bildgehalt unverdandert. Wir zeigen im folgen-
den einige typische Aufgaben.

Kontrolle und Optimierung homogener Beleuchtung. Mit dem blo-
Ren Auge konnen wir die Homogenitat einer beleuchteten Flache wie
die in Abb. 10.4a kaum abschétzen. Ein Histogramm (Abb. 10.4b) zeigt
zwar die Haufigkeit der einzelnen Grauwerte, nicht jedoch deren raum-
liche Verteilung. Es hilft also nicht viel bei der interaktiven Optimierung
der Beleuchtung. Wir miissen die Darstellung der Grauwerte derart mo-
difizieren, dass absolute Grauwerte fiir das menschliche Auge sichtbar
werden. Bei einer kontinuierlichen Helligkeitsverteilung sind Aquidensi-
ten hilfreich. Diese Technik benutzt eine stufenférmige Lookup-Tabelle,
bei der bestimmte Bereiche von Grauwerten auf einen Grauwert abgebil-
det werden. Am einfachsten werden dazu die untersten Bits mit einer
logischen Und-Operation zu null gesetzt:

a =P(q@) =qn@2r-1), (10.9)
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Abbildung 10.4: a Eine allmdhlich von oben nach unten abnehmende Helligkeit,
die vom Auge kaum wahrgenommen wird. Grauwerte von 160-220, Faktor vier
kontrastverstirkt. Uber 100 Bilder gemiitteltes Gleitkommabild. b Histogramm
von a; ¢ und d (kontrastverstdrkt, Grauwertbereich 184-200): Ktinstlich durch
Stufen-LUTs erzeugte Kanten mit einer Stufenhéhe von 1,0 und 2,0 machen Kon-
turlinien konstanter Bestrahlung sichtbar.

wobei A fir die logische (bitweise) Und-Operation und der Uberstrich
fiir die Invertierung steht. Diese Punktoperation begrenzt die Auflosung
auf Q — p Bit und damit auf 22-? Quantisierungsstufen. Nun sind die
Spriinge zwischen den tibriggebliebenen Grauwertstufen groR genug, um
vom Auge wahrgenommen zu werden. Wir sehen im Bild Konturlinien
gleicher absoluter Grauwerte (Abb. 10.4). Wir kénnen versuchen, die
Beleuchtung homogener zu machen, indem wir die Abstdande zwischen
den Konturlinien soweit wie moglich vergréRern.

Ein anderer Weg, absolute Grauwerte zu markieren, ist die bereits in
Abschn. 10.2.2 erwdhnte Pseudofarbdarstellung. Mit dieser Technik wird
ein Grauwertbereich g zur Darstellung auf ein RGB-Wertetripel abgebil-
det. Da Farbunterschiede vom Auge viel besser erkannt werden, hilft
dieses Verfahren, absolute Grauwertbereiche zu markieren.

Nachweis von Unter- und Uberlauf. Unter- und Uberlauf der Grauwer-
te treten in der Verstarkung digitalisierter Bilder auf durch Fehleinstel-
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Abbildung 10.5: Nachweis von Unter- und Uberlauf bei digitalisierten Bildern
mittels Histogrammen: a Bild mit Grauwertunterlauf und b sein Histogramm.
¢ Bild mit Grauwertiiberlauf und d das zugehdrige Histogramm.

lungen des Nullpunkts und des Videoeingangsteils von Framegrabbern.
Sie werden oft nicht bemerkt und bewirken bei der weiteren Verarbeitung
schwerwiegende Fehler, z. B. beziiglich des mittleren Grauwerts oder des
Schwerpunktes von Objekten. In den meisten Féllen konnen betroffene
Bereiche nicht unmittelbar detektiert werden. Sie werden beispielswei-
se dann deutlich, wenn bei gemusterten Flichen das Muster auslauft.
Uber- und Unterlauf werden aber in Histogrammen durch ausgeprigte
Peaks im Bereich der minimalen und/oder maximalen Grauwerte erkenn-
bar (Abb. 10.5). Bei Pseudofarbabbildungen konnen die niedrigsten und
hochsten Grauwerte z.B. blau und rot dargestellt werden. Dann erkennt
man sofort Grauwerte, die ,gefdhrlich“ nahe an den Grenzen liegen,
und sie kénnen vermieden werden, indem man die Blendeneinstellung
der Optik dndert, die Beleuchtung entsprechend einstellt oder die Ver-
starkung im analogen Videoeingangsteil des Framegrabbers korrigiert.

Kontrastverstarkung. Aufgrund schlechter Beleuchtungsbedingungen
liegen oft unterbelichtete Bilder vor. Sie sind zu dunkel und haben einen
niedrigen Kontrast (Abb. 10.6a). Das Histogramm (Abb. 10.6b) zeigt,



10.2 Homogene Punktoperationen 265

a

30000

25000
20000
15000
10000
5000

0 50 100 150 200 250

@

o™ o l... O 550 100 156™7200 250
Y o (] " .

.-'0-.‘.&.. [ e

Abbildung 10.6: Kontrastverstdrkung: a unterbelichtetes Bild und b das zu-
gehorige Histogramm; ¢ kontrastverstdrktes Bild und d sein Histogramm.

dass das Bild nur einen kleinen Grauwertbereich bei den unteren Grau-
werten aufweist. Das Aussehen des Bildes verbessert sich betrachtlich
uber eine Punktoperation, die den kleinen Grauwertbereich auf den vol-
len Kontrastbereich abbildet (z.B. mit der Operation: q" = 4q fir g < 64
und q' = 255 fir g = 64) (Abb. 10.6c). Allerdings verbessern wir damit
nur unseren visuellen Eindruck von dem Bild, nicht jedoch die Bildqua-
litdit selbst. Das Histogramm in Abb. 10.6d zeigt, dass die Grauwertauf-
16sung immer noch die gleiche ist.

Der beste Weg zur Verbesserung der Bildqualitdt ist eine Optimie-
rung der Objektbeleuchtung mit einer stirkeren Lichtquelle oder tiber
einen giinstigeren Beleuchtungsaufbau. Ist dies nicht moéglich, kénnen
wir immer noch die analoge Videoverstarkung erhohen. Alle modernen
Bildverarbeitungskarten enthalten einen Verstarker, dessen Verstarkung
und Offset liber Software gesteuert werden konnen (siehe Abb. 10.1 und
10.2). Durch Erhohung der Verstarkung werden Helligkeit und Auflésung
des Bildes verbessert, allerdings auf Kosten eines erhohten Rauschpe-
gels.
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Abbildung 10.7: b - d Kontrastspreizung des Bildes in a. Der gespreizte Bereich
kann aus der Transformation des Grauwertkeils am unteren Bildrand abgelesen
werden.

Kontrastspreizung. Haufig miissen geringfiigige Beleuchtungsstarke-
unterschiede analysiert werden, die das Auflosungsvermoégen des ver-
wendeten Bildausgabegerites oder des menschlichen visuellen Systems
unterschreiten. Dies betrifft besonders das Drucken von Bildern. Um
feine Unterschiede erkennen zu konnen, dehnen wir den betreffenden
Grauwertbereich. Dann werden natiirlich alle Grauwerte auRerhalb die-
ses Bereiches auf den minimalen oder maximalen Grauwert gesetzt. Da-
her miissen die Grauwerte des zu analysierenden Objektes in den fiir
die Kontrastspreizung ausgewdhlten Bereich fallen. Beispiele fiir Kon-
trastspreizung zeigt Abb. 10.7. Der von 0 bis 255 reichende Keil am
unteren Bildrand zeigt direkt, welcher Teil der Grauwertskala kontrast-
verstarkt wurde.

Kompression des Grauwertbereiches. Im Vergleich zum menschli-
chen visuellen System hat ein digitales Bild einen betrachtlich kleineren
dynamischen Bereich. Fiir eine minimale Auflésung von 10 % diirfen die
Grauwerte nicht kleiner als 10 sein. Daher ist bei einem 8-Bit-Bild der Dy-



10.2 Homogene Punktoperationen 267

namikbereich mit dieser minimalen Auflésung nur 255/10 = 25. Durch
den niedrigen Kontrastbereich haben digitale Bilder eine schlechte Quali-
tat, wenn Szenen mit hohem Kontrast aufgenommen wurden. Entweder
sind die hellen Teile ausgebleicht oder dunkle Bereiche so dunkel, dass
keine Details erkannt werden konnen.

Der dynamische Bereich kann tiber eine Transformation, welche in
Abschn. 2.2.6 als Gammatransformation eingefiihrt wurde, erhoht wer-
den. Diese nichtlineare homogene Punktoperation hat die Form

, 255
4= 555y

a. (10.10)

Die Faktoren in (10.10) wurden so gewdhlt, dass der Bereich [0, 255] auf
sich selbst abgebildet wird. Diese Transformation ermoglicht die Erken-
nung eines groeren dynamischen Bereiches auf Kosten der Auflésung in
den hellen Bildbereichen. Die dunklen Bereiche werden heller, so dass
mehr Details zu erkennen sind. Diese Kontrasttransformation dhnelt
mehr dem logarithmischen Helligkeitsempfinden des menschlichen vi-
suellen Systems. Ein Bild, das mit unterschiedlichen Gammafaktoren
dargestellt ist, zeigt Abb. 10.8.

Aquivalisierung der Varianz des Rauschens. Aus Abschn. 3.4.5 wis-
sen wir, dass die Varianz des Rauschens im allgemeinen von der Bildin-
tensitdt nach

05(g) =05 +ag (10.11)

abhidngt. Eine statistische Analyse der Bilddaten und -operationen stetzt
jedoch voraus, dass das Rauschen grauwertunabhdngig ist. Nur dann
sind die in Abschn. 3.3.3 besprochenen Fehlerfortpflanzungstechniken
glltig.

Durch eine nichtlineare Grauwerttransformation h(g) kann die Vari-
anz des Rauschens grauwertunabhdngig gemacht werden [53]. In einer
Nédherung erster Ordnung ergibt sich nach (3.35) die Varianz von h(g)

zu 2
dh
o ~ (dg) o5(9). (10.12)

Setzen wir Ufl konstant, so erhalten wir
Oh

dg.
\o?%(g) 7

Die Integration der Gleichung ergibt

dh =

(10.13)

g
h(g) = Uh!\/%g’) +C.
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Abbildung 10.8: Darstellung eines Bildes mit unterschiedlichen Gammawerten:
a0,5,b0,7,c1,0undd 2,0.

Die zwei freien Parameter o) und C konnen z. B. so gewdhlt werden, dass
die Werte von h in einem sinnvollen Intervall liegen. Mit dem linearen
Varianzmodell aus (10.11) ergibt die Integration von (10.13)

h(g) = %\/002 + g+ C. (10.14)

Die nichtlineare Grauwerttransformation wird besonders einfach fiir ei-

nen idealen Bildsensor mit oy = 0. Dann muss die Quadratwurzel aus

dem Grauwert berechnet werden, um eine grauwertunabhéingige Rausch-

varianz zu erhalten: hg) 20y, (10.15)
g - \/& \/g .

10.3 Inhomogene Punktoperationen'

Homogene Punktoperationen stellen mit ihrer Unabhangigkeit von der
Pixelposition nur eine Unterklasse der Punktoperationen dar. Im allge-
meinen hingt eine Punktoperation auch von der Position des Pixels im
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Abbildung 10.9: Reduktion von Rauschen durch Bildmittelung: a Wdirmebild
kleiner Temperaturunterschiede, die auf der Wasseroberfliche entstehen, wenn
sich Wasser durch Verdunstung abkiihlt; b das gleiche Bild, gemittelt tiber 16
Bilder; der volle Grauwertbereich entspricht einem Temperaturbereich von 1,1 K.

Bild ab, und wir sprechen von einer inhomogenen Punktoperation. Bei-
spiele fiir solche Funktionen sind Kalibrierungen, die meistens Punkt-
operationen sind.

Im allgemeinen ist die Berechnung einer inhomogenen Punktoperati-
on sehr viel zeitaufwendiger als die einer homogenen. Lookup-Tabellen
konnen wegen der Abhédngigkeit von der Pixelposition nicht verwendet
werden. Wir sind gezwungen, die Funktion fiir jedes Pixel zu berechnen.

Die Subtraktion eines Hintergrundbildes ohne Objekte oder Beleuch-
tung ist ein einfaches Beispiel einer inhomogenen Punktoperation, die
folgendermaRen geschrieben wird:

g;rm = Ppn(Gmn) = Gmn — bmn, (10.16)

wobei by, ein Pixel des Hintergrundbildes ist.

10.3.1 Bildmittelung

Eine der einfachsten inhomogenen Punktoperationen ist die Bildmitte-
lung. Es gibt eine Reihe von Bildsensoren, die ein betrdchtliches Grund-
rauschen zeigen. Bekannte Beispiele sind Wdrmebilder (Abschn. 6.4.1)
und alle Sensortypen wie Slow-Scan-CCD-Kameras oder Bildverstarker,
bei denen nur eine geringe Anzahl von Photonen detektiert wird.
Abbildung 10.9a zeigt die durch Verdunstung erzeugten Temperatur-
unterschiede der Wasseroberflache in einem Wind/Wellen-Kanal bei ei-
ner Windgeschwindigkeit von 1,8 m/s. Durch den betrachtlichen Rausch-
pegel konnen die kleinen Temperaturunterschiede kaum detektiert wer-
den. Wird das Mittel iiber mehrere Bilder berechnet, reduziert sich der
Rauschpegel wesentlich (Abb. 10.9b). Der Fehler des Mittelwerts (Ab-
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schn. 3.3.3) aus K Bildaufnahmen ist

K-1

1 )2
K(K_l)go(ck—c) : (10.17)

1
2~ 2:
O'GN( _1)0'G

Wenn wir den Durchschnitt aus K Bildern berechnen, reduziert sich der
Rauschpegel auf 1/+/K im Vergleich zu einem Einzelbild. Nehmen wir
das Mittel tiber 16 Bilder, reduziert sich also der Rauschpegel auf 1/4.
Gleichung (10.17) gilt nur, wenn die Standardabweichung o, deutlich
hoher ist als die Standardabweichung durch die Quantisierung (siehe
Abschn. 9.4).

10.3.2 Korrektur inhomogener Beleuchtung

Jede Anwendung ist von ungleichmdifiger Beleuchtung der beobachteten
Szene betroffen. Auch wenn wir einen hohen Aufwand treiben, um den
Beleuchtungsaufbau zu optimieren, ist es schwer, eine perfekt gleich-
malRige Objektbeleuchtung zu erzielen. Ein lastiges Problem sind zu-
dem kleine Staubpartikel im optischen Pfad, insbesondere auf dem Glas-
fenster vor dem CCD-Sensor. Da das Fenster vom Sensor eine gewisse
Distanz hat, werden diese Partikel, wenn sie nicht zu groR sind, so un-
scharf auf die Sensorebene projiziert, dass sie nicht direkt sichtbar sind.
Sie absorbieren aber Licht und reduzieren dadurch die Beleuchtung in
einem kleinen Bereich. Diese Effekte sind bei einer Szene mit hohem
Kontrast und vielen Details nicht leicht zu sehen. Allerdings werden
sie bei einem gleichméaRigen Hintergrund deutlich sichtbar (Abb. 10.4a
und b). CCD-Sensoren zeigen aullerdem eine ungleichmalRige Sensitivitat
der individuellen Photorezeptoren, die auch zur UngleichméaRigkeit des
Bildes beitrdagt. Die genannten Storungen stellen eine Beeintrachtigung
der Bildqualitat dar. Sie erschweren die Separierung eines Objektes vom
Hintergrund und fithren zu systematischen Fehlern in der nachfolgen-
den Bildauswertung.

Trotzdem ist es moglich, diese Storeffekte zu korrigieren, wenn wir
die Natur der Stérung kennen und in der Lage sind, geeignete Referenz-
bilder aufzunehmen. Im folgenden betrachten wir zwei einfache Bei-
spiele. Im ersten gehen wir davon aus, dass sich der Grauwert im Bild
als Produkt der inhomogenen Beleuchtungsstarke und der Objektreflek-
tivitat bzw. -transmissivitat ergibt. Wir nehmen ferner an, dass wir ein
Referenzbild ohne absorbierendes Objekt oder mit einem Objekt kon-
stanter Reflektivitdt aufnehmen koénnen. Ein solches Referenzbild lasst
sich auch dann gewinnen, wenn kleine Objekte in den Bildern zuféllig
verteilt sind, indem man ein Mittelwertbild aus vielen Bildern berechnet.
Die ungleichmailRige Beleuchtung kann nun mit einer Division durch das
Referenzbild korrigiert werden:

G =c-G/R. (10.18)
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Abbildung 10.10: Korrektur ungleichmdfiger Beleuchtung tiber eine inhomo-
gene Punktoperation: a Originalbild und b sein Histogramm,; ¢ Hintergrundbild
und d das zugehorige Histogramm; e durch das Hintergrundbild dividiertes Bild
und f das Histogramm dieses Ergebnisbildes.

Die Multiplikation mit der Konstante ¢ ist notig, um das normalisierte
Bild wieder in Integerzahlen darzustellen. Wenn die Objekte Licht absor-
bieren, wird ¢ normalerweise nahe der maximalen Integerzahl gewdahlt.
Abbildung 10.10e zeigt, dass mit dieser einfachen Methode eine effektive
Unterdriickung einer ungleichmaRigen Beleuchtung moglich ist.
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Abbildung 10.11: Kontrastverstirktes a Dunkelbild und b Referenzbild einer
CCD-Kamera mit analogem Ausgangssignal fiir eine radiometrische Zwei-Punkt-
Kalibrierung.

10.3.3 Radiometrische Zwei-Punkt-Kalibrierung

Diese einfache Verhiltnisbildung kann nicht mehr angewendet werden,
wenn das Bild auch ohne Beleuchtung nicht null ist, sondern ein Rest-
muster (fixed-pattern noise) aufweist, wie es durch einen von Pixel zu
Pixel verschiedenen Nullstrom bedingt sein kann. In einem solchen Fall
sind zwei Referenzbilder notwendig. Diese Technik wird auch fir eine
einfache radiometrische Zwei-Punkt-Kalibrierung bei einem Bildsensor
mit linearer Kennlinie angewendet. Einige Bildverarbeitungsanwendun-
gen benotigen eine absolute oder relative radiometrische Kalibrierung.
Mit einer solchen Kalibrierung kann die Strahlungsdichte eines Objekts
aus dem gemessenen Grauwert berechnet werden.

Zuerst nehmen wir ein Dunkelbild B ohne Beleuchtung auf. Dann
nehmen wir ein Referenzbild R mit einem Objekt auf, das eine konstan-
te Strahlungsstarke aufweist, z.B. eine Ulbrichtkugel. Mit Hilfe dieser
beiden Bilder kénnen wir dann durch folgende Operation ein radiome-
trisch kalibriertes Bild erhalten:

, - B
G_G

=cp g (10.19)

Abb. 10.11 zeigt ein kontrastverstarktes Dunkel- und Referenzbild ei-
ner CCD-Kamera mit analogem Ausgang. Es sind typische Signalstérun-
gen zu sehen. Die Signaloszillation am linken Rand des Dunkelbilds
resultieren aus einer elektronischen Signalstérung. Die dunklen Fle-
cken im Referenzbild kommen von Staub auf dem Glasfenster vor dem
CCD-Sensor. Die Verbesserung durch die radiometrische Kalibrierung
ist deutlich in Abb. 10.12 zu sehen.
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a b

Abbildung 10.12: Radiometrische Zwei-Punkt-Kalibrierung mit dem Dunkel-
und Referenzbild aus Abb. 10.11: a Originalbild und b kalibriertes Bild; in diesem
sind die dunkeln Flecken nicht mehr zu sehen.

10.3.4 Nichtlineare radiometrische Kalibrierung*

Manchmal steht die GroRe, die mit einem Bildsensor bestimmt wird, in einer
nichtlinearen Beziehung zu dem gemessenen Grauwert. Ein gutes Beispiel hier-
fiir ist die Thermographie. Hierbei wird aus der Strahlungsdichte tiber die
Planckschen Gleichungen (Abschn. 6.4.1) die Temperatur des emittierenden Ob-
jekts bestimmt.

Wir zeigen hier eine praktische Kalibrierungsprozedur fiir Umgebungstempe-
raturen. Aufgrund der nichtlinearen Beziehung zwischen Strahlung und Tem-
peratur ist eine einfache Zweipunkt-Kalibrierung mit linearer Interpolation fir
eine solche Anwendung nicht ausreichend. HaulRecker [70] zeigt, dass eine qua-
dratische Beziehung fiir einen kleinen Temperaturbereich von 0 bis 40°C aus-
reichend genau ist. Daher sind drei Kalibrierungstemperaturen notwendig, die
von einer speziellen Schwarzkorper-Kalibriereinheit erzeugt werden.

Aus den aufgenommenen Kalibrierungsbildern G, G, und G3 mit bekannten
Temperaturen T;, T> bzw. T3 kann iber eine quadratische Interpolation das
Temperaturbild T eines beliebigen Bildes G berechnet werden:

_ AGAGs . AGI-AGs . AG-AG,
T AG2 -AG3 ' AGa - AGyn ° T AGs - AGy

T3 (10.20)

mit

AGy = G — Gy und AGy = G — Gy. (10.21)
Das Symbol - steht fiir die punktweise Multiplikation des Bildes zur Abgren-
zung von der Matrixmultiplikation. Abbildung 10.13a, b und c zeigen drei Kali-
brierungsbilder. Die Infrarotkamera blickt tiber einen Spiegel auf den Kalibrie-
rungskorper, der das Sehfeld an den Bildkanten etwas beschneidet. Dies ist
der Grund fiir die scharfen Temperaturdnderungen, die an den Bildgrenzen in
Abb. 10.13a, c zu sehen sind. Die Kalibrierungsprozedur entfernt die restlichen
Inhomogenitaten (Abb. 10.13d, f), die sich im Originalbild zeigen.
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Abbildung 10.13: Dreipunkt-Kalibrierung von Infrarot-Temperaturbildern:
a bis ¢ zeigen Bilder von Kalibrierungskorpern in Form von Aluminiumbldcken
bei Temperaturen von 13,06, 17,62 und 22,28 °C. Die Grauwerte der Bilder sind
gespreizt auf einen kleinen Bereich des digitalen 12-Bit-Ausgangsbereichs der
Infrarotkamera von a 1715-1740, b 1925-1950, ¢ 2200-2230 und zeigen noch
restliche Inhomogenitditen, insbesondere vertikale Streifen. d Mittels quadrati-
scher Interpolation aus den drei Bildern a bis c kalibriertes Bild. e Original und
f kalibriertes Bild der kleinskaligen Temperaturunterschiede an der Ozeanober-
flciche auf einer Flciche von etwa 0,8 x 1,0 m?.

10.3.5 Fensterfunktionen

Die sogenannte Fensterfunktion ist eine weitere wichtige Anwendung in-
homogener Punktoperationen. Bevor wir die DFT eines Bildes berechnen
konnen, muss das Bild mit einer Fensterfunktion multipliziert werden.
Wenn wir diesen Schritt auslassen, ist das Spektrum durch die Faltung
des Bildspektrums mit der Fouriertransformierten der Rechteckfunkti-
on, der sinc-Funktion (siehe Abschn. 2.3, > R5), gestort. Dadurch werden
Peaks im Spektrum zu sterndhnlichen Mustern entlang den Koordina-
tenachsen im Fourierraum (Abb. 10.14b). Wir konnen diese Stérungen
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Abbildung 10.14: Wirkung der Fensterfunktion auf die diskrete Fouriertransfor-
mation: a Originalbild; b DFT von a ohne Verwendung einer Fensterfunktion;
¢ Bild multipliziert mit einem Kosinusfenster; d DFT von ¢ unter Verwendung
eines Kosinusfensters.

auch mit der virtuellen periodischen Wiederholung endlich ausgedehn-
ter Bilder erkldren, wie es im Zusammenhang mit dem Abtasttheorem in
Abschn. 9.2.3 ndher erlautert worden ist. Die periodische Wiederholung
fithrt zu Unstetigkeiten an den horizontalen und vertikalen Bildrandern,
die entsprechend hohe spektrale Dichten entlang den x — und y—Achsen
im Wellenzahlraum erzeugen.

Um diese Stérungen zu vermeiden, miissen wir das Bild mit einer
Fensterfunktion multiplizieren, die zu den Bildriandern hin allméhlich
auf null abfallt. Eine optimale Fensterfunktion sollte eine hohe spektrale
Auflosung bewahren und gleichzeitig die Stérungen des Spektrums mi-
nimieren, d. h., ihre DFT sollte so steil wie moglich abnehmen. Dies sind
jedoch gegensatzliche Anforderungen, da eine gute Spektralauflésung
eine breite Fensterfunktion erfordert. Solch ein Fenster féllt aber an den
Kanten steil ab und bewirkt damit einen langsamen Abfall der Seitenma-
xima seines Spektrums.
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Ein sorgfaltig gewahltes Fenster ist fiir die Spektralanalyse von Zeitse-
rien kritisch [132, ]. Es ist jedoch in der digitalen Bildverarbeitung
weniger kritisch wegen des viel geringeren dynamischen Bereichs der
Grauwerte. Das einfache Kosinusfenster

Wmnzsin<%)sin<%>, O<m<M, 0<n<N  (10.22)

ist als Fensterfunktion gut geeignet (Abb. 10.14c und d).

Eine direkte Implementierung der Fensteroperation ist sehr zeitauf-
wendig, da die trigonometrische Funktion 2M N-mal berechnet werden
muss. Sehr viel effizienter ist der Weg, die Berechnung der Fenster-
funktion einmal durchzufiihren, das Fensterbild zu speichern und es
dann fiir die Berechnung vieler DFTs zu verwenden. Die Speicheranfor-
derungen reduzieren sich, wenn man bericksichtigt, dass die Fenster-
funktion (10.22) separierbar, d.h. ein Produkt zweier Funktionen ist:
Wimn = “Wm - "wy. Dann miissen wir lediglich die M + N Werte fur die
Spaltenfunktion ‘w,, und die Zeilenfunktion "w,, berechnen und spei-
chern. Der Preis fiir den reduzierten Speicherraum ist eine zusatzliche
Multiplikation pro Pixel fir die Fensteroperation.

10.4 Mehrkanal-Punktoperationen®

10.4.1 Definitionen#

Punktoperationen lassen sich zu Mehrkanal-Punktoperationen (Mehrkomponen-
ten-Punktoperationen) verallgemeinern. Die Operation hingt immer noch nur
vom Wert des einzelnen Pixels ab, aber der Eingabewert kann ein Vektor statt
eines Skalars sein, und ebenso kann das Ausgangsbild ein Mehrkanalbild sein.
Fiir homogene Punktoperationen, die nicht von der Position des Pixels im Bild
abhangen, konnen wir schreiben:

G = P(G) (10.23)
mit [ ]
G = [G,G,...G)...G)_
0™ ! L-1 (10.24)
G = [GO G1 Gk GK—I];

wobei G; und Gy die Komponenten ! und k der Mehrkanalbilder G’ und G mit
L bzw. K Kanélen sind.

Eine wichtige Unterklasse von Mehrkomponenten-Punktoperationen sind linea-
re Operationen. Dabei ist jede Komponente des Ausgangsbildes G in (10.23)
eine Linearkombination der Komponenten des Eingangsbildes G:

K-1
G; = > PyGy, (10.25)
k=0

wobei P, konstante Koeffizienten sind. Deshalb ist eine allgemeine lineare
Mehrkomponenten-Punktoperation durch eine Matrix (oder einen Tensor) der
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Koeffizienten P, gegeben. Dann kénnen wir (10.25) abkiirzend mit einer Koef-
fizientenmatrix P schreiben:
G = PG. (10.26)

Wenn die Komponenten der Mehrkanalbilder bei einer Punktoperation nicht
voneinander abhingig sind, werden alle Koeffizienten in P mit Ausnahme der
auf der Hauptdiagonalen liegenden null. Bei K-kanaligen Eingangs- und Aus-
gangsbildern bleiben lediglich K unterschiedliche Punktoperationen, eine fur
jeden Kanal. Eine vektorielle Punktoperation reduziert sich schlieRlich auf ei-
ne skalare Standard-Punktoperation, wenn dieselbe Punktoperation auf jeden
Kanal eines Mehrkomponentenbildes angewandt wird.

Bei gleicher Anzahl von Ausgangs- und Eingangsbildern konnen lineare Punkt-
operationen als Koordinatentransformationen aufgefallt werden. Hat die Ma-
trix der Koeffizienten in (10.26) einen Rang R < K, projiziert die Mehrkanal-
Punktoperation den K-dimensionalen Raum auf einen R-dimensionalen Teil-
raum.

Generell sind lineare Mehrkanal-Punktoperationen relativ einfach zu handha-
ben, da sie mit den Konzepten der linearen Algebra beschrieben werden konnen.
Bei quadratischen Matrizen kénnen wir zum Beispiel leicht die Bedingung ange-
ben, wann zu einer Mehrkanal-Punktoperation eine inverse Operation existiert,
und sie berechnen.

Bei nichtlinearen Mehrkomponenten-Punktoperationen miissen die linearen Ko-
effizienten in (10.25) und (10.26) durch nichtlineare Funktionen ersetzt werden:

G, = Pi(Gy, Gy, ...,Gk-1). (10.27)

Nichtlineare Mehrkomponenten-Punktoperationen kénnen nicht wie lineare Ope-
rationen generell, sondern miissen individuell behandelt werden. Die Komple-

xitat kann betrdchtlich reduziert werden, wenn eine Mehrkanal-Punktoperation

in ihre linearen und nichtlinearen Teile trennbar ist.

10.4.2 Dyadische Punktoperationen

Operationen, an denen zwei Bilder beteiligt sind, werden dyadische Punktope-
rationen genannt. Jede dyadische Bildoperation ldsst sich schreiben als

Gmn = P(Gyn, Hmn). (10.28)

Dyadische homogene Punktoperationen kénnen als LUT-Operationen implemen-
tiert werden. Wenn die Grauwerte der beiden Eingangsbilder Q unterschiedliche
Werte annehmen, gibt es Q2 Kombinationen von Eingangsparametern und da-
mit auch ebenso viele verschiedene Ausgabewerte. Also miissen fiir 8-Bit-Bilder
64k Werte berechnet werden. Dies ist bei einem 512 x 512-Bild immer noch ein
Viertel weniger als bei direkter Berechnung jedes Pixels. Alle moglichen Ergeb-
nisse der dyadischen Operation kénnen in einer grofen LUT L mit Q2 = 64k
Eintrdagen folgendermaRen gespeichert werden:

L(28p+a)=P(p,a), 0<p,q<Q. (10.29)

Das obere und das untere Byte der LUT-Adresse werden durch die Grauwerte
der Bilder G bzw. H gegeben.
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Einige Bildverarbeitungssysteme beinhalten eine 16-Bit-LUT als modulares Ver-
arbeitungselement. Die Berechnung einer dyadischen Punktoperation entwe-
der Uber eine in die Hardware integrierte oder mittels einer Software-LUT ist
oft bedeutend schneller als eine direkte Implementierung, besonders wenn die
Operation aufwendig ist. Zusatzlich ist es dann einfacher, Ausnahmen wie die
Division durch null oder Unter- und Uberlauf zu iiberwachen.

Eine dyadische Punktoperation kann verwendet werden, um zwei Punktopera-
tionen gleichzeitig durchzufiihren. So kénnen zum Beispiel Betrag und Phase
eines komplexwertigen Bildes (7, 1) gleichzeitig mit einer einzigen dyadischen
LUT-Operation berechnet werden, wenn wir die Ausgabe auf 8 Bit begrenzen:

L2287 +i) = 28r2 +i2 + 112T—8 arctan (%) . 0<7,i<Q. (10.30)

Der Betrag wird im oberen Byte gespeichert und die Phase — skaliert auf das
Intervall [-128,127] — im unteren Byte.

10.5 Geometrische Transformationen

Im restlichen Teil dieses Kapitels beschaftigen wir uns mit den geome-
trischen Operationen als den zu den Punktoperationen komplementaren
Operationen. Wir beginnen mit elementaren geometrischen Transfor-
mationen wie der affinen Abbildung (Abschn. 10.5.2) und der perspekti-
vischen Projektion (Abschn. 10.5.3) und untersuchen, wie man durch
Methoden der Punktzuordnung die Transformationsparameter erhalt.
Dann besprechen wir in Abschn. 10.6 die Interpolation, die uns als das
Hauptproblem der schnellen und exakten Implementierung geometri-
scher Operationen in diskreten Bildern begegnet. SchlieRlich gehen wir
in Abschn. 10.6.7 kurz auf schnelle Algorithmen fiir geometrische Trans-
formationen ein.

10.5.1 Vorwarts- und Riickwartsabbildung

Geometrische Transformationen definieren die Beziehung zwischen den
Punkten zweier Bilder. Diese Beziehung kann auf zwei Arten ausge-
driickt werden. Entweder werden die Koordinaten des Ausgangsbildes
x' als eine Funktion der Eingangskoordinaten x spezifiziert oder umge-
kehrt:

x' =M(x) oder x=M1(x), (10.31)

wobei M fiir die Abbildungsfunktion und M~! fiir ihre Umkehrfunktion
steht. Die beiden Gleichungen in (10.31) zeigen zwei prinzipielle We-
ge der geometrischen Transformation auf, die Vorwdrts- und die Riick-
wdrtsabbildung.

Bei der Vorwdrtsabbildung wird ein Punkt des Eingangsbildes auf
das Ausgangsbild abgebildet (Abb. 10.15a). Im allgemeinen liegt der
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Abbildung 10.15: Veranschaulichung a der Vorwdrts- und b der Riickwdirtsab-
bildung bei einer rdumlichen Bildtransformation.

Bildpunkt zwischen den Punkten des Ausgangsbildes. Bei diesem Ver-
fahren ist es unzureichend, den Wert des Eingangsbildpunktes einfach
dem nachstgelegenen Bildpunkt im Ausgangsbild zuzuordnen (Punkt-
zu-Punkt- oder Nachster-Nachbar-Abbildung). Es kann dann vorkom-
men, dass das transformierte Bild Locher enthélt, da einem Punkt des
Ausgangsbildes kein einziger Wert zugeordnet wird, oder dass einem
Punkt im Ausgangsbild mehrmals ein Wert zugeordnet wird. Es ist daher
notwendig, den Wert des Eingangsbildpunktes auf mehrere Ausgangs-
bildpunkte zu verteilen. Am einfachsten ist es, die Bildpunkte als Qua-
drate zu betrachten und den Anteil der Flache des Eingangspixels, die
auf das Ausgangspixel fallt, als Wichtungsfaktor zu nehmen. Fir jedes
Ausgangspixel werden dann die einzelnen Anteile der Eingangspixel, die
auf das Ausgangspixel fallen, aufsummiert. Falls die Abbildung konti-
nuierlich ist, werden die Ausgangspixel vollstandig tiberdeckt.

Mit der inversen Abbildung werden die Koordinaten eines Punktes
im Ausgangsbild zuriick auf das Eingangsbild abgebildet (Abb. 10.15b).
Der Vorteil ist, dass diese Methode Locher und Uberlappungen im Aus-
gangsbild vermeidet, da alle Pixel nacheinander abgetastet werden. Das
Interpolationsproblem tritt jedoch nun im Eingangsbild auf. Die Koordi-
naten des Ausgangsbildes treffen im allgemeinen nicht einen Punkt im
Eingangsbild, sondern liegen dazwischen. Daher miissen die korrekten
Werte aus den umliegenden Bildpunkten interpoliert werden. In der Re-
gel ist die Riickwartsabbildung die flexiblere Technik, da es einfacher ist,
verschiedene Interpolationstechniken zu implementieren.

10.5.2 Affine Abbildung

Eine affine Abbildung ist eine lineare Koordinatentransformation, die die
elementaren Transformationen Translation, Rotation, Dilatation, Stau-
chung und Scherung umfalt. Sie kann durch Vektoraddition und Ma-
trixmultiplikation ausgedriickt werden:

S )] e
% az a y ty
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Abbildung 10.16: Elementare geometrische Transformationen eines planaren
Oberflidchenelements.

Mit homogenen Koordinaten (Abschn. 7.3.3) kann die affine Abbil-
dung mit einer einzigen Matrixmultiplikation beschrieben werden:

x’ ai; aip ty X
Y o|=| an a2 t, y . (10.33)
1 0O 0 1 1

Eine affine Abbildung hat sechs Freiheitsgrade: zwei fiir die Translati-
on (ty, ty) und vier (a11, a12, a1 und ay»), in denen Rotation, Dilatation,
Stauchung und Scherung enthalten sind. Die affine Abbildung bildet ein
Dreieck auf ein Dreieck und ein Rechteck auf ein Parallelogramm ab.
Sie wird daher auch als Dreipunkt-Abbildung bezeichnet. Diese Eigen-
schaften begrenzen jedoch auch den Einsatz der affinen Transformati-
on. Allgemeinere Verformungen wie zum Beispiel die Abbildung eines
Rechtecks auf ein beliebiges Viereck sind keine affinen Abbildungen.

10.5.3 Perspektivische Projektion

Die perspektivische Projektion ist, wie in Abschn. 7.3 besprochen, die
Grundlage aller optischen Abbildungssysteme. Die affine Abbildung ent-
spricht einer Parallelprojektion und kann als Modell der optischen Ab-
bildung nur fir den Grenzfall eines kleinen Gesichtsfeldes verwendet
werden. Die allgemeinere perspektivische Projektion wird am einfachs-
ten mit homogenen Koordinaten formuliert:

w'x’' ail aip; ais wx
wy' | =| an ax» as wy oder X' =PX. (10.34)
w'’ a3y asp 1 w

Die beiden zusatzlichen Koeffizienten a3; und as» beschreiben im
Vergleich zur affinen Abbildung (10.33) die perspektivische Projektion
(siehe (7.15) in Abschn. 7.3.3).

In Standardkoordinaten geschrieben, zeigt sich, dass die perspektivi-
sche Projektion — im Gegensatz zur affinen Abbildung — entsprechend
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(10.34) eine nichtlineare Transformation ist:

X = anx +apry +as
as1x +asxy + 1

(10.35)
/ a1 xX +azy + azs

Y= asix +azpy+1°

Die perspektivische Projektion kann jedoch bei Verwendung von ho-
mogenen Koordinaten auf eine lineare Transformation reduziert wer-
den. Eine perspektivische Projektion bildet Linien auf Linien ab; aber
nur Linien, die parallel zur Projektionsebene liegen, bleiben parallel. Ein
Rechteck wird auf ein allgemeines Viereck abgebildet. Daher wird die
perspektivische Projektion auch als Vierpunkt-Abbildung bezeichnet.

10.5.4 Bestimmung der Transformationskoeffizienten

Die Koeffizienten einer Transformation, wie wir sie in Abschn. 10.5.2 und
Abschn. 10.5.3 beschrieben haben, sind im allgemeinen nicht bekannt.
Statt dessen haben wir in der Regel einen Satz korrespondierender Punk-
te aus dem Objekt- und dem Bildraum. In diesem Abschnitt lernen wir,
wie die Koeffizienten einer Transformation mit Hilfe der korrespondie-
renden Punkte berechnet werden. Bei einer affinen Abbildung bendtigen
wir drei nichtkollineare Punkte, um ein Dreieck auf ein Dreieck abbilden
zu konnen. Mit diesen drei Punkten ergibt sich aus (10.33) das folgende
lineare Gleichungssystem:

X1 X5 X3 an aip tx X1 X2 X3
Y Y» ¥3 | =| an ax t, Y Y2 V3 (10.36)
1 1 1 0 0 1 1 1 1
oder
P’ = AP. (10.37)

Daraus berechnet sich A zu
A=PP!. (10.38)

Die Inverse der Matrix P existiert, wenn die drei Punkte X1, X» und
X3 linear unabhéngig sind. Das bedeutet in der geometrischen Interpre-
tation, dass sie nicht auf einer Linie liegen diirfen, also nicht kollinear
sind.

Mit mehr als drei korrespondierenden Punkten kénnen die Parameter
der affinen Abbildung durch das folgende Gleichungssystem im Sinne
der Methode der kleinsten Quadrate gelost werden (Abschn. 17.6):

A=PpP(pp")! (10.39)
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Die Umkehrung einer affinen Abbildung ist selbst eine affine Abbil-
dung. Die Transformationsmatrix der inversen Transformation wird
durch die inverse Matrix A~! gegeben.

Die Bestimmung der Koeffizienten fiir die perspektivische Projektion
ist etwas komplexer. Wenn vier oder mehr korrespondierende Punkte
vorliegen, konnen die Koeffizienten der perspektivischen Transformati-
on berechnet werden. Dann formen wir (10.35) um und erhalten:

x' =anx+apy+as-—apxx —apyx’
(10.40)

7

Y =anx+axy+an-anxy —azpyy'.

Fiir N Punkte fiihrt dies zu einem linearen Gleichungssystem mit 2N
Gleichungen und 8 Unbekannten der Form

M ox7 ]  x1 1 1 0 0 0 -x1x1 -yixi 7 a}l

Y1 0 0 0 x1 » 1 -x11 -2y a;

X5 x2 Y 1 0 0 0 —xux5 —)oX ass

Yy || 0 0 0 x2 32 1 —-x295 —)2)s az

. . azz

: ) azs

XN xy xy 1 0 0 0 —-xyXy -—-YNXN as
Loyvd L O 0 0 xy ¥ 1 —xnyy -In8 | ayp |
oder

d=Ma. (10.41)

Die Gleichung kann dann folgendermaRen mit der Methode der kleins-
ten Quadrate geldst werden:

a=M"M)"'MT4. (10.42)

10.6 Interpolation’

10.6.1 Grundlagen

Neben der Transformation selbst ist die Interpolation der andere wichti-
ge Aspekt diskreter geometrischer Operationen. Die Notwendigkeit der
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Interpolation ergibt sich aus der Tatsache, dass Gitterpunkte im allge-
meinen nicht auf Gitterpunkte, sondern auf Zwischengitterpldatze abge-
bildet werden und umgekehrt.

Grundlage der Interpolationist das Abtasttheorem (Abschn. 9.2.3). Es
besagt, dass das diskrete Bild unter der Voraussetzung, dass die Abtast-
bedingungen eingehalten werden, das kontinuierliche Bild vollstandig
wiederspiegelt. Anders ausgedriickt bedeutet das, dass jede im Bild auf-
tretende periodische Struktur mindestens zweimal pro Wellenldnge ab-
getastet werden muss. Von dieser grundlegenden Tatsache aus kann
leicht — zumindest prinzipiell — ein allgemeines Verfahren fiir die Inter-
polation abgeleitet werden: Man rekonstruiert zuerst das kontinuierli-
che Bild und fiihrt dann eine erneute Abtastung auf neuen Gitterpunkten
durch. Diese Prozedur funktioniert nur, solange das neue Gitter nicht
groler als das alte ist. Ist es groRer, treten Aliasing-Erscheinungen auf.
In diesem Fall muss das Bild vorgefiltert werden, ehe es erneut abgetastet
werden kann.

Obwohl diese Prozeduren einfach und direkt klingen, sind sie in Wirk-
lichkeit sehr schwierig. Problematisch ist die Tatsache, dass die Rekon-
struktion des kontinuierlichen Bildes aus dem abgetasteten Bild prak-
tisch sehr aufwendig ist und nur ndherungsweise erfolgen kann. Daher
miissen wir versuchen, die Interpolation durch Einfithrung einiger Be-
schrankungen zu optimieren. In diesem Abschnitt werden wir zuerst er-
lautern, warum eine ideale Interpolation im allgemeinen unméglich ist,
und dann in Abschn. 10.6.2-10.6.6 praktische Verfahren diskutieren.

In Abschn. 9.3.1 haben wir festgestellt, dass die Rekonstruktion einer
kontinuierlichen Funktion aus Abtastpunkten als Faltungsoperation

9r(x) = D gXmpn)h(x — Xmn) (10.43)

mmn

betrachtet werden kann, wobei die kontinuierliche Interpolationsmaske
h die sinc-Funktion ist:
sintrx/Ax; sintrx2 /Ax>»

hix) = X1/ AX] TX2/AX> (10.44)

Die Transferfunktion der Punktantwort in (10.44) ist eine Rechteckfunk-
tion mit der Breite Ax,, /27T:

h(k) =T(k1/2,k2/2) mit ky = kywAxy /TT. (10.45)

Der in (10.43) interpolierte Wert an den Gitterpunkten x,,, sollte
die Gitterpunkte reproduzieren und nicht von anderen Gitterpunkten
abhdngen. Hieraus konnen wir die Interpolationsbedingungen ableiten:

1 m=0,n=0

h(xm,n) = { 0 sonst. (10.46)
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Die Interpolationsmaske in (10.44) erfiillt diese Bedingungen. Jede
Interpolationsmaske muss daher Nulldurchgiange an allen Gitterpunkten
mit Ausnahme des Nullpunktes, wo sie den Wert 1 hat, aufweisen.

Weil die Interpolation eine Faltungsoperation ist und daher durch ei-
ne Transferfunktion im Fourierraum beschrieben werden kann (10.45),
haben wir ein Werkzeug zur Klassifikation der bei der Interpolations-
technik auftretenden Fehler in der Hand. Die Rechteckform der Trans-
ferfunktion fiir die ideale Interpolationsfunktion bedeutet einfach, dass
alle Wellenzahlen innerhalb des Bereiches |k | < A% moglicher Wellen-
zahlen weder eine Phasenverschiebung noch eine Amplitudenddampfung
erfahren. Aulerhalb des erlaubten Intervalls ist die Transferfunktion
null. Daher werden bei der Interpolation keine verfalschten Wellenzah-
len erzeugt.

Die ideale Interpolationsfunktion in (10.43) ist separierbar. Deshalb
kann die Interpolation leicht fiir hoherdimensionale Bilder formuliert
werden. Es ist zu erwarten, dass alle Losungen des Interpolationsprob-
lems ebenfalls separierbar sind. Demnach miissen wir nur das eindi-
mensionale Interpolationsproblem diskutieren. Ist es geldst, haben wir
auch eine Losung fiir die n-dimensionale Interpolation.

Ein wichtiger Spezialfall ist die Interpolation nur fiir Punkte, die ge-
nau zwischen den existierenden Gitterpunkten liegen. Dieses Interpo-
lationsschema verdoppelt Auflésung und Bildgrofe in allen Richtungen,
in die es angewandt wird. Dann reduziert sich der kontinuierliche In-
terpolationskern auf eine diskrete Faltungsmaske. Da der Interpolati-
onskern (10.44) separierbar ist, konnen wir zuerst die Zwischenpunkte
einer Zeile in horizontaler Richtung und dann die Zwischenzeilen ver-
tikal interpolieren. In hoherdimensionalen Bildern werden weitere 1D-
Interpolationen in z- und/oder t-Richtung hinzugefiigt. Die Interpola-
tionskerne sind in allen Richtungen gleich. Wir benétigen den kontinu-
ierlichen Kern h(x) nur fiir halbzahlige Werte von x/Ax. Aus (10.44)
erhalten wir daher die Interpolationsfaltungsmaske

S22 ymi2

B (_1)m—12
h_["' 3m em-m

2
om—Dr 3 ] (10.47)

3
3

mit Koeffizienten alternierenden Vorzeichens.

10.6.2 Interpolation im Fourierraum

Im Fourierraum reduziert sich die Interpolation auf eine einfache Ope-
ration. Wie (10.45) zeigt, ist die Transferfunktion eines idealen Inter-
polationskerns eine Rechteckfunktion, die auRerhalb der Wellenzahlen,
die reprasentiert werden konnen, null ist. Diese grundlegende Tatsache
fiihrt zu folgender Interpolationsprozedur im Fourierraum:
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1. VergroRern der Matrix des fouriertransformierten Bildes. Wird eine
M x M-Matrix auf eine M’ x M’-Matrix vergroRert, wird das Bild im
Ortsraum auch auf ein M’ x M’-Bild vergroRert. Aufgrund der Rezi-
prozitdt der Fouriertransformation bleibt aber die BildgroRe selbst
unverandert. Es verringert sich lediglich der Abstand zwischen den
Bildpunkten. Daraus ergibt sich eine hohere raumliche Auflésung:

, 1

1
MAk - M'A Ax = —— - Ax' =
k k o— Ax X =T Ak

MAk

(10.48)

2. Auffiillen des ergdnzten Bereiches im Fourierraum mit Nullen und
Berechnung einer inversen Fouriertransformation.

Theoretisch resultiert diese Prozedur in einem perfekt interpolierten
Bild. Leider hat sie jedoch drei schwerwiegende Nachteile:

1. Die Fouriertransformation eines endlichen Bildes impliziert eine zyk-
lische Wiederholung des Bildes sowohl im Orts- als auch im Fourier-
raum. Daher ist die Faltung, die durch die Fouriertransformation
durchgefiihrt wird, ebenfalls zyklisch. Das bedeutet, dass an der
rechten oder linken Kante des Bildes die Faltung mit der gegentiber-
liegenden Seite des Bildes fortgefiihrt wird. Da die Realitat nicht pe-
riodisch ist und Interpolationsmasken groR sind, kann dies zu emp-
findlichen Stérungen der Interpolation auch noch in relativ grofem
Abstand von den Bildkanten fiihren.

2. Die Fouriertransformation kann nur fir bestimmte Werte von M’ ef-
fizient berechnet werden. Am bekanntesten sind die schnellen Basis-
2-Algorithmen, die nur auf Bilder der GroRe M’ = 2N angewandt
werden konnen (Abschn. 2.5.2). Daher ist die auf der Fouriertrans-
formation basierende Interpolation auf Skalierungsfaktoren, die ein
Vielfaches von zwei sind, beschrankt.

3. Die Fouriertransformation kann sie nur auf die Skalierung mit einen
ganzzahligen Faktor (2, 3, ...) angewandt werden. Andernfalls wird
— wie auch bei einer Rotation oder affinen Abbildung — das Interpo-
lationsproblem nur vom Orts- in den Fourierraum verlagert.

10.6.3 Lineare Interpolation

Die lineare Interpolation ist der klassische Interpolationsansatz. Die in-
terpolierten Punkte liegen auf Geradenstiicken, die benachbarte Gitter-
punkte verbinden. Um die Rechnungen zu vereinfachen, benutzen wir
im folgenden normierte raumliche Koordinaten X = x/Ax. Aus Symme-
triegriinden setzen wir die beiden vorhandenen Gitterpunkte auf —1/2
und 1/2. Daraus ergibt sich die Interpolationsgleichung

Y912t g-1)2

g(x) = 5 + (91/2 —g_l/g))"c fur |x| <1/2. (10.49)
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Abbildung 10.17: Veranschaulichung der linearen Interpolation: a Bei x = 0
wird der Mittelwert von gy, und g-1,2 genommen, b bei x = 1/2 wird g,
repliziert.

Vergleichen wir (10.49) mit (10.43), konnen wir auf die kontinuierliche
Interpolationsmaske fiir die lineare Interpolation schlieRen:

o (1-1®l IRI=1
hi(%) = { 0 const. (10.50)

Thre interpolierende Natur ist in Abb. 10.17 veranschaulicht.

Die Interpolationsmaske (10.50) fiir lineare Interpolation ist eine Drei-
ecksfunktion, deren Transferfunktion die quadrierte sinc-Funktion (> R5)
e in® 1Tk /2

oy (k) = ST/ (10.51)
(1Tk/2)?
ist. Ein Vergleich mit der idealen Transferfunktion fiir die Interpolation
(10.45) zeigt, dass durch die lineare Interpolation zwei Stoérungen einge-
fihrt werden:

1. Wihrend kleine Wellenzahlen, insbesondere der Mittelwert k = 0,
korrekt interpoliert werden, werden hohe Wellenzahlen in ihrer Amp-
litude etwas reduziert, was zu einer leichten Glattung fuhrt. Bei
k=1 redu21ert sich die Transferfunktion auf etwa 40 % mit hl(l) =
(2/m)% =

2. Da fll (k) bei Wellenzahlen k > 1 nicht null ist, werden einige falsche
hohe Wellenzahlen erzeugt. Wird das kontinuierlich interpolierte Bild
erneut abgetastet, ergeben sich dadurch leichte Aliasing-Effekte. Das
erste Nebenmaximum hat eine Amplitude von (2/31)? ~ 0,045.

Wenn wir nur die Zwischengitterpunkte bei X = 0 interpolieren, wird
aus der kontinuierlichen Interpolationsfunktion (10.50) eine diskrete Fal-
tungsmaske mit Wertenbei X =[... —3/2 —1/21/2 3/2...]. Da(10.50)
fir |[X| = 1 null ist, ergibt sich die diskrete Interpolationsmaske H =
1/2[11] mit der Transferfunktion

Hi (k) = cosrk/2. (10.52)
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Die Transferfunktion ist reell, so dal keine Phasenverschiebung auftritt.
Die signifikante Amplitudendampfung zu hohen Wellenzahlen hin zeigt
jedoch, dass diese nicht korrekt interpoliert werden.

Bei allen anderen Punkten als dem symmetrisch liegenden Zwischen-
gitterpunkt bei X = 0 treten zusatzlich noch Phasenverschiebungen auf.
Wir untersuchen die Phasenverschiebung und die Amplitudendampfung
der linearen Interpolation nun fiir beliebige Punkte zwischen den Git-
terpunkten, also X = € € [-1/2,1/2]. Dann ist fiir einen Punkt € die
Interpolationsmaske [1/2 — €,1/2 + €]. Die Maske enthélt einen symme-
trischen Teil [1/2,1/2] und einen antisymmetrischen Teil [—¢, €]. Daher
ist die Transferfunktion komplex und ergibt sich zu

hi(e, k) = coswk/2 + 2ie sinTrk/2. (10.53)

Um den Fehler in der Phasenlage zu bestimmen, ist es sinnvoll, die
Phasenlage auf den Punkt bei € = 0 zu beziehen, da an diesem keine
Phasenverschiebung auftreten sollte. Nach dem Verschiebungstheorem
(Theorem 3, S. 53, > R4) miissen wir dazu (10.53) mit exp(—ierrk) mul-
tiplizieren:

hi(e, k) = (cosk/2 + 2ie sinwk/2) exp(—iemrk). (10.54)

Nur fir € = 0 (h,(0,k) = costk/2) und € = 1/2 (h1(1/2,k) = 1)
ist die Transferfunktion reell. Bei allen anderen Punkten ergibt sich,
wie Abb. 10.18 zeigt, eine nicht zu vernachldssigende Phasenverschie-
bung. Dabei wird die Phasenverschiebung A@ als Positionsverschiebung
Ax = ApA/21 = A@/(1rk) der zugehorigen periodischen Struktur aus-
gedriickt.

10.6.4 Interpolation mit Polynomen

Bei den betrachtlichen Einschrdankungen der linearen Interpolation, wie
sie in Abschn. 10.6.3 diskutiert wurden, stellen wir uns die Frage, ob In-
terpolationen hoherer Ordnung von Vorteil sind. Lineare Interpolation
verbindet zwei benachbarte Punkte durch eine Gerade. Ebenso kénnen
wir ein P-gradiges Polynom mit P + 1 unbekannten Koeffizienten a,
durch P + 1 Punkte legen:

P
gr(X) = D apx?, (10.55)
p=0

Aus Griinden der Symmetrie legen wir bei einer geraden Zahl von
Gitterpunkten — P ist also ungerade — deren Positionen auf halbzahlige
Werte:

_2p-P

%p 5 (10.56)
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Abbildung 10.18: Amplitudenddmpfung (linke Spalte) und Phasenverschiebung,
ausgedrtickt als Positionsverschiebung Ax = A@A/21 in Radiant (rechte Spalte),
fiir Wellenzahlen k = 1/4,1/2,3/4, dargestellt als Funktion der Position € des zu
interpolierenden Punktes zwischen —1/2 bis 1/2 fiir lineare Interpolation (a und
b) und kubische B-Spline-Interpolation (c und d).

Mit der Interpolationsbedingung fiir die Gitterpunkte, g, (X,) = gp,
ergibt sich folgendes lineare Gleichungssystem mit P + 1 Gleichungen
und P + 1 Unbekannten ap, wenn P ungerade ist:

90 1 —-P/2 P?/4 -P3/8 }
: : a0
grp-n/2 1 -1/2 1/4 -1/8 --- :
- . 10.57
gp+1)/2 1 1/2 1/4 1/8 --- : ( )
: : o
| 9 | |1 P/2 P?/4 P38 |

Daraus konnen wir die Koeffizienten des Polynoms bestimmen. Fir ein
kubisches Polynom (P = 3) ergibt sich zum Beispiel das Gleichungssys-
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Abbildung 10.19: Transferfunktionen diskreter polynomialer Interpolationsfil-
ter zur Interpolation eines Wertes zwischen zwei Gitterpunkten. Der Grad des
Polynoms (1 = linear, 3 = kubisch etc.) ist in der Grafik markiert. Die gestri-
chelte Linie stellt die Transferfunktion fiir kubische B-Spline-Interpolation dar
(Abschn. 10.6.5). a zeigt den Wertebereich von 0 bis 1 und b einen 5 %-Bereich
unterhalb der idealen Transferfunktion h(k) = 1.

tem o
90 1 -3/2 9/4 -27/8 ao
g | |1 -1/2 1/4 -1/8 a
g2 | |1 172 1/4 1/8 a (10.58)
g3 1 3/2 9/4 27/8 || a3 |

mit der Losung
ao -3 27 27 =31[ g0 1
ar | 1 2 -54 54 -2 g1
a» | 48| 12 -12 -12 12 g» (10.59)
a’3 _8 24 —24 8 1L g3 )

Aus dieser Losung konnen wir ableiten, dass der Grauwert an der Stel-
le x = 0durch g,(0) =ag=-1/16g9+9/16g, +9/16g> — 1/16g3 inter-
poliert wird, was der Interpolationsmaske 1/16[-1, 9, 9, -1] entspricht.

Abb. 10.19 zeigt die Transferfunktionen fiir Interpolationen mit Poly-
nomen verschiedenen Grades. Mit steigendem Grad P des interpolieren-
den Polynoms nahert sich die Transferfunktion zunehmend der Recht-
eckfunktion. Allerdings konvergiert sie langsam. Fiir eine genaue Inter-
polation miissen wir also eine groRe Interpolationsmaske verwenden.

10.6.5 Interpolation mit Splines*

Die Interpolation mit Polynomen hat neben der begrenzten Genauigkeit noch
andere bedeutende Nachteile. Die interpolierte Kurve ist schon in der ersten
Ableitung an den Stiitzstellen (Gitterpunkten) nicht stetig. Dies rihrt daher,
dass fir jedes Intervall zwischen Gitterpunkten ein anderes Polynom verwendet
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Abbildung 10.20: a B-Spline-Interpolationskerne, erzeugt durch eine kaskadierte
Faltung des Rechteckkerns, nullter Ordnung (ndchster Nachbar), erster (lineare
Interpolation), zweiter (quadratischer B-Spline) und dritter Ordnung (kubischer
B-Spline); b zugehérige Transferfunktionen.

wird. Also ist im allgemeinen nur die interpolierte Funktion an den Gitterpunk-
ten stetig, ihre Ableitungen sind es jedoch nicht.

Splines vermeiden diese Nachteile durch zusatzliche Stetigkeitsbedingungen fir
die Ableitungen an den Gitterpunkten. Aus den vielen Klassen von Splinefunk-
tionen werden wir hier nur eine Klasse diskutieren, die sogenannten B-Splines.
Da B-Splines separierbar sind, genligt wiederum eine Betrachtung der Eigen-
schaften der eindimensionalen Funktionen. Vor dem Hintergrund der Bildver-
arbeitung ist der einfachste Zugang zu den B-Splines ihre Faltungseigenschaft.
Der Kern einer B-Spline-Kurve der Ordnung p wird durch Faltung der Rechteck-
funktion (P + 1)-mal mit sich selbst erzeugt (Abb. 10.20a), da die Transferfunk-
tion der Rechteckfunktion die sinc-Funktion ist (> R5):

Bp(%) = T1(X) * ... * [1(X) . (10.60)

~

(P+1)-mal

Die Transferfunktion eines B-Splines der Ordnung P ist

. ~ P+1
"’</2) . (10.61)

Pt ( (k/2)
Abbildung 10.20b zeigt, dass die B-Spline-Funktion keine passende interpolie-
rende Funktion ist. Die Transferfunktion nimmt zu schnell ab, was bedeutet,
dass die B-Spline-Interpolation zu stark gléattet. Dariiber hinaus erfiillt der B-
Spline-Kern fiir P > 1 nicht die Interpolationsbedingung (10.46).

B-Splines konnen zur Interpolation nur dann verwendet werden, wenn zuerst
die diskreten Gitterpunkte derart transformiert werden, dass eine nachfolgende
Faltung mit einem B-Spline-Kern das Originalbild an den Gitterpunkten wieder-
herstellt. Diese Transformation heillt B-Spline-Transformation und wird aus der
folgenden Bedingung konstruiert:

gp(x) = zcn[v’p(x — Xn) mit Ip(xn) = g(xu). (10.62)

Ein um einen Gitterpunkt zentrierter kubischer B-Spline-Interpolationskern ist
nur fiir drei Gitterpunkte ungleich null. Die Koeffizienten 83(—1) = f_1,83(0) =
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Bo und B3(1) = B; sind 1/6, 2/3, 1/6. Die Faltung dieses Kerns mit den un-
bekannten B-Spline-Transformationswerten c,, sollte an den Gitterpunkten die
Originalwerte g,, ergeben:

1
g=c*PBs oder gn= > CninBn. (10.63)

n'=-1

Gleichung (10.63) entspricht dem diinn besetzten linearen Gleichungssystem

4 1 0 0 1

1 4 1 0 0
go 0 1 4 1 0 Co
9 L. SN “ 10.64
. =5l o : , (10.64)
IN-1 1 4 1 0 CN-1

o .. 0 1 4 1

|1 0 .. 0 1 4 |

wobei von zyklischen Randbedingungen ausgegangen wurde. Es muss also ein
lineares Gleichungssystem geldst werden. Aus der besonderen Form des Glei-
chungssystems als Faltung ergibt sich aber ein effektiverer Losungsweg. Im
Fourierraum reduziert sich (10.63) zu

g = Bse. (10.65)

Die Transferfunktion von f; ist B}(f() =2/3 + 1/3 cos(1rk). Da diese Funktion
keine Nullstelle besitzt, kann man unmittelbar sehen, dass sich ¢ aus der Faltung
von g mit einer Faltungsmaske mit der Transferfunktion

~ -1

By (k) = Br(k) = L

- 10.66
2/3 +1/3costk ( )

ergibt. Solch eine Transferfunktion gehort zu einem rekursiven Filter, das mit
der nachfolgenden Rekursion zuerst vorwarts und dann riickwarts angewandt
wird (Abschn. 4.2.10, [ 1):

g;/; In — (2 - \/g) (g;q—l - gn)

(10.67)
Cn G — (2= V3)(cns1 — gp).

Die gesamte Operation erfordert nur zwei Multiplikationen und vier Additio-
nen. Auf die B-Spline-Transformation folgt eine B-Spline-Interpolation. Im kon-
tinuierlichen Fall erhalten wir unter Verwendung von (10.61) und (10.66) die
effektive Transferfunktion fir die B-Spline-Interpolation

sin(1rk/2)/ (rtk/2)4

Bitk) = (2/3 + 1/3cos k)

(10.68)
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Im wesentlichen verstérkt die B-Spline-Transformation (10.66) hohe Wellenzah-
len (bei k = 1 ungefahr um den Faktor 3), was den Glattungseffekt der B-Spline-
Interpolation weitgehend kompensiert.

Wir untersuchen diese Kompensation an den Gitterpunkten und an den Zwi-
schengitterpunkten. Aus der Gleichung des kubischen B-Spline-Interpolations-
kernes (10.60) (siehe auch Abb. 10.20a) ergeben sich die Interpolationskoeffizi-
enten fir Gitter- und Zwischengitterpunkte als

1/6[141] bzw. 1/48[1 23 23 1] (10.69)
mit den Transferfunktionen

2/3+1/3costk und  23/24cos(mk/2) + 1/24cos(31k/2). (10.70)

Die Transferfunktion kompensiert, wie erwartet, an den Gitterpunkten die An-
wendung der B-Spline-Transformation (10.66). Daher geht die Interpolations-
kurve durch die Gitterpunkte. An den Zwischengitterpunkten lautet dann die
effektive Transferfunktion fir die kubische B-Spline-Interpolation

23/24 cos(rk/2) + 1/24 cos(31tk/2)

Br(1/2,k) = 2/3+1/3cosk

(10.71)

Die Amplitudendampfung und die Phasenverschiebung, ausgedriickt als Posi-
tionsverschiebung in Pixelabstanden, sind in Abb. 10.18c und d dargestellt. Es
ist zu beachten, dass die Verschiebungen auf die Zwischengitterpunkte bezo-
gen sind. Verschiebung und Amplitudenabschwachung sind null an den Gitter-
punkten [-0,5,0,5] T, Wihrend die Amplitudenabschwichung am Zwischengit-
terpunkt maximal ist, ist die Positionsverschiebung dort wegen der Symmetrie
ebenfalls null. Die Phasenverschiebung bei den Wellenzahlen k = 3/4 ist leider
nur etwa 50% kleiner als bei der linearen Interpolation (Abb. 10.18b). Sie ist
mit einem Maximalwert von etwa 0,13 immer noch signifikant. Fiir Algorith-
men, die im Bereich von 1/100 Pixel genau sein sollten, ist dieser Wert viel zu
hoch. Falls keine besseren Interpolationstechniken angewandt werden kénnen,
bedeutet das, dass die maximale Wellenzahl kleiner als 0,5 sein sollte. Dann ist
die maximale Verschiebung kleiner als 0,01 und die Amplitudenabschwachung
geringer als 3 %.

Diese Diskussion der Phasenverschiebung gilt nur fir beliebige Verschiebungen.
Fur Zwischengitterpunkte tritt iberhaupt keine Positionsverschiebung auf. In
diesem Spezialfall — den es in der Bildverarbeitung oft gibt, z. B. bei der Berech-
nung von Pyramiden (Kapitel 5) — ist die Optimierung von Interpolationsfiltern
recht einfach, da nur die Amplitudenabschwachung iiber den interessierenden
Wellenzahlbereich minimiert werden muss.

10.6.6 Optimierte Interpolation*

Das Design von Filtern fiir die Interpolation kann — wie jedes Filterdesignprob-
lem — mathematisch als ein Optimierungsproblem behandelt werden. Die ge-
nerelle Idee ist, die Filterkoeffizienten derart zu variieren, dass die Abweichung
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von der idealen Transferfunktion minimal wird. Fiir nichtrekursive Filter ist die
Transferfunktion in den Koeffizienten h, linear:

R
hk) = > hyfr (k). (10.72)
r=1

Die ideale Transferfunktion sei i1; (k). Dann sollte die Optimierung das folgende
Integral minimieren:

n

1
Iw(fc) dk. (10.73)
0

R
(Z hyf}aE)) - hy (k)

r=1

In diesen Ausdruck wurde eine Wichtungsfunktion w (k) eingefiihrt, die die
Steuerung der Optimierung fir einen bestimmten Wellenzahlbereich erlaubt.
Gleichung (10.73) berticksichtigt eine beliebige L,,-Norm. Meistens wird die L,-
Norm verwendet. Das bedeutet, dass (10.73) die Summe der Quadrate mini-
miert.

Das Minimierungsproblem fiihrt mit der L,-Norm fiir die R Koeffizienten des
Filters zu einem linearen Gleichungssystem, das einfach gel6st werden kann:

Mh=d (10.74)
mit ~ AN A A~ A A~
hifi B Af - fifr
d- hifs und M- Al B Bk ’
i fr Afe fofe - fT%
wobei die Abkiirzung
1
é(k) = fw(l%) -é(kydk (10.75)
0

fiir eine beliebige Funktion e(k) verwendet wurde.

Die Flexibilitdt der Methode der kleinsten Quadrate liegt in der freien Wahl der
Wichtungsfunktion w (k) und der sorgfaltigen Beachtung der Symmetrieeigen-
schaften und anderer Eigenschaften der Filter durch die Wahl der Transferfunk-
tion in (10.72). Als Beispiel untersuchen wir die beiden Anséatze

hi(k) = éhr cos (”T_lnk) (10.76)
und
h(k) = cos (%nf() + ihr [cos (272_ 37T’~() — cos (%7‘(]2)] . (10.77)
r=2

Beide Filter ergeben durch die Wahl der Kosinusfunktion eine symmetrische
Maske. Gleichung (10.77) legt fest, dass h(0) = 1, d.h., mittlere Grauwerte
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Abbildung 10.21: Transferfunktion des mit der gewichteten Methode der kleins-
ten Quadrate optimierten Interpolationskerns nach (10.76) bzw. (10.77) mit R =
3 (durchgezogen) und nach (10.78) fiir R = 2 (gestrichelt). Die Wichtungsfunkii-
on, in a als diinne Kurve gezeigt, hat ihr Maximum bei k = 0,3. b zeigt einen
kleinen Ausschnitt der Abbildungen in a zur besseren Beurteilung der kleinen
Abweichungen von den idealen Werten.

bleiben bei der Interpolation erhalten. Dies wird erreicht, indem der erste Ko-
effizient h; nicht variiert, sondern auf eins minus der Summe aller anderen
Koeffizienten gesetzt wird. Gleichung (10.76) erfillt diese Bedingung nicht. Ab-
bildung 10.21 vergleicht optimale Transferfunktionen mit beiden Ansatzen fiir
3 Filterkoeffizienten (R = 3). Der zusatzliche Freiheitsgrad in (10.76) fiihrt im
Vergleich zur Polynom- und zur kubischen B-Spline-Interpolation (Abb. 10.19)
zu bedeutend besseren Losungen fiir den Wellenzahlbereich, in dem die Wich-
tungsfunktion maximal ist.

Noch bessere Interpolationsmasken resultieren, wenn eine Kombination von
nichtrekursiven und rekursiven Filtern wie bei der kubischen B-Spline-Interpo-
lation (Abschn. 10.6.5) verwendet wird:

cos (1/2 TrIE) + ihr [cos ((21" -3)/2 Trlz) - cos (1/2 1T]~<)]
h(k) = r=2

= . (10.78)
1 - o+ xcos (Trk)

Bei rekursiven Filtern wird die Optimierung durch die Methode der kleinsten
Quadrate nichtlinear, da h(k) in (10.78) beziiglich des Parameters « des rekur-
siven Filters nichtlinear ist. In diesem Fall sind iterative Techniken erforderlich,
um das Optimierungsproblem zu l6sen. Abb. 10.21a und b zeigt die Transfer-
funktion fir R = 2. Eine ausfiihrliche Diskussion von Interpolationsfiltern sowie
Tabellen mit optimierten Filtern findet sich bei Jahne [89].

10.6.7 Schnelle Algorithmen fiir geometrische Transformationen#

Nach der ausfiihrlichen Behandlung der Interpolation haben wir die Grundlagen,
um schnelle Algorithmen fiir die verschiedenen geometrischen Transformatio-
nen zu entwickeln. Im Grunde beruhen alle schnellen Interpolationsalgorith-
men auf den folgenden beiden Prinzipien: effiziente Berechnung und Nutzung
der Interpolationskoeffizienten sowie Aufteilung in eindimensionale geometri-
sche Transformationen.
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Zundchst sind viele Berechnungen erforderlich, um die Interpolationskoeffizi-
enten fiir Teilverschiebungen zu berechnen, da jede Verschiebung unterschied-
liche Interpolationskoeffizienten erfordert. Also miissen wir die Transforma-
tionen derart konstruieren, dass wir fiir einen bestimmten Transformations-
vorgang nur konstante Verschiebungen benotigen. Ist dies nicht moéglich, mag
es immer noch effizient sein, zunédchst die Interpolationskoeffizienten fiir ver-
schiedene Teilverschiebungen zu berechnen und sie fiir die spatere Verwendung
zu speichern.

Dann haben wir in Abschn. 10.6.1 gesehen, dass die Interpolation eine sepa-
rierbare Prozedur ist. Nutzt man diese grundlegende Tatsache, lasst sich die
Anzahl der Operationen betrdchtlich reduzieren. In den meisten Fillen ist es
moglich, die zwei- und héherdimensionalen geometrischen Transformationen
in eine Serie von 1D-Transformationen zu zerlegen.

10.7 Literaturhinweise zur Vertiefung*

Holst [77, 79] und Biberman [1 2] behandeln die radiometrische Kalibrierung von
Bildsensoren und Kameras im sichtbaren und infraroten Wellenldngenbereich.
Eine detaillierte Diskussion von Interpolationsfiltern mit Tabellen von Filterko-
effizienten ist bei Jahne [89, Kapitel 8] zu finden. Leser, die sich fiir den ma-
thematischen Hintergrund der Interpolation interessieren, seien auf Davis [31]
und Lancaster und Salkauskas [ ] verwiesen. Eine ausfiihrliche Behandlung
geometrischer Transformationen findet sich in der Monographie von Wolberg

[217].
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Teil III

Merkmalsextraktion






11 Mittelung

11.1 Einleitung

In diesem Kapitel beschaftigen wir uns mit Nachbarschaftsoperationen,
um die elementare Aufgabe der Mittelung durchzufiihren. Diese Opera-
tion ist eine der Bausteine fiir komplexere Merkmalsextraktionsoperato-
ren, die in Kapitel 13-15 besprochen werden.

Im einfachsten Fall werden Objekte als Regionen konstanter Strah-
lungsstarke bzw. Grauwerte identifiziert. Durch Mittelung erhalten wir
reprasentative Mittelwerte der Grauwerte innerhalb des Objekts. Die-
ser Ansatz beinhaltet natiirlich ein einfaches Modell des Bildinhalts und
funktioniert nur, wenn das interessierende Objekt durch konstante Grau-
werte charakterisiert ist, die sich eindeutig vom Hintergrund und/oder
anderen Objekten unterscheiden. Diese Bedingung ist jedoch in der rea-
len Welt nur selten erfiillt. Im allgemeinen liegen variierende Grauwert-
intensitdten vor, die eine Objekteigenschaft sind oder beim Bilderzeu-
gungsprozess entstehen. Typische Félle sind Rauschen, eine ungleich-
mudpfige Beleuchtung oder ein inhomogener Hintergrund.

Bei komplexeren Anwendungen ist es unméglich, Objekte anhand ei-
ner einzigen Eigenschaft vom Hintergrund zu unterscheiden. In solchen
Fillen kann es notwendig sein, mehr als ein Merkmalsbild fiir ein und
dasselbe Bild zu berechnen. Wir erhalten ein Mehrkanalbild oder vekto-
rielles Eigenschaftsbild. Der gleichen Situation begegnen wir, wenn mehr
als ein Bild einer Szene vorliegt, z.B. bei Farbbildern oder allen Typen
von Multispektralbildern. Daher miissen wir die Mittelwertbildung auch
auf Mehrkanalbilder anwenden. Bildsequenzen erfordern eine Ausdeh-
nung der Mittelwertbildung auf die Zeitkoordinate zu einer raumlich-
zeitlichen Mittelung.

11.2 Eigenschaften von Glattungsfiltern

Die Faltung bildet die Basis fiir eine groRe Klasse von Mittelungs- oder
Glattungsfiltern. Diese Filter haben eine Reihe gemeinsamer Eigenschaf-
ten, die in diesem Abschnitt besprochen werden.
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11.2.1 Verschiebungsfreiheit

Ein Glattungsoperator darf die Objektposition nicht verdandern. Jede
Verschiebung durch einen Operator bei der Bildvorverarbeitung wiirde
zu Fehlern bei der anschlieRenden Positionsbestimmung und eventuell
bei der Berechnung anderer geometrischer Eigenschaften eines Objekts
fithren. Um dies zu vermeiden, muss die Transferfunktion eines Filters
reell sein. Ein Filter dieser Eigenschaft wird als nullphasiger Filter be-
zeichnet, da er bei keiner der periodischen Komponenten eines Bildes
eine Phasenverschiebung bewirkt. Eine reelle Transferfunktion impli-
ziert eine symmetrische Filtermaske (Abschn. 2.3). Eine W-dimensionale
symmetrische Faltungsmaske wird definiert durch

2D: homn = Rmn, Mm—n = Rinn (11.1)
3D: h—l,m,n = hl,m,n, hl,—m,n = hl,m,n, hl,m,fn = hl,m,n-

Die Symmetriebeziehungen erleichtern die Berechnung der Transfer-
funktionen betradchtlich, da nur der Kosinusterm des komplexen Expo-
nenten der Fouriertransformation in den Gleichungen verbleibt. Die
Transferfunktion fiir symmetrische 1D-Masken mit einer ungeraden Zahl
von Koeffizienten (2R + 1) ist

R
h(k) = ho + 2> hy cos(vTrk). (11.2)
v=1
Die Transferfunktion einer eindimensionalen symmetrischen Maske mit
einer geraden Zahl von Koeffizienten (2R) wird gegeben durch

R
h(k) =23 hycos((v —1/2)mk). (11.3)

v=1

Es ist zu beachten, dass die Wellenzahlen halbzahlig sind (1/2,3/2,...),
da aus Grinden der Symmetrie das Ergebnis der Faltung mit einer gera-

den Maske auf dem Zwischengitter liegt.
Fiir eine zweidimensionale symmetrische Maske mit ungerader Zahl
von Koeffizienten in beiden Richtungen ergibt sich entsprechend

hk) = ho

v R
+ 2> hoycos(umky) + D hyo cos(utrks)
v=1 u=1 (11.4)

R R
+ 4> > hyw cos(vTrk) cos(utks).
u=lv=1

Eine weitergehende Diskussion der Eigenschaften von bis zu dreidimen-
sionalen symmetrischen Masken finden sich bei Jahne [89].
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11.2.2 Erhaltung des Mittelwerts

Der Mittelwert sollte bei einem Glattungsoperator erhalten bleiben. Da-
her ist die Transferfunktion fiir die Wellenzahl 0 eins und ebenfalls die
Summe aller Koeffizienten der Maske eins:

1ID: h(0)=1 Dhy=1
n

2D: h(0) =1 > Dhmn=1 (11.5)
3D: h(0) =1 > > > hymn=1.
1 mn

11.2.3 Monoton fallende Transferfunktion

Intuitiv erwarten wir, dass jeder Glattungsoperator feinere Strukturen
starker abschwacht als grobere. Anders gesagt, ein Glattungsoperator
sollte nicht eine bestimmte Struktur verschwinden lassen, wahrend klei-
nere Strukturen immer noch im Bild verbleiben. Mathematisch ausge-
drickt bedeutet dies, dass die Transferfunktion monoton mit der Wel-
lenzahl abnehmen muss:

h(ky) < h(k;) wenn k» > k. (11.6)
Wir konnen eine strengere Bedingung vorgeben, nach der die Trans-
ferfunktion fiir die hochste Wellenzahl null ist:
1D: A1) =0
2D: h(ki,1) =0, h(1,kz) =0 (11.7)
3D: h(ki, k2, 1) =0, h(ki,1,k3) =0, h(1,ks,ks3) =0.

Zusammen mit der Monotoniebedingung und der Erhaltung des Mit-
telwertes bedeutet dies, dass die Transferfunktion fiir jeden Glattungs-
operator monoton von eins nach null abnehmen sollte.

11.2.4 lIsotropie

Bei den meisten Anwendungen sollte zur Vermeidung von Richtungsab-
hangigkeiten die Gldttung in allen Richtungen gleich sein. Also sollten
Filtermaske und Transferfunktion isotrop sein. Dann hédngt die Filter-
maske nur von der Entfernung vom zentralen Pixel und die Transfer-
funktion nur vom Betrag der Wellenzahl ab:

h(x) = h(|x|) and h(k) = h(|k]|). (11.8)

Im diskreten Raum kann diese Bedingung natiirlich nur annédhernd er-
fiillt werden. Ein wichtiges Ziel zur Optimierung von Glattungsfiltern ist
also die Konstruktion diskreter Masken mit moglichst geringer Aniso-
tropie.
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11.3 Rechteckfilter

Glattungsfilter miissen die Bildpunkte in einem kleinen Bereich mitteln.
Die einfachste Methode ist die, alle Bildpunkte innerhalb der Filtermaske
zu addieren und die Summe durch die Anzahl der Pixel zu teilen. Solch
ein einfaches Filter wird Rechteckfilter genannt. An Rechteckfiltern lasst
sich anschaulich erldutern, wie ein gutes Filter konstruiert wird. Zur
Einfithrung betrachten wir ein 1 x 3-Filter:

3R:%[1 1. (11.9)

Der Faktor 1/3 skaliert das Ergebnis der Faltungssumme. Nur so

bleibt der Mittelwert (Abschn. 11.2.2) und damit der Grauwert eines Bild-

punktes in einer Region mit konstanten Grauwerten erhalten. Wir wen-
den diese Maske zundchst auf eine vertikale Kante an:

0 1/3 2/3 1

0 0 1 1
0 0 1 * §[ 1 1 1 ] = 0 113 213 1
0 0 1 0 113 213 1

Wie wir bei einer Glattungsoperation erwarten, wird aus der schar-
fen Kante ein allméihlicher, rampenartiger Ubergang von null auf eins.
Glattungsfilter schwichen Strukturen mit hohen Wellenzahlen ab. Wir
priifen dies zuerst an einer vertikalen Struktur mit einer Wellenldnge von
drei Bildpunkten:

121 1 =2 1 - 0 0
1 2 1 1 -2 1 ---*§[1 1 1]=00
1 -2 1 1 -2 1 0 0

o O O
o O O

Das 1 x 3-Rechteckfilter filtert also eine Struktur mit einer Wellen-
lange von drei Pixeln vollstandig heraus. Wie in Abschn. 11.2.3 bespro-
chen, erwarten wir von einem guten Glattungsfilter, dass es alle Struktu-
ren mit einer Wellenzahl oberhalb einer gewissen Grenzwellenzahl her-
ausfiltert. Dies ist bei der betrachteten 1 x 3-Rechteckmaske allerdings
nicht der Fall. Fir eine Struktur mit einer Wellenldnge von zwei Pixeln
dampft sie lediglich die Amplitude auf 1/3:

1 -1 1 -1 --- 1 se- -1/3  1/3  -1/3 1/3
1 -1 1 -1 --- *5[ 1 1 1 ]: Cee S13 13 <13 173
1 -1 1 -1 --- .- -1/3  1/3  -1/3 1/3
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Abbildung 11.1: Transferfunktionen eindimensionaler Gldttungsfilter: a Recht-
eckfilter mit 3, 5, 7 und 9 Koeffizienten; b Binomialfilter B mitp =2, 4, 8, 16
und 32.

11.3.1 1D-Rechteckfilter

Nach den einfiihrenden Betrachtungen diskutieren wir jetzt die Eigen-
schaften von Rechteckfiltern quantitativ durch Berechnung der Trans-
ferfunktion. Wir beginnen mit 1D-Filtern. Nach den Uberlegungen in
Abschn. 11.2.1 kéonnen wir (11.2) benutzen, um die Transferfunktion des
Rechteckfilter mit der Maske

3RX=[ 1/3 1/3 1/3 ] (11.10)

zu berechnen. Nur die Koeffizienten hy = h; = 1/3 sind ungleich null,
und die Transferfunktion reduziert sich deswegen auf
3P = 1 + gcos(TrIEX). (11.11)
3 3
Die Transferfunktion zeigt Abb. 11.1a. Unsere exemplarischen Berech-
nungen am Anfang dieses Abschnitts sind damit belegt. Die Transfer-
funktion hat eine Nullstelle bei k = 2/3. Dies entspricht einer Wellen-
zahl, die dreimal pro Wellenldnge abgetastet wird. Die kleinste mogli-
che Wellenldnge (k = 1), die zweimal pro Wellenldnge abgetastet wird,
wird lediglich mit dem Faktor 1/3 in der Amplitude geddampft. Fir
k > 2/3 ist die Transferfunktion negativ. Dies bedeutet die Vertau-
schung von Minima und Maxima, was einer Phasenverschiebung um 180°
entspricht. Diese Uberlegungen zeigen, dass das 1 x 3-Rechteckfilter
kein gutes Glattungsfilter ist. Die Amplitudendampfung nimmt nicht
monoton mit der Wellenzahl zu, sondern oszilliert, und Strukturen mit
den hochsten Wellenzahlen werden nicht stark genug abgeschwacht.
GroRere Rechteckfilter zeigen kein verbessertes Verhalten. Die Oszil-
lationen sind sogar noch ausgepragter, und die Dampfung ist lediglich
proportional zur Wellenzahl. Fir groRe Filtermasken kann die diskrete
Maske mit R Koeffizienten durch eine kontinuierliche Rechteckfunktion
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Abbildung 11.2: Transferfunktion eines zweidimensionalen Rechteckfilters in
Pseudo-3D-Darstellung. a 3 X 3-Rechteckfilter; b 7 x 7-Rechteckfilter.

der Breite R approximiert werden. Daher nihert sich die Transferfunk-
tion einer sinc-Funktion (siehe > R5):

sin(TtRk/2) ~ sin(TtRk/2) _

Rsin(k/2) ~  mREkj2  SmeRk/2). (11.12)

Ry (k) =

11.3.2 2D-Rechteckfilter

Nun wenden wir uns den zweidimensionalen Rechteckfiltern zu. Um
die Berechnungen zu vereinfachen, nutzen wir die Separierbarkeit des
Filters und zerlegen es in vertikale und horizontale 1D-Komponenten:

o . e

SR=3R,%3R, =~ 1 1 1 =—[1 1 1]*— 1
9 3 3

111 1

Die Transferfunktion des eindimensionalen Filters kennen wir bereits
aus (11.11). Fur das vertikale Filter muss k. durch k, ersetzt werden.
Da die Faltung im Ortsraum einer Multiplikation im Wellenzahlraum ent-
spricht, ergibt sich die Transferfunktion von R ohne weitere Rechnung:

3 3

P =337 = [1 + gcos(rrllx)] [l + gcos(TrlEy)] : (11.13)

3 3 3 3

11.3.3 Evaluierung

Aus (11.13) und Abb. 11.2a konnen wir schliefen, dass auch 2D-Recht-
eckfilter schlechte Tiefpassfilter sind. Wie bei eindimensionalen Filtern
sind auch groRere 2D-Rechteckfilter nicht besser. Abbildung 11.2b zeigt
als Beispiel eine 7 x 7-Maske. Zu den bereits besprochenen Nachteilen
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Abbildung 11.3: Gldttung eines Testbildes mit konzentrischen Ringen mit einem
5 X 5-und einem9 x 9-Rechteckfilter im oberen rechten bzw. unteren linken Qua-
dranten. Die maximale Wellenzahl k am Rande des Musters ist 0,6.

der eindimensionalen Filter kommt hinzu, dass die Transferfunktion
nicht isotrop ist, d. h. die Glattung hangt von der Richtung ab.

Wenden wir ein Rechteckfilter auf ein beliebiges Bild an, wirken sich
die besprochenen Nachteile zwar aus, sind aber schwer quantitativ zu
fassen (Abb. 11.6). Sie werden jedoch sofort quantitativ erkennbar, wenn
wir ein sorgfaltig aufgebautes Testbild verwenden. Das Bild in Abb. 11.3
besteht aus konzentrischen Ringen, wobei der Grauwert sich in radialer
Richtung sinusformig dndert und die Wellenldnge mit der Entfernung
vom Zentrum abnimmt. Mit diesem Testbild wird der Fourierraum in den
Ortsraum abgebildet. Daher konnen wir die Transferfunktion, d. h. die
Verdanderung der Amplituden und die Phasenverschiebung, unmittelbar
sehen, wenn wir ein Filter auf das Ringtestmuster anwenden. Falten
wir dieses Bild mit einem 5 X 5- oder einem 9 x 9-Rechteckfilter, sind
die Abweichungen von einer isotropen Transferfunktion gut sichtbar.
Bestimmte Wellenzahlen verschwinden ganz, und in einigen Bereichen
andern sich Grauwertmaxima zu Minima oder umgekehrt. Ursache dafir
ist eine Phasenverschiebung um 180° aufgrund von negativen Werten in
der Transferfunktion.

Aus dieser Erfahrung kénnen wir eine wichtige Erkenntnis gewinnen:
Wir diirfen die Eigenschaften einer Filteroperation nicht nach ihrer Wir-
kung auf beliebige Bilder bewerten, weil wir den falschen Eindruck ge-
winnen kénnen, dass das Filter korrekt arbeitet. Das Auge erfalt Bilder
eher qualitativ, wahrend die quantitative Extraktion von Bildmerkmalen
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eine quantitative Analyse der Filtereigenschaften erfordert. Dazu gehort
eine griindliche Analyse der Transferfunktion und die Anwendung der
Filter auf sorgfaltig ausgewahlte Testbilder.

Nun kehren wir zur Frage zuriick, warum Rechteckfilter so schlechte
Glattungsfilter sind. Wir konnen versuchen, ein besseres Glattungsfilter
direkt im Wellenzahlraum zu konstruieren. Ein ideales Filter wiirde alle
Wellenzahlen oberhalb einer bestimmten Grenzwellenzahl abschneiden.
Wir konnten also diese ideale Transferfunktion (eine Rechteckfunktion)
verwenden und die Filtermaske mit einer inversen Fouriertransforma-
tion berechnen. Hier jedoch stolen wir auf zwei Probleme, die ohne
explizite Berechnung verstehbar sind: Zum einen ist die inverse Fourier-
transformation einer Rechteckfunktion eine sinc-Funktion, was bedeu-
tet, dass die Koeffizienten der Filtermaske nur proportional zur Entfer-
nung vom zentralen Bildpunkt abnehmen. Daher miissten wir sehr groRe
Filtermasken nehmen. Das Filter hat auch die ungiinstige Eigenschaft,
auf eine Kante mit starkem Uberschwingen zu reagieren.

11.3.4 Schnelle Berechnung

Trotz all dieser Nachteile haben Rechteckfilter auch einen entscheiden-
den Vorteil. Man kommt gemaR der folgenden Gleichung unabhéingig
von der FiltergroRe mit nur drei Rechenoperationen pro Bildpunkt aus,
als hatte man ein rekursives Filter:

Im =9m-1 + 21’71+1(gm+r - 9Im-r-1). (11.14)
Diese Rekursion wird klar, wenn wir die Berechnung der Faltung an be-
nachbarten Bildpunkten vergleichen. Wird die Rechteckmaske um eine
Position nach rechts verschoben, gilt der gleiche Wichtungsfaktor fiir al-
le Bildpunkte mit Ausnahme des letzten und des ersten. Also konnen
wir einfach das Ergebnis der vorigen Faltung, (g,,_,), verwenden, den
ersten Bildpunkt (g —+-1), der sich gerade aus der Maske herausbewegt
hat, subtrahieren und den Grauwert (g, +») des Pixels addieren, das ge-
rade in die Maske hineingelaufen ist. Auf diese Weise ist die Berechnung
nicht von der GroRe des Rechteckfilters abhdangig. Nur eine Addition, ei-
ne Subtraktion und eine Multiplikation sind notwendig, um die Filterung
durchzufiihren.

11.4 Binomialfilter

11.4.1 Grundlagen

Aus unserer Erfahrung mit den Rechteckfiltern schlieRen wir, dass Filter-
design ein komplexes Optimierungsproblem ist. Wahlen wir eine kleine
rechteckige Filtermaske, erhalten wir eine schlechte Transferfunktion.
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Beginnen wir mit einer idealen Transferfunktion, resultieren grofRe Fil-
termasken und tiberschwingende Filterantworten. Der Grund fir dieses
Verhalten ist eine fundamentale Beziehung zwischen Glattheit und Kom-
paktheit von Fouriertransformationspaaren (Abschn. 2.3.5). Eine Kante
ist eine Diskontinuitat des Signals und fihrt in der ersten Ableitung zu
einem Impuls. Die Fouriertransformierte eines Impulses ist gleichmaRig
uUber den gesamten Fourierraum verteilt (> R5). Berticksichtigen wir die
Integraleigenschaft der Fouriertransformation (> R4), bedeutet die Inte-
gration der Ableitung im Ortsraum eine Division durch k im Fourier-
raum. Dann wissen wir ohne genauere Berechnung, dass im eindimen-
sionalen Fall die Einhiillende der Fouriertransformierten einer Funktion,
die im Ortsraum eine Diskontinuitiat aufweist, im Wellenzahlraum nicht
schneller als mit k~! abfillt. Genau dies haben wir fiir die Rechteckfunk-
tion gefunden, deren Fouriertransformierte die sinc-Funktion ist (> R5).

Die Beriicksichtigung dieser Grundtatsache fiihrt uns zu besseren
Glattungsfiltern. Eine Bedingung fordert, dass die Filtermasken allméah-
lich gegen null gehen.

11.4.2 1D-Binomialfilter

Wir besprechen nun eine Klasse von Glattungsfiltern, die dieses Kriteri-
um erfillt und gleichzeitig sehr effizientes Rechnen erlaubt. Aullerdem
sind diese Filter exzellente Beispiele dafiir, wie komplexere Filter aus ein-
fachen Komponenten zusammengesetzt werden konnen. Die einfachste
und elementarste Glattungsmaske, die wir uns vorstellen konnen, ist

B=%[1 1]. (11.15)

Sie mittelt die Grauwerte zweier benachbarter Bildpunkte. Wenden wir
diese Maske p-mal hintereinander an, ergibt sich folgende Filtermaske:

2L’[,L[l 17 [11]*%...%[1 1]}, (11.16)
pt;;nes

oder als Operatorgleichung geschrieben:
BY = BB...B. (11.17)
;“('_J

p times
Beispiele fiir die resultierenden Filtermasken sind:

B>=1/4[121] B*=1/16[14641]

B =1/8[1331] BS=1/256[18285670562881]. 1 11®

Aufgrund der Symmetriebedingung interessieren uns nur die geraden
Filtermasken. Um mit der asymmetrischen Maske 1/2[1 1] eine Fal-
tung korrekt durchfithren zu kénnen, speichern wir das Ergebnis ab-
wechselnd im rechten und linken Bildpunkt.



308 11 Mittelung

Abbildung 11.4: Gldttung eines Testbildes mit konzentrischen Ringen mit einem
B*- und einem B'S-Binomialfilter im oberen rechten bzw. unteren linken Qua-
dranten. Die maximale Wellenzahl k am Rand des Musters ist 0,6.

Die Masken enthalten die Werte der diskreten Binomialverteilung.
Tatsdachlich entspricht die iterative Zusammensetzung der Maske durch
aufeinanderfolgende Faltung mit der 1/2 [1 1]-Maske dem Berechnungs-
schema des Pascalschen Dreiecks:

p f o?

0 1 1 0

112 11 1/4

2 1/4 121 1/2

3 1/8 1331 3/4

4 1/16 14641 1 (11.19)
5 1/32 15101051 5/4

6 1/64 1615201561 3/2

7 1/128 172135352171 7/4

8 1/256 18285670562881 2

Dabei ist p die Ordnung des Binoms, f der Skalierungsfaktor 277 und
o2 die Varianz, also die effektive Breite der Maske.

Die Berechnung der Transferfunktion einer Binomialmaske ist eben-
falls einfach, da wir lediglich die Transferfunktion von B kennen miissen.
Dann ergibt sich die Transferfunktion von B? als die p-te Potenz:

3p%2 -2p

BP — cocl (118 /9) =1 — P (k)2
b cosP(mrk/2) =1 8(1'rk) + 384

) (k) + 0 (k5). (11.20)
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Abbildung 11.5: Transferfunktion von 2D-Binomialfiltern: a B2: b Anisotropie
B2(k,0) — B2(k,0) in einem (k, 0)-Diagramm; ¢ B*; d wie b fiir B*.

Wie wir aus der graphischen Darstellung sehen (Abb. 11.1b), sind
Binomialfilter wesentlich bessere Glattungsfilter als Rechteckfilter. Die
Transferfunktion nimmt monoton ab und geht bei den groiten Wellen-
zahlen gegen null. Die kleinste symmetrische Maske, ‘B2, hat eine Halb-
wertsbreite von k/2. Das ist eine periodische Struktur, die pro Wellen-
lange gerade viermal abgetastet wird. Bei groReren Masken nédhern sich
sowohl die Transferfunktion als auch die Filtermaske der GauRschen
Verteilung mit einer dquivalenten Varianz. GroRere Binomialmasken er-
geben aufgrund der Unscharferelation kleinere Halbwertsbreiten und da-
mit eine kleinere Grenzfrequenz.

11.4.3 2D-Binomialfilter

Zweidimensionale Binomialfilter ergeben sich durch Faltung eines hori-
zontalen mit einem vertikalen 1D-Binomialfilter:

BY = BRBY. (11.21)
Die einfachste Maske dieser Art ist eine 3 x 3-Binomialmaske (p = 2):
1 1 2 1
1 1 1

BZ=Z[1 2 1]*Z T

2 == 2 4 2 ]. (11.22)
1 1 21
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Abbildung 11.6: Anwendung von Gldttungsfiltern: a Originalbild; b5 X 5-Recht-
eckfilter; ¢ 9 x 9-Rechteckfilter; d 17 x 17-Binomialfilter (B6); e und f je ein Satz
rekursiver Filter (11.36) lduft in horizontale und vertikale Richtung (e p = 2;
fp =16).

Die Transferfunktion dieses zweidimensionalen Binomialfilters B?
mit (p + 1) X (p + 1) Koeffizienten kann einfach aus den Transferfunk-
tionen der eindimensionalen Filter (11.20) abgeleitet werden:

b? = by bE = cos? (1rk,y /2) cos? (1rky /2), (11.23)



11.4 Binomialfilter 311

Analog erhélt man fiir ein 3D-Filter:
b? = bYbYb% = cos? (1rk,/2) cos? (1rky /2) cos? (1ky/2).  (11.24)

Abbildung 11.5 zeigt die Transferfunktionen von B2 und B*. Bereits
das kleine 3 x 3-Filter zeigt bemerkenswert geringe Abweichungen von
einer isotropen Glattung. GrofRere Abweichungen von den kreisformi-
gen Konturlinien werden nur fiir hohere Wellenzahlen wahrgenommen,
wenn die Transferfunktion auf 0,3 abgenommen hat (Abb. 11.5a). Diese
Eigenschaft konnen wir durch eine Taylorreihenentwicklung in k unter
Benutzung von Zylinderkoordinaten k = [k, 817 zeigen:

i 1 P2 4 202 P iy PCOS40 oy

b? =~ 1 8(7Tk) + 56 (17k) -68 (1tk)*=. (11.25)
Nur der Term zweiter Ordnung ist isotrop. Einer der Terme vierter Ord-
nung enthalt dagegen einen anisotropen Teil, der die Transferfunktion in
Richtung der Diagonalen erhoht (Abb. 11.5a). Ein groReres Filter (groRe-
res p) wird weniger anisotrop, da der isotrope Term vierter Ordnung
quadratisch mit p wachst, wiahrend der anisotrope Term vierter Ord-
nung nur linear mit p zunimmt. Das 5 X 5-Filter (Abb. 11.5b) ist schon
deutlich weniger anisotrop. Die geringe Anisotropie des Binomialfilters
wird auch deutlich, wenn es auf das Testbild in Abb. 11.4 angewandt
wird.

11.4.4 Evaluierung

Abbildung 11.6b und c zeigen die Wirkung einer Glattung mit zwei ver-
schiedenen Binomialfiltern. Die Kanten werden unscharf. Feine Struk-
turen wie die Aste der Baume gehen verloren. Glitten ist eine Methode
zur Rauschunterdriickung. Binomialfilter konnen den Rauschpegel von
mittelwertfreiem, normalverteiltem Rauschen (Abschn. 3.4.2) betracht-
lich verringern, allerdings nur auf Kosten der Detailauflosung (Abb. 11.7a
und c). Bindres Rauschen bzw. Impulsrauschen, bei dem vereinzelte, zu-
fallig verteilte Grauwerte falsche Werte haben (z.B. durch Ubertragungs-
fehler), wird durch lineare Filter nur schlecht unterdriickt. Solche Bilder
werden unscharf, und die Fehler durch bindres Rauschen werden nicht
eliminiert, sondern nur verteilt.

11.4.5 Schnelle Berechnung

Wir beenden unsere Uberlegungen zu Binomialfiltern mit einigen An-
merkungen zu schnellen Algorithmen. Die direkte Berechnung einer
(2p + 1) x (2p + 1)-Filtermaske erfordert (2p+1)2 Multiplikationen und
(2p + 1)2 — 1 Additionen. Zerlegen wir die Binomialmaske in die ele-
mentaren Glattungsmasken 1/2[1 1] und wenden diese in jeder Rich-
tung 2R-mal an, brauchen wir nur 4R Additionen. Alle Multiplikationen



312 11 Mittelung

Abbildung 11.7: Rauschunterdriickung mit Hilfe von Gldttungsfiltern: a Bild
aus Abb. 11.6a mit Gaufischem Rauschen; b Bild mit Bindrrauschen; c und d Bild
a bzw. b jewelils gefiltert mit einem 9 x 9-Binomialfilter (B®); e und f Bild a bzw.
b jeweils gefiltert mit einem 3 x 3-Medianfilter (Abschn. 11.7.1).

konnen viel effizienter als Shift-Operationen gehandhabt werden. Die
Berechnung eines 17 x 17-Binomialfilters erfordert zum Beispiel ledig-
lich 32 Additionen und einige Shift-Operationen im Vergleich zu 289
Multiplikationen und 288 Additionen fiir die direkte Berechnung.
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Abbildung 11.8: Schaltungselemente zur Durchfiihrung von Filteroperationen.

11.5 Filter als Netzwerke?*

Die bisher diskutierten Binomialfilter bauen sich aus den einfachsten Grundope-
rationen auf, die wir uns denken kénnen: Addition benachbarter Bildpunkte und
Skalierung der Summe. Fiir jede dieser Operationen konnen wir in Analogie zu
Bauelementen in einem elektrischen Stromkreis ein Schaltungselement konstru-
ieren, welches die entsprechende Operation durchfiihrt. Abbildung 11.8 zeigt
jeweils einen Skalierer, Addierer, Subtrahierer, Multiplizierer und ein Schiebe-
register. Die Schaltungselemente kénnen die Operation entweder analog oder
digital durchfiithren. Mit ihnen kénnen wir FIR-Filter in instruktiver Weise als
Netzwerke aufbauen. Gleichzeitig erhalten wir damit eine neue Sichtweise fur
Filteroperationen.

Als Beispiel nehmen wir die 1D-Binomialmaske B* = 1/16[14 6 4 1]. Abbil-
dung 11.9 zeigt unterschiedliche Wege zur Berechnung des Filterergebnisses
fiir einen Bildpunkt. Wahrend die direkte Implementierung zu unregelmafigen
Netzwerken fiihrt, resultiert die Zusammensetzung des Filters aus der Maske
B = 1/2[1 1] in einem regelméaRigen Netzwerk von Operationen. Fiir die Be-
rechnung eines einzelnen Bildpunktes sind 10 Additionen forderlich, also mehr
als bei der direkten Implementierung. Um das Filterergebnis des nachsten Bild-
punktes zu berechnen, bendtigen wir allerdings nur vier Additionen, wenn wir
die Zwischenergebnisse aus den Berechnungen der vorigen Pixel auf jeder Ebene
des Filternetzes speichern (Abb. 11.9d).

Tatsachlich kénnten wir ein Netz aufbauen, das die binomiale Glattung fir ei-
ne gesamte Bildzeile parallel berechnet (Abb. 11.10). Solch ein Netz hat einige
interessante Eigenschaften. Jede Ebene des Netzes entspricht der Filterung des
Bildes mit der elementaren Glattungsmaske 1/2 [1 1]. Daher erhalten wir nicht
nur das Endergebnis, sondern auch alle Zwischenergebnisse der Glattung. Die
Gitterpunkte der einzelnen Ebenen wechseln auf natiirliche Art und Weise zwi-
schen reguldren Gitterpunkten und Zwischengitterpunkten.

Mit dem Netzwerkmodell fiir die Filterung kann man sich auch die Ansatze zur
Behandlung der Randprobleme beim Filtern veranschaulichen. Wir konnen das
Netz zu einem Ring schliefen und kommen dadurch zu einer zyklischen Faltung.
Es ist auch moglich, dass Netz tiber den Rand des Vektors hinaus zu dehnen, so
dass wir alle Eingangswerte zur Berechnung des ersten und des letzten Punktes
erhalten. Dann konnen wir in der untersten Ebene die Gitterpunkte, die auler-
halb des Vektors liegen, entweder mit Nullen auffiillen oder sie aus den Punkten
innerhalb des Vektors mit einer geeigneten Methode extrapolieren.
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Abbildung 11.9: Verschiedene Netzwerke fiir das Binomialgldttungsfilter B* =
1/16[1 4 6 4 1]: a direkte Implementierung; b Einsparung einer Multiplikation;
¢ Zusammensetzung aus dem Elementarfilter B = 1/2[1 1]; d Berechnung fiir
den ndichsten Bildpunkt.

Die Erweiterung auf zweidimensionale Filternetze ist fiir separierbare Filter ein-
fach. Die Netze setzen sich dann aus Teilnetzen zusammen, die abwechselnd
die Bildpunkte in horizontaler oder vertikaler Richtung miteinander verbinden.
Die Filternetze sind wertvolle Werkzeuge fiir die Entwicklung von Algorithmen.
Sie sind besonders hilfreich, um eine klare Vorstellung zu gewinnen, wie Zwi-
schenergebnisse effektiv genutzt werden konnen, und wie wir die Probleme der
Filterung an den Bildrandern behandeln kénnen.

11.6 Schnelle groRraumige Mittelung*

Trotz der effizienten Berechnung binomialer Glattungsfilter B” durch kaska-
dierte Faltung mit B nimmt der Rechenaufwand fiir Glattungsmasken mit klei-
nen Grenzwellenzahlen dramatisch zu. Das liegt daran, dass die Standardab-
weichung der Filter nach (3.42) proportional der Quadratwurzel von p ist:

o =.pl4. (11.26)
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Abbildung 11.10: Netzwerk zur Gldittung mit dem 1D-Binomialfilter B*.

Wir betrachten eine Glattungsoperation mit einer isotropen Faltungsmaske mit
einer Standardabweichung von ¢ = 1, 73 Bildpunkten entsprechend einer Va-
rianz von 02 = 3. Nach (11.26) miissen wir B!? anwenden. Das Filter beno-
tigt selbst bei effizienter Implementierung durch Nutzung der Separierbarkeit
24 (36) Additionen und 2 (3) Shift-Operationen fiir jeden Bildpunkt eines 2D-
(3D-)Bildes. Wollen wir eine Glattung tiber die doppelte Entfernung durchfithren
(02 = 12, Radius = 3,5, B*8), vervierfacht sich die Anzahl der Additionen auf
96 (144) pro Bildpunkt im 2D- (3D-)Raum.

11.6.1 Mehrschrittmittelung*

Das Problem der langsamen grofraumigen Mittelung geht auf die geringe Ent-
fernung der Pixel zuriick, die in der Elementarmaske B = 1/2[1 1] gemittelt
werden. Um dieses Problem zu tiberwinden, kénnen wir den gleichen grundle-
genden Mittelungsprozess verwenden, nur mit weiter voneinander entfernten
Bildpunkten. Dabei erhéhen wir die Standardabweichung fiir die Glattung ent-
sprechend der Schrittweite. Im Zweidimensionalen kénnen z.B. folgende Mas-
ken entlang den Diagonalen (o - +/2) benutzt werden:

100 00 1
Bey=5|0 2 0, Buy=2|0 20 (11.27)
00 1 100

Mogliche Masken mit doppelter Schrittweite entlang den Achsen (o - 2) sind

—_

Byy=—-[10201], BZJ/:% , Boz= (11.28)

1
4

_— o N O =
— o NN O =

z

Die Indizes dieser Masken bezeichnen die Anzahl der Schritte entlang den ange-
gebenen Koordinatenachsen zwischen zwei zu mittelnden Bildpunkten. By,
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Abbildung 11.11: Transferfunktion der Binomialmaske a in Diagonalenrichtung

BZ

2 .y B2_, und b mit doppelter Schrittweite in Achsenrichtung B3, B3, .

mittelt die Grauwerte zweier benachbarter Bildpunkte in Richtung der Haupt-
diagonalen. B;, berechnet den Mittelwert aus den Werten eines Bildpunktes und
seiner iiberndchsten Nachbarn in x-Richtung. Die Standardabweichung dieser
Filter ist proportional zur Entfernung der Bildpunkte. Am effizientesten sind
Mehrschrittmasken entlang den Achsen. Sie haben den zusatzlichen Vorteil,
dass wegen der Separierbarkeit die Algorithmen auf beliebig-dimensionale Bil-
der angewendet werden kénnen.

Das Problem dieser Filter ist, dass sie eine Abtastung vornehmen. Demnach
sind sie fiir groRfe Wellenzahlen keine Glattungsfilter mehr. Wenn wir beispiels-
weise ein symmetrisches 2D-B§XB§y-Filter verwenden, arbeiten wir tatsdchlich
auf einem Gitter mit doppelter Gitterkonstante im Ortsraum. Also hat das rezi-
proke Gitter im Wellenzahlraum die halbe Gitterweite, und die Transferfunktion
wiederholt sich in beiden Richtungen einmal (Abb. 11.11). Generell spiegeln die
Nullstellen der Transferfunktionen von Masken mit groRerer Schrittweite die-
ses reziproke Gitter wieder, weil die Binomialmasken an den Gitterlinien null
sind. Fir eine Faltung mit zwei benachbarten Bildpunkten in Richtung der bei-
den Diagonalen wird das reziproke Gitter um 45° gedreht. Die Gitterkonstante
dieses Gitters ist um den Faktor /2 kleiner als die des Originalgitters.

Werden diese Filter einzeln angewandt, helfen sie nicht viel. Wenn wir sie je-
doch kaskadiert verwenden, angefangen mit direkt benachbarten Bildpunkten,
bewirken die Nullstellen der Transferfunktionen, die fiir jeden Pixelabstand un-
terschiedlich sind, dass die Transferfunktion fiir groRe Wellenzahlbereiche ge-
gen null geht.

Die kaskadierte Mehrschritt-Binomialfilterung erméglicht einen deutlichen Ge-
schwindigkeitsgewinn fiir Glattungen im groRen MaRstab. Bei normalen sepa-
rierbaren Binomialfiltern ist die Anzahl der Berechnungen proportional zu o2
(O(o?)). Fiir Mehrschritt-Binomialfilterung héngt der Aufwand nur noch loga-
rithmisch von o (O(ldo?)) ab, wenn bei der Kaskadierung der Filteroperationen
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Abbildung 11.12: Transferfunktion von geschachtelten Mehrschritt-
Binomialfiltern und deren Anisotropie: a B3B3, b B3B;(k,0) — B3B3 (k,0),
c BB}, d BB} (k,0) — BiB? (k,0). Die Anisotropie ist in Polarkoordinaten (k, 0)
als Abweichung zu der Transferfunktion in x-Richtung dargestellt.

die Schrittweite rekursiv verdoppelt wird:

Bys1yt BeyBixBouBx . (11.29)

5—;nal
Solch eine Maske hat die Standardabweichung

2=p/4+p+4;o+...+45—1p=1—’72(45—1) (11.30)

-~
s—mal

und die Transferfunktion
s—1
[ cos? (25~ '1k). (11.31)
s'=0

Danach sind fir s Schritte nur ps Additionen erforderlich, wahrend die Stan-
dardabweichung exponentiell mit ungefahr \/p /12 - 25 wéachst.

Mit dem Parameter p konnen wir den Isotropiegrad und den Grad restlicher
Inhomogenititen in der Transferfunktion anpassen. Eine sehr effiziente Imple-
mentierung erreichen wir mit p = 2 (B =1/4[1 2 1] in jeder Richtung). Die
verbleibenden Nebenmaxima bei hohen Wellenzahlen mit Amplituden von bis
zu 0,08 stellen jedoch immer noch signifikante Storungen dar (Abb. 11.12a, b,
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Abbildung 11.13: Kaskadierte Mehrschrittmittelung mit Schrittweitenverdoppe-
lung nach (11.29), angewandt auf das Ring-Testmuster: a B3B3, b BiB3B3, ¢
‘B3BT und d BB3B}.

Abb. 11.13a, b). Die nachstgroRere Maske (p = 4, B*=1/16[1464 1] in jeder
Richtung) reduziert die Anisotropie deutlich (Abb. 11.12c, d; Abb. 11.13c, d).
Mit noch groReren Masken konnen solche Storungen weiter unterdriickt wer-
den. Abb. 11.14 zeigt die ersten vier Schritte der Mehrschrittmittelung mit der
Maske B*. Man erkennt, wie schnell die Glattung durch die Verdoppelung der
Schrittweite voranschreitet.

11.6.2 Mehrgittermittelung*

Die kaskadierte Mehrschrittmittelung kann durch Konvertierung in ein Mehrgit-
terverfahren noch weiter verbessert werden. Die Idee der Mehrgittermittelung
ist sehr einfach. Verwenden wir Masken mit groReren Schrittweiten, kann diese
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a

Abbildung 11.14: Kaskadierte Mehrschrittmittelung mit Schrittweitenverdoppe-
lung nach (11.29), angewandt auf das Bild Abb. 11.6a mit a einem, b zwei, c drei
und d vier Schritten mit dem B*-Filter.

Operation auf entsprechend grobere Gitter angewendet werden. Das bedeutet,
dass die letzte Operation vor Verwendung einer Maske mit groferer Schrittwei-
te die Faltung lediglich fiir diejenigen Gitterpunkte, die von dem nachfolgenden
groberen Gitteroperator berticksichtigt werden, berechnen muss. Diese Abtast-
prozedur wird mit einer speziellen Syntax im Index gekennzeichnet. Oy be-
deutet z.B.: Wende den Operator in x-Richtung an, und rticke die Maske jeweils
um zwei Pixel vor. Demnach hat das Ergebnis des Filteroperators nur halb so
viele Bildpunkte in x-Richtung wie das Eingangsbild.

Mit der Mehrgittermittelung wird die Anzahl der Berechnungen im wesentlichen
unabhédngig von der Standardabweichung der Glattungsmaske. Wir betrachten
die Kaskadierung der Binomialmasken

p P b

By BypBypp -

_
s—mal

Da le , p Operationen benotigt, werden fir die Operatorsequenz

| 1
p Zl 2s'—1 = Zp (1 - 25—1) < 2}9
s'=
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Operationen gebraucht. Die Varianz der Maske der Operatorsequenz ist wie
beim Mehrschrittverfahren

2 _ E s _
o° = 12(4 1). (11.32)

Eine Glattung beliebigen Grades erfordert also nicht mehr als doppelt so viele
Operationen wie beim ersten Schritt. Wie bei einem Mehrschritt-Binomialfilter
nimmt die Standardabweichung von Stufe zu Stufe um den Faktor zwei zu. Wei-
ter gilt — solange BP (k) =0 Vk > 1/2 —, dass die Transferfunktionen der
Filter die gleichen sind wie fiir die Mehrschrittfilter.

11.6.3 Rekursive Mittelung*

Die in Abschn. 4.3 eingefiihrten rekursiven Filter stellen einen ganz anderen
Ansatz fir die grofraumige Mittelung dar. Die Rekursion gibt einem Faltungs-
filter im wesentlichen eine unendliche Punktantwort. Der grundlegende Vorteil
rekursiver Filter ist ihre leichte Einstellbarkeit, wie es am Beispiel eines einfa-
chen Tiefpassfilters in Abschn. 4.3.5 gezeigt wurde. In diesem Abschnitt liegt
der Schwerpunkt auf dem Design von Glattungsfiltern, die die in Abschn. 11.2
diskutierten Kriterien erfiillen, insbesondere die Verschiebungsfreiheit. Diese
Bedingung wird von den kausalen rekursiven Filtern nicht erfiillt.

Im wesentlichen arbeiten rekursive Filter genauso wie nichtrekursive. Prinzi-
piell konnen wir jedes rekursive Filter durch ein nichtrekursives ersetzen, des-
sen Filtermaske mit der Punktantwort des rekursiven Filters identisch ist. Das
Problem ist die Konstruktion rekursiver Filter, d. h. die Bestimmung der Filter-
koeffizienten fiir die gewiinschte Transferfunktion. Wahrend die Theorie der
eindimensionalen rekursiven Filter zum Standardwissen der digitalen Signal-
verarbeitung gehort (siehe zum Beispiel Oppenheim und Schafer [147]), ist der
Entwurf zweidimensionaler Filter bis heute nicht ausreichend verstanden. We-
sentlicher Grund dafiir sind fundamentale Unterschiede in der Mathematik ein-
und hoherdimensionaler Z-Transformationen und Polynome [ ].

Trotz dieser theoretischen Probleme konnen rekursive Filter in der digitalen
Bildverarbeitung erfolgreich angewandt werden. Um Probleme bei der Kon-
struktion zu vermeiden, werden wir nur rekursive Filter verwenden, die einfach
zu verstehen sind, und sie zu komplexeren Filtern kombinieren, dhnlich wie
wir binomiale Filter aus der elementaren Glattungsmaske 1/2[1 1] zusammen-
gesetzt haben. Auf diese Weise erhalten wir eine Klasse rekursiver Filter, die
aus der Sicht des Filterentwurfs nicht unbedingt optimal sind, sich jedoch fiir
praktische Anwendungen eignen.

Im ersten Schritt kombinieren wir kausale rekursive Filter zu symmetrischen
Filtern. Ausgangspunkt ist ein allgemeiner eindimensionaler rekursiver Filter
mit folgender Transferfunktion:

*A = a(k) +ib(k). (11.33)

Der Index + bezeichnet die Laufrichtung des Filters in positive Koordinatenrich-
tung. Die Transferfunktion desselben Filters in die entgegengesetzte Richtung
lautet B 3

“A=a(k)—ib(k). (11.34)
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Abbildung 11.15: Transferfunktion des rekursiven Tiefpassfilters (11.39) fiir un-
terschiedliche Werte « (1/2, 1/4, 1/8 und 1/16).

Es dndert sich nur das Vorzeichen des Imaginéarteils der Transferfunktion, da
er mit dem ungeraden Teil der Punktantwort korrespondiert, wahrend der Re-
alteil dem geraden Anteil entspricht. Nun haben wir zwei Moglichkeiten, die
vorwarts- und rickwartslaufenden Filter zu symmetrischen Glattungsfiltern zu
kombinieren:

Addition A=l [*A + *A] = a(k)
2 (11.35)
Multiplikation A =*+A-A = a?(k) + b2 (k).

Beide Kombinationen liefern reelle Transferfunktionen, also gerade Filter ohne
Verschiebung, die sich damit fiir die Glattung eignen.

Als elementares rekursives Glattungsfilter verwenden wir das Tiefpassfilter mit
zwei Elementen, das wir bereits in Abschn. 4.3.5 studiert haben:

FAx: G = Gunsr + (G — G pzy) Mit 0<a<1 (11.36)
mit der Impulsantwort

. (- n>0,m=0
CAx)mn = { 0 sonst. (11.37)

Die Transferfunktion dieses Filters kann leicht berechnet werden, indem wir
beriicksichtigen, dass die Fouriertransformierte von (11.37) eine geometrische

Reihe bildet: o

1+ (1 - x)exp(Fimk)’
Diese Beziehung gilt nur ungefédhr, da wir die unendliche Summe aus (11.37)
wegen der begrenzten BildgroRe bei n = N — 1 abbrechen miissen.

Aufeinanderfolgende Filterung mit einem nach links und einem nach rechts
laufenden Filter entspricht einer Multiplikation der Transferfunktionen:

A (k) ~ (11.38)

0(2
o2 +2(1 — o) (1 — cos(mrk))

A (k) = TAy (k) “Ay(k) = (11.39)

Die Transferfunktion (Abb. 11.15) zeigt die fir Tiefpassfilter erwartete Cha-
rakteristik. Bei k = 0 gilt A (k) = 1; fir kleine k fallt die Transferfunktion
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Abbildung 11.16: Transferfunktionen zweidimensionaler rekursiver Tiefpassfil-
ter: a A mitx = 1/2;!1Anisotropie vona: A(k,0)—A(k,mm/4);c A’ mitx =1/2;
d Anisotropie von c: A’ (k,0) — A’ (k,0).

proportional zu k2 ab,

Ac~1- 1;—2"‘(1712)2 k<1, (11.40)

und hat eine Halbwertswellenzahl IEC (AX(IEC) =1/2) von

(11.41)

k. ~ 1 arcsin « ~ 2

‘T V20 -—x) 2
wobei die letzte Naherung nur fiir & < 1 gilt. Fiir die groRte Wellenzahl k = 1
ist die Transferfunktion auf

o o2
Ax(1) = )

abgefallen. Sie ist im Gegensatz zu den Binomialfiltern nicht genau null, aber
geniigend klein selbst fiir moderat kleine Werte von « (Abb. 11.15).

Zweidimensionale Filter konnen aus eindimensionalen, die in horizontale und
vertikale Richtung laufen, zusammengesetzt werden:

A=AcA, =+t Ay A A, A, (11.43)

Dieses Filter (Abb. 11.16) hat eine betrachtlich geringere Isotropie als Binomi-
alfilter (Abb. 11.5). Die Glattung in Achsenrichtung ist deutlich geringer als
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in die anderen Richtungen. Allerdings haben rekursive Filter den groRen Vor-
teil, dass der Rechenaufwand nicht vom Glattungsgrad abhangt. Bereits mit
dem einfachen rekursiven Filter erster Ordnung kénnen wir tiber die Wahl des
Filterparameters « den Glattungsgrad frei einstellen (11.41). Die Isotropie der
rekursiven Filter kann weiter verbessert werden, indem man zusatzliche Filter
entlang den Diagonalen laufen lasst:

A = Ay Ay Ay y Axiy. (11.44)

Die Indizes x — y und x + y bezeichnen die Haupt- bzw. die Nebendiagonale.
Die Transferfunktion solcher Filter ist in Abb. 11.16b abgebildet.
AbschlieRend folgen einige Betrachtungen zum Rechenaufwand. Wie bereits
erwahnt, hdangt der Rechenaufwand fiir rekursive Filter — anders als bei nicht-
rekursiven Filtern — nicht von der Grenzwellenzahl ab. Istin (11.36) & = 27},
kann das Filter ohne eine einzige Multiplikation berechnet werden:

Grn = [Grunst * 21 = Gt + Gn | - 278, 1> 1. (11.45)

Fir das zweidimensionale Filter A benotigt man dann nur 8 Additionen und
Shift-Operationen pro Bildpunkt, wahrend fiir das Filter A’, das in vier Rich-
tungen lauft, doppelt so viele Operationen erforderlich sind. Damit ist das re-
kursive Filter allerdings nicht effektiver als ein Mehrgitter-Glattungsfilter mit
Binomialmasken (Abschn. 11.6.2), das eine wesentlich bessere Isotropie auf-
weist.

11.7 Nichtlineare Mittelung

Lineare Glattungsfilter verwischen Kanten. Schlimmer noch: wenn die
Maske eines Glattungsoperators iiber eine Objektkante lauft, enthélt sie
Bildpunkte von Objekt und Hintergrund. Das Filter liefert an dieser Stel-
le ein unsinniges Ergebnis. Das gleiche gilt, wenn eine bestimmte An-
zahl von Bildpunkten z.B. aufgrund von Ubertragungsfehlern fehlerhaf-
te Werte aufweist. Die Frage ist daher, ob Glattungen moglich sind, die
nicht iiber Objektkanten hinweggehen oder die bestimmte Bildpunkte
auslassen. Natiirlich kann eine solche Prozedur nur angewandt werden,
wenn wir bereits die Kanten bzw. die fehlerhaften Bildpunkte detektiert
haben.

In diesem Abschnitt diskutieren wir drei Typen nichtlinearer Glat-
tungsfilter: die klassischen Medianfilter (Abschn. 11.7.1), die auch als
normalisierte Faltung bezeichnete gewichtete Mittelung (Abschn. 11.7.2)
und die uber die lokalen Bildeigenschaften gesteuerte Mittelung (Ab-
schn. 11.7.3).

11.7.1 Medianfilter

Lineare Filter unterdriicken GauRsches Rauschen wirksam, jedoch bina-
res Rauschen nur sehr schlecht (Abb. 11.7). Indem wir mit linearen
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Filtern wichten und summieren, nehmen wir an, dass jeder Bildpunkt
brauchbare Information tragt. Pixel jedoch, die durch Ubertragungsfeh-
ler gestort sind, haben ihren urspriinglichen Grauwert verloren. Lineare
Glattung eliminiert diese Fehlinformation nicht, sondern tibertragt sie
auf benachbarte Bildpunkte. Das einzig korrekte Verfahren bei solchen
Storungen ist deshalb, sie zu detektieren und zu eliminieren.

Genau dies tut ein Rangordnungsfilter (Abschn. 4.4). Die Grauwer-
te innerhalb der Maske werden ihrer Gréfe nach sortiert, und ein Pixel
wird selektiert. Dabei selektiert das Medianfilter den mittleren Wert. Da
bindres Rauschen den Grauwert vollig dndert, ist es sehr unwahrschein-
lich, dass der fehlerhafte Grauwert gleich dem mittleren Grauwert in der
direkten Umgebung ist. Auf diese Weise wird der mittlere Grauwert der
Umgebung verwendet, um den Grauwert des gestorten Bildpunktes wie-
derherzustellen.

Die folgenden Beispiele illustrieren die Wirkungsweise eines 1 x 3-
Medianfilters M:

M[---123789 ---] = [-++123789 ---]
M[---12102456 ---] = [---124556 ---].

M[---000999 ---]

[---000999 ---]

Wie erwartet, werden Ausreiler eliminiert. Die beiden anderen Grau-
wertstrukturen — eine monoton ansteigende Rampe sowie eine Kan-
te zwischen zwei Bereichen konstanter Grauwerte — bleiben erhalten.
Damit eliminiert ein Medianfilter effektiv binares Rauschen, ohne die
Scharfe des Bildes wesentlich zu beeinflussen. Es ist allerdings weniger
geeignet, normalverteiltes Rauschen zu unterdriicken (Abb. 11.7e und f).

Die wichtigsten deterministischen Eigenschaften eines eindimensio-
nalen (2N + 1)-Medianfilters kénnen mit den folgenden Begriffen formu-
liert werden:

o Eine konstante Nachbarschaft ist ein Bereich mit N + 1 gleichen Grau-
werten.

e Eine Kante ist ein Bereich mit monoton ansteigenden oder abfallen-
den Grauwerten zwischen zwei konstanten Nachbarschaften.

e Ein Impuls ist ein Bereich von hochstens N Punkten, die rechts und
links von konstanten Nachbarschaften mit gleichem Grauwert be-
grenzt werden.

o Eine Wurzel oder ein Fixpunkt ist ein Grauwertsignal, das sich unter
einer Medianfilteroperation nicht verandert.

Mit diesen Definitionen lauten die deterministischen Eigenschaften eines
Medianfilters folgendermaRen:

e Konstante Nachbarschaften und Kanten sind Fixpunkte.
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e Impulse werden eliminiert.

Bei wiederholter Anwendung des Medianfilters bleibt schlieRlich ein
Bild zurtick, das nur noch aus konstanten Bildbereichen und Kanten be-
steht. Sind nur einzelne Pixel gestort, gentigt ein 3 X 3-Medianfilter, um
sie zu eliminieren. Treten Gruppen gestorter Pixel auf, miissen groRere
Medianfilter verwendet werden.

Die statistischen Eigenschaften der Medianfilter konnen mit einem
Bild, das nur konstante Nachbarschaften, Kanten und Impulse enthalt,
illustriert werden. Das Leistungsspektrum der Impulse ist flach (wei-
fes Rauschen). Da das Medianfilter Impulse eliminiert, nimmt das Leis-
tungsspektrum fiir alle Wellenzahlen ab. Der Beitrag der Kanten zu einer
bestimmten Wellenzahl wird jedoch nicht entfernt. Dieses Beispiel un-
terstreicht auch die nichtlineare Natur der Medianfilter.

11.7.2 Gewichtete Mittelung

In Abschn. 3.1 wurde besprochen, dass Grauwerte von Bildpunkten eben-
so wie andere experimentelle Daten durch Fehler gekennzeichnet sind,
die bei der weiteren Bearbeitung berticksichtigt werden miissen. Als Ein-
fiihrung betrachten wir die Mittelung eines Satzes von N Daten g, mit
der Standardabweichung o,. Aus der elementaren Statistik wissen wir,
dass fiir eine korrekte Mittelung jeder Datenpunkt g, mit dem Kehrwert
der Varianz w, =1 /0',,2[ gewichtet werden muss. Dann erhalt man eine
Abschdtzung des Mittelwertes mit

N N
g= > gnloi | D> 1/oh (11.46)
n=1

n=1

mit der Standardabweichung

N
o5 = 1/21/0,3. (11.47)
n=1

Das Gewicht eines individuellen Datenpunkts fiir die Berechnung des
Mittelwertes in (11.46) ist um so hoher, je niedriger sein statistischer
Fehler ist.

Die Anwendung der gewichteten Mittelung auf die Bildverarbeitung
ist als normalisierte Faltung bekannt [63]. Die Glattung wird nun auf
lokale Nachbarschaften ausgedehnt. Jeder Bildpunkt geht mit einem
ihm zugeordneten Wichtungsfaktor in die Faltungssumme ein. Dem-
nach sind fiir die normalisierte Faltung zwei Bilder nétig; eines ist das
zu bearbeitende Bild, das andere enthélt die Wichtungsfaktoren. Analog
zu (11.46) und (11.47) wird die normalisierte Faltung folgendermafen

definiert: H%(W-G)
’ * "
= — 11.4
¢ HxW °’ ( 8)
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Abbildung 11.17: Gewichtete Mittelung unter Benutzung der Kantenstdrke zur
Verhinderung der Gldttung an Kanten: a Bild von Abb. 11.6a mit additivem
normalverteilten Rauschen; b Wichtungsbild nach fiinf kaskadierten gewichteten
Mittelungen; Bild nach c zwei und d fiinf kaskadierten gewichteten Mittelungen
unter Benutzung einer ‘B2-Binomialmaske (vergleiche mit Abb. 11.7).

wobei H eine beliebige Faltungsmaske ist, G das zu bearbeitende Bild
und W das Bild, das die Wichtungsfaktoren enthdlt. Im wesentlichen
transformiert die normalisierte Faltung mit der Maske H das Bild G in
ein neues Bild G’ und das Wichtungsbild W in ein neues Wichtungsbild
W’ = H x W; beide konnen sodann einer weiteren Verarbeitung zuge-
fiihrt werden.

In diesem Sinne ist die normalisierte Faltung nichts Spezielles und
Kompliziertes, sondern nur die angemessene Beriicksichtigung von Bild-
punkten mit raumlich variierenden statistischen Fehlern. Die Standard-
faltung kann als Spezialfall der normalisierten Faltung aufgefallt wer-
den. In diesem Fall wird allen Bildpunkten der gleiche Wichtungsfaktor
zugewiesen, und das Wichtungsbild entfillt, da es konstant ist.

Die Flexibilitdt der normalisierten Faltung liegt in der Wahl des Wich-
tungsbildes, das nicht notwendigerweise mit einem Fehler assoziiert ist.
Man kann es ebenso verwenden, um Bildpunkte mit bestimmten Eigen-
schaften zu selektieren und/oder zu verstirken. Damit ist die normali-
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sierte Faltung ein vielseitiger nichtlinearer Operator. Als Beispiel zeigt
Abb. 11.17 die gewichtete Mittelung eines verrauschten Bildes mit einem
Wichtungsbild, das die Glattung an Kanten reduziert.

11.7.3 Steuerbare Mittelung

Die Idee der steuerbaren Filter ist es, die Faltungsmaske von der lokalen
Bildstruktur abhéingig zu machen. Dieses allgemeine Konzept ist nicht
auf die Glattung beschrankt, sondern kann auf alle Typen von Faltungs-
prozessen ibertragen werden. Die grundlegende Idee wird im folgen-
den erlautert. Einstellbare Filter haben einige frei justierbare Parame-
ter, die die Filterung steuern kénnen. Dies konnen sehr unterschied-
liche Eigenschaften sein wie der Glattungsgrad, die Glattungsrichtung
oder beides. Es ist einfach, eine Filtermaske mit einstellbaren Parame-
tern aufzuschreiben. Wir haben dies beispielsweise fiir rekursive Filter
in (11.36) durchgefiihrt, wobei der Parameter & den Glattungsgrad be-
stimmt. Allerdings ist es vom Rechenaufwand her nicht effizient, ein
Bild mit Masken zu berechnen, die an jedem Bildpunkt unterschiedlich
sind. Dabei geht der Vorteil der Separierbarkeit der Masken verloren.

Alternativ kann eine Basis von einigen wenigen Filtern gesucht wer-
den, mit denen ein Satz gefilterter Bilder berechnet wird. Diese Bilder
werden dann unter Verwendung von justierbaren Parametern interpo-
liert. In Operatornotation sieht dies folgendermalen aus:

p
H (o) = D fp(c)Hp. (11.49)
p=1

Dabei ist H, das p-te Filter und f, («) eine skalare Interpolationsfunkti-
on des Steuerparameters . Zwei Probleme mussen gelost werden, wenn
wir einstellbare Filter verwenden. Zundchst ist nicht klar, ob eine solche
Filterbasis Hj, iiberhaupt existiert. Dann muss die Beziehung zwischen
den einstellbaren Parametern o und der Interpolationsfunktion f, ge-
funden werden. Ist das erste Problem geldst, erledigt sich die Losung
des zweiten meistens von alleine.

Als Beispiel soll ein gerichteter Glattungsfilter mit folgender Trans-
ferfunktion konstruiert werden:

ho,(k,0) = 1 — f(k) cos®(0 — ). (11.50)

In dieser Gleichung werden Zylinderkoordinaten (k, &) im Fourierraum
verwendet. Das Filter in (11.50) ist ein polar separierbares Filter mit ei-
ner beliebigen Radialfunktion f (k). Diese radiale Komponente stellt eine
beliebiges isotropes Glattungsfilter dar. Die Einstellbarkeit des Winkels
wird durch die Funktion cos? (6 — 6y) ermdglicht. Strukturen, die in Rich-
tung 0y orientiert sind, bleiben im Bild, wihrend die, die senkrecht zu
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Abbildung 11.18: Transferfunktion der drei Basisfilter fiir direktionale Gldttung
nach (11.54).

0o stehen, vollstandig herausgefiltert werden. Die Halbwertsbreite der

Winkelverteilung dieses einfachen gerichteten Glattungsfilters ist +45°.
Wir zerlegen die Kosinusfunktion in (11.50) in trigonometrische Funk-

tionen, die entweder nur von 6 oder 6y abhdngen. Dann ergibt sich

ﬁgo(k, 0)=1- %f(k) [1+ cos(26p) cos(20) + sin(260g) sin(20)]
(11.51)
mit den Basisfiltern

ha=1-3f00, ho=-2fkcos20), his =2 f(k)sin(26)
(11.52)
und den Interpolationsfunktionen

S1(60) =1, f2(6p) = cos(26p), f3(6p) =sin(26y). (11.53)

Daher sind drei Basisfilter notwendig. Das Filter 1711 ist ein isotropes
Glattungsfilter, wahrend die beiden anderen Richtungsfilter sind mit den
Hauptrichtungen 0° and 45°.

Obwohl die Gleichungen fiir dieses einstellbare gerichtete Glattungs-
filter einfach sind, ist es nicht leicht, polar separierbare Basisfilter zu
implementieren, da diese nicht im kartesischen Koordinatensystem se-
parierbar sind und daher eine sorgfiltige Optimierung erfordern.
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Abbildung 11.19: Transferfunktion fiir steuerbare gerichtete Gldittung in 0°,
22.5°und 45° zur x-Achse nach (11.51) mit der Basis (11.54).

Dennoch ist es moglich, ein einstellbares gerichtetes Glattungsfilter
mit 3 X 3 Basisfiltern zu implementieren. Wegen der durch die Trans-
ferfunktionen vorgegebenen Symmetrien haben wir nicht viel Auswahl-
moglichkeiten fiir die Filterkoeffizienten und erhalten folgende drei Ba-
sisfilter:

1 1 21 1 0-40 1 -2 0 2
H1:32 2 20 2 |, szi 4 04|, H3=§ 00 O
1 21 0-40 20 -
) i ) 22
hy = 1+1COSZ(1Tk1/2)COSZ(7Tk2/2) <1k ,
2 2 8
) 1 . . w2k?
Ry = 1 (COS(‘ITkl) _ COS(1Tk2)) ~ =g cos(20), (11.54)
) o o 272
hs = é (COS(ﬂ(kl +kp)) — cos(m(ky — kz))) ~ TT8 sin(20).

Abbildung 11.19 zeigt, dass diese einfache Implementierung bis hin
zu moderaten Wellenzahlen gut funktioniert. Bei hohen Wellenzahlen
(k > 0.5) ist das Filter jedoch weniger direktional, da es Strukturen in
alle Richtungen glattet.
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11.8 Mittelung in Mehrkanalbildern®

Auf den ersten Blick scheint die Mittelung von Mehrkanalbildern nichts Beson-
deres zu sein, denn wir wenden die Glattungsmaske einfach auf jeden der P
Kanile getrennt an:

Gll H x G]
G,Z H x G2

G = . =HxG= . . (11.55)
G, H x Gy

Dieses einfache Konzept kann auch auf die normalisierte Faltung ausgedehnt
werden (Abschn. 11.7.2). Wird fiir alle Komponenten der gleiche Glattungskern
verwendet, geniligt ein gemeinsames Wichtungsbild, das als (P + 1)-te Kompo-
nente des Mehrkomponentenbildes angehdngt werden kann:

G (H* (W-Gy1))/(H*W)

G, (Hx (W-G))/(H*xW)

D= : : (11.56)
Gp (Hx (W-Gp))/(H*xW)

w’ HxW

Wenn Mehrkanalbilder zyklische Merkmale enthalten, die auf Winkelkoordina-
ten abgebildet werden kénnen, haben wir es mit einem interessanten Sonderfall
zu tun. Grolen mit dieser Eigenschaft sind z.B. die Richtung einer Kante oder
die Phase eines periodischen Signals. Diese GroRen sind zyklisch und kénnen
nur schlecht in kartesischen Koordinaten reprdsentiert und daher auch nicht in
dieser Darstellung gemittelt werden. Stellen wir uns zwei Winkel von +175° und
-179°vor. Der mittlere Winkel ist 178°, da-179°=360°-179°=181°nahean 175°
liegt und nicht (175°-179°) / 2 = -2°, wie es sich durch eine direkte Mittelung
ergeben wiirde.

Zyklische Eigenschaften wie Winkel werden deshalb besser als Einheitsvektoren
der Form 719 = [cos 0, sin G]T dargestellt. So konnen sie korrekt gemittelt wer-
den, wie Abb. 11.20 zeigt. Der gemittelte Vektor zeigt in die korrekte Richtung,
aber sein Betrag ist im allgemeinen kleiner als eins:

cos[ (01 + 62)/2]

sin[ (01 + 02)/2] }cos[(@z—Gl)/Z]. (11.57)

(g, +ny9,)/2 = [

Fir eine Winkeldifferenz von 180° hat der gemittelte Vektor den Betrag null.
Die Abnahme seiner GroRe wird intuitiv interpretiert: Je groRer die Streuung
des Winkels ist, desto weniger sicher ist der gemittelte Wert. Tatsachlich ver-
schwindet die Vektorsumme, wenn alle Richtungen gleich wahrscheinlich sind,
wiahrend sie wachst, wenn die Streuung des Winkels klein ist.

Diese Uberlegungen konnen auch zu einer gewichteten Glittung fiir zyklische
GroRen erweitert werden. Dazu setzen wir die Vektorlange gleich dem Be-
stimmtheitsmaR der GroRe, die durch den Winkel des Vektors reprasentiert
wird. Kurze Vektoren tragen dann wenig, lange entsprechend mehr zu der Mit-
telwertbildung bei. Dies ist eine sehr attraktive Form der gewichteten Faltung,
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gemittelter Vektor

X
><V

Abbildung 11.20: Mittelung einer zyklischen Grofe, die durch den Einheitsvektor
g = [cos 0, sin Q]T dargestellt wird. Der gemittelte Vektor (tig, +1g,)/2 zeigt in
die korrekte Richtung (0, +03) /2, aber sein Betrag nimmt mit der Winkeldifferenz
ab.

da sie — im Gegensatz zur normalisierten Faltung (Abschn. 11.7.2) — keine
aufwendige Division erfordert. Naturlich funktioniert diese Methode nur mit
Eigenschaften, die addquat auf einen Winkel abgebildet werden kénnen.

SchlieRlich betrachten wir ein MaR, um die Streuung in Richtung des Vektors zu
charakterisieren. Abbildung 11.20 verdeutlicht, dass der Summenvektor bei ge-
ringer Streuung nur wenig niedriger ist als die Summe der Vektorlangen. Dem-
nach kénnen wir mit

_|H * G|

|G|

ein Kohdrenzmal definieren, wobei H ein beliebiger glattender Faltungsopera-
tor ist. Dieses Mak ist eins, wenn alle Vektoren der Nachbarschaft, die vom Fal-
tungsoperator abgedeckt werden, in dieselbe Richtung zeigen, und null, wenn
sie gleichmalRig verteilt sind. Diese Definition eines KohdrenzmaRes gilt nicht
nur in zweikanaligen, sondern auch in hoherdimensionalen Vektorraumen. Bei
eindimensionalen Vektorraumen (skalaren Bildern) ist das Kohdrenzmall na-
tirlich immer eins.

(11.58)

11.9 Literaturhinweise zur Vertiefung*

Die Zeitschriftenbeitrdage von Simonds [ Jund Wells | ] behandeln schnelle
Algorithmen fiir grofe GauRmasken. Der Leser mit Interesse an den generellen
Prinzipien effizienter Algorithmen sei auf die Lehrbiicher von Aho et al. [4] oder
Sedgewick [182] verwiesen. Das Lehrbuch von Blahut [15] beschaftigt sich aus-
schlieflich mit schnellen Algorithmen fiir die digitale Signalverarbeitung. Die
klassischen Entwurfstechniken fiir Filter, insbesondere fiir rekursive Filter, wer-
den in den Lehrbiichern zur digitalen Signalverarbeitung behandelt, z. B. Proakis
und Manolakis [157], Oppenheim und Schafer [147] oder Kammeyer und Kro-
schel [ ]. Das Lehrbuch von Lim [ | tiber 2D-Signalverarbeitung beinhal-
tet auch den Entwurf von 2D-rekursiven Filtern. Eine detaillierte Beschreibung
der deterministischen und statistischen Eigenschaften von Medianfiltern fin-
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det sich bei Huang [82, 83] und Arce et al. [5]. Eine ausfiihrliche Behandlung
nichtlinearer digitaler Filter erfolgt auferdem in der Monographie von Pitas und
Venetsanopoulos [ ]. Die Monographie von Granlund und Knutsson [63] iber
Signalverarbeitung fiir maschinelles Sehen diskutiert auch die gewichtete Mitte-
lung (normalisierte Faltung, Abschn. 11.7.2). Einstellbare Filter (Abschn. 11.7.3)
wurden durch die Zeitschriftenbeitrage von Freeman und Adelson [54] und Si-
moncelli et al. [ ] eingefiihrt.



12 Kanten

12.1 Einleitung

Kantendetektion erfordert Nachbarschaftsoperatoren, die Veranderun-
gen erkennen und Bereiche konstanter Grauwerte unterdriicken. Auf
diese Weise wird ein Merkmalsbild erzeugt, in dem Veranderungen hell
erscheinen, wahrend alle anderen Bereiche dunkel bleiben.

Mathematisch ausgedriickt ist eine ideale Kante eine Diskontinuitat
der raumlichen Grauwertfunktion g (x) der Bildebene. Diese Abstraktion
muss aber die Wirklichkeit nicht treffen. Die erste Aufgabe der Kanten-
detektion ist es daher, die Eigenschaften der Kante im zu analysierenden
Bild zu beschreiben. Nur wenn wir ein Modell der Kanten formulieren,
konnen wir bestimmen, wie exakt und unter welchen Bedingungen eine
Kantendetektion moglich ist, und eine Kante optimal detektieren.

Die Kantendetektion basiert immer auf Ableitungen in der einen oder
anderen Form. Bei diskreten Bildern ersetzen diskrete Differenzen das
Differenzieren. Die mit dieser Ndherung verbundenen Fehler miissen
sorgfaltig beachtet werden. Sie bewirken Effekte, die zundchst nicht er-
wartet werden. Die beiden schwerwiegendsten Fehler sind die Anisotro-
pie der Kantendetektion, d. h., Kanten werden nicht in allen Richtungen
gleich gut erkannt, und die fehlerhafte Bestimmung der Kantenrichtung.

Wahrend in skalaren Bildern eindeutig feststeht, was eine Kante ist,
konnen Kanten in Mehrkanal- oder vektoriellen Bildern auf verschiedene
Arten bestimmt werden (Abschn. 12.6). Eine Kante kann eine Eigenschaft
sein, die sich in nur einer Komponente oder in allen zeigt. Die Kan-
tendetektion wird auch bei hoherdimensionalen Bildern komplexer. In
drei Dimensionen beispielsweise werden volumetrische Regionen durch
Flachen separiert, und Kanten sind eher Unstetigkeiten in der Orientie-
rung von Flachen.

Eine weitere wichtige Frage ist die VerldRlichkeit der Kantenschat-
zung. Wir wollen nicht nur wissen, dass eine Kante vorhanden ist, son-
dern auch, wie signifikant sie ist. Wir brauchen also ein Mal fir die
Kantenstdrke. Eng im Zusammenhang damit steht die Frage der opti-
malen Kantendetektion. Wenn es moglich ist, dass Kantendetektoren
nicht nur das Vorhandensein einer Kante, sondern auch ein objektives
KonfidenzmalR liefern, konnen unterschiedliche Kantendetektoren mit-
einander verglichen werden. Dann ist auch eine Optimierung der Kan-
tendetektion moglich.
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Abbildung 12.1: Eindimensionale verrauschte Grauwertkanten und ihre ersten
und zweiten Ableitungen.

12.2 Allgemeine Eigenschaften von Kantenfiltern

Glattungsfilter unterdriicken hohe Wellenzahlen. Die Detektion von Kan-
ten erfordert dagegen eine Filteroperation, die Grauwertveranderungen
verstarkt und Bereiche konstanter Grauwerte unterdriickt. Dafiir sind
Ableitungsoperatoren geeignet (Abb. 12.1). Die erste Ableitung hat an
einer Kante ein Maximum oder ein Minimum, die zweite einen Nulldurch-
gang dort, wo die Kante ihren steilsten Abfall oder Anstieg hat. Beide
Kriterien konnen zur Kantenbestimmung herangezogen werden.

Ein Ableitungsfilter p-ter Ordnung bedeutet im Wellenzahlraum eine
Multiplikation des Bildspektrums mit (ik)? (Abschn. 2.3, > R4):

L o—e 271Tik i o—e —412K2 (12.1)

Xy w 0x% wr '
Die partiellen Ableitungen eines W-dimensionale Signals g(x) in alle
Richtungen bilden den W-dimensionalen Gradientenvektor:

~[92g9 g 29 ]T
Vg(x) = [—axl,—axz,...,—axW . (12.2)
Der Betrag des Gradientenvektors,

S (2o )2)”2, (12.3)

_ _ o\ 2 _
Vgl =1Ivall, = (Vg Vg) “ 2 \oxy
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ist invariant unter einer Drehung des Koordinatensystems.

Alle moglichen Kombinationen der partiellen Ableitungen zweiter
Ordnung eines W-dimensionalen Signals bilden eine W x W Matrix, die
Hesse-Matrix:

og>  og? 0g° |
axf aX1X2 aX1XW
0g° 2g° 0g°
0X1X ox% T Oxax
H = X2 0% 2w (12.4)
0g° 0g° 0g°
| Oxixw  Oxoxw T dxg

Die Spur dieser Matrix, d. h. die Summe der Diagonalelemente, heilt La-
placeoperator und wird mit A bezeichnet:

w az w
A=SpurH= > 5 T T > k2 = k2. (12.5)
w=1""Ww w=1

Wie der Betrag des Gradienten ist der Laplaceoperator invariant unter
einer Drehung des Koordinatensystems.

In den folgenden Abschn. 12.2.1-12.2.4 diskutieren wir die allgemei-
nen Eigenschaften der Filter zur Kantendetektion. Diese Diskussion ist
dhnlich der tiber die allgemeinen Eigenschaften der Glattungsfilter in
Abschn. 11.2.1-11.2.4.

12.2.1 Verschiebungsfreiheit

Bei der Kantendetektion diirfen keine Verschiebungen der Objektposi-
tion auftreten. Dies ist die wichtigste Eigenschaft eines Ableitungsope-
rators. Bei Glattungsfiltern wird dies durch eine reelle Transferfunkti-
on und eine symmetrische Faltungsmaske erreicht (Abschn. 11.2.1). Bei
einem Ableitungsfilter erster Ordnung ist eine reelle Transferfunktion
nicht sinnvoll, da Extrema auf Nulldurchgéange abgebildet werden sollen
und die groften Steigungen auf Extremwerte. Das bedeutet eine Phasen-
verschiebung um 90° und damit eine imaginare Transferfunktion. Eine
imagindre Transferfunktion wiederum impliziert eine antisymmetrische
Filtermaske, die definiert wird durch

hfn = _hn. (126)

Aus dieser Gleichung ergibt sich, dass der zentrale Koeffizient fiir eine
Faltungsmaske mit einer ungeraden Anzahl von Koeffizienten null ist.
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Ein Ableitungsfilter zweiter Ordnung detektiert Krimmungen. Ex-
tremwerte des rdaumlichen Grauwertverlaufs sollten mit Extremwerten
der Krimmung tibereinstimmen. Also sollte ein Ableitungsfilter zweiter
Ordnung ebenso wie ein Glattungsfilter symmetrisch sein. Dann gelten
alle in Abschn. 11.2.1 fir Glattungsfilter besprochenen Eigenschaften
auch fir symmetrische Filter.

12.2.2 Unterdriickung des Mittelwertes

Ein Ableitungsfilter beliebiger Ordnung darf keine Antwort auf konstante
Werte oder einen Offset im Signal zeigen. Diese Bedingung impliziert,
dass beziiglich der Transferfunktion fiir die Summe der Koeffizienten
gelten muss:

ID: h(0)=0, Dhy=0
n

2D: h(0) =0, >>hmn=0 (12.7)
3D: h(0) =0, > > > himn=0.
1 mn

Ein Ableitungsfilter zweiter Ordnung sollte auch nicht auf konstante
Steigungen reagieren. Diese Eigenschaft erfordert keine weiteren Be-
schrankungen, da sie aus der Symmetrie der Filter und der Nullsum-
menbedingung (12.7) abgeleitet werden kann.

12.2.3 Symmetrieeigenschaften

Etwas ndher wollen wir uns die Symmetrieeigenschaften ansehen, denn
sie bilden die Basis einer effizienteren Faltung durch eine geringere An-
zahl von Multiplikationen und vereinfachen die Berechnung der Trans-
ferfunktionen. Fiir einen Ableitungsoperator erster Ordnung ergibt sich
aus der Forderung der Verschiebungsfreiheit (Abschn. 12.2.1) im allge-
meinen eine 1D-Maske ungerader Symmetrie mit 2R + 1 oder 2R Koeffi-
zienten:

[hl,...,hl,O,—hl,...,—hR] oder [th,...,hl,—hl,...,—hR].
(12.8)
Daher kann man die Berechnung der Faltung vereinfacht schreiben als
R R
g;L = Z hyw (gn-nw—9gn+n) oder g;L+1/2 = Z hy (gn+17n’ - gn+n’) .
n'=1 n'=1

(12.9)

Damit sind fiir 2R + 1 (2R) Koeffizienten des Filters nur noch R Mul-

tiplikationen erforderlich. Die Anzahl der Additionen ist jedoch un-
verandert 2R — 1.
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Die Berechnung der Transferfunktionen wird durch die Symmetrie-
beziehungen ebenfalls erheblich erleichtert, da nur die Sinusfunktionen
des komplexen Exponenten der Fouriertransformierten in den Gleichun-
gen verbleiben. Die Transferfunktion einer eindimensionalen Maske un-
gerader Symmetrie lautet daher:

R R
g(k) = Z hy sin(vtk) oder (k) =2i> hysin[(v - 1/2)mk].
=1 v=1
(12.10)
Fur Ableitungsfilter zweiter Ordnung konnen wir alle Gleichungen
verwenden, die in Abschn. 11.2.1 fir die Glattungsfilter hergeleitet wur-
den, da gerade Symmetrie in der Ableitungsrichtung gegeben sein muss.

12.2.4 Nicht selektive Ableitung und Isotropie

Intuitiv erwarten wir, dass jeder Ableitungsoperator feinere Strukturen
starker als grobere verstarkt, da die Transferfunktion fiir einen Ablei-
tungsoperator p-ter Ordnung mit k” ansteigt. Daher kénnten wir argu-
mentieren, dass die Transferfunktion eines guten diskreten Ableitungs-
operators moglichst gut die ideale Transferfunktion in (12.1) approxi-
mieren sollte.

Allerdings ist diese Bedingung eine zu starke Einschrankung. An-
genommen, wir wenden vor der Benutzung eines Ableitungsfilters zu-
ndchst ein Glattungsfilter auf ein Bild an. Die kombinierte Operation
werden wir noch immer als Ableitung erkennen; der mittlere Grauwert
ist unterdriickt, und der Operator reagiert nur auf raumliche Grauwert-
anderungen.

Daher es ist ausreichend, dass die ideale Transferfunktion in (12.1)
bei kleinen Wellenzahlen korrekt approximiert wird:

oh(k)
Ok

~ 2’\
hdo| o, ~ (iky)p, S
kw=0 akw k=0

oo =0. (12.11)

Fir eine gute Kantendetektion ist es wichtig, dass die Operatorant-
wort nicht von der Richtung der Kante abhéangt. Trifft dies zu, sprechen
wir von einem isotropen Kantendetektor. Die Isotropie eines Kantende-
tektors kann am besten tiber seine Transferfunktion untersucht werden.
Die allgemeinste Form fiir einen isotropen Ableitungsoperator p-ter Ord-
nung ist gegeben durch

h(k) = (iky)?b(lk]) mit b(0)=1 und Vib(k)=0. (12.12)

Die Anforderungen an Ableitungsfilter sind im Anhang A zusammen-
gefasst (> R24 und > R25).
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12.3 Gradientenbasierte Kantendetektion’

12.3.1 Prinzip

In Bezug auf erste Ableitungen stellt eine Kante einen Extremwert dar
(Abb. 12.1). Kantendetektion mit Ableitungen erster Ordnung bedeutet
daher die Suche nach den groften Anderungen, d.h. Maxima im Betrag
des Gradientenvektors (12.2). Deshalb miissen wir partielle Ableitungen
erster Ordnung in alle Richtungen berechnen. In Operatornotation ge-
schrieben stellt der Gradient einen Vektoroperator dar. Im zwei- und
dreidimensionalen Raum haben wir dann die Vektoroperatoren

D Dx
1):[ "} oder D=| D, |. (12.13)
Dy
D,

Da der Gradient ein Vektor ist, ist sein Betrag (12.3) invariant unter einer
Drehung des Koordinatensystems. Dies ist eine notwendige Bedingung
fiir eine isotrope Kantendetektion. Die Berechnung des Gradientenbe-
trags kann im Zweidimensionalen durch die Operatorgleichung

1/2
DI = Dy - Dx+Dy - Dy | (12.14)

ausgedriickt werden. Das Symbol - gibt die punktweise Multiplikation
der beiden Bilder an, die aus den Filteroperationen Dy und D, resul-
tieren (Abschn. 4.1.4). Ebenso wird die Berechnung der Quadratwurzel
punktweise im Ortsraum durchgefiihrt. Die Anwendung des Operators
|D| auf das Bild G bedeutet nach der Operatorgleichung in (12.14) also
die folgende Kette von Operationen:

1. Filterung des Bildes G unabhingig voneinander mit den Operatoren
Dy und D,

2. Berechnung des Quadrats der beiden resultierenden Bilder,

3. deren Addition und

4. Berechnung der Quadratwurzel des Summenbildes.

Die Berechnung des Betrags des Gradienten mag wegen der vielen
Rechenschritte aufwendig erscheinen. Deswegen wurde sie oft durch

DI ~ Dyl + | Dy | (12.15)

approximiert. Diese Approximation ist jedoch selbst fiir kleine Wellen-
zahlen anisotrop. Kanten in Diagonalenrichtung werden um den Fak-
tor /2 empfindlicher detektiert als Kanten in Achsenrichtung. Die Be-
rechnung des Betrags des Gradientenvektor ldasst sich jedoch schnell
als dyadische Punktoperation mit einer Lookup-Tabelle durchfiithren (Ab-
schn. 10.4.2).
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Abbildung 12.2: Illustration des Betrags- und Richtungsfehlers des Gradienten-
vektors.

12.3.2 Fehler in Betrag und Richtung

Das grundsatzliche Problem mit allen Kantendetektoren ist, dass Ablei-
tungsoperatoren auf einem diskreten Gitter nur approximiert werden
konnen. Dabei kénnen zwei Arten von Fehlern auftreten (Abb. 12.2).
Zum einen kann die Kantendetektion anisotrop sein, d.h., die Berech-
nung des Betrags des Gradienten hdngt von der Richtung der Kante ab.
Zum zweiten kann die berechnete Kantenrichtung von der tatsdachlichen
Richtung abweichen. Fiir beide Arten von Fehlern ist es sinnvoll, ein Feh-
lermaR einzufiihren. Diese Fehlermalle werden wir bei der Beschreibung
der verschiedenen Kantenfilter angeben.
Der Betrag des Gradienten ist gegeben durch
k)| = (detl)? + dy(02) ', (12.16)
wobei d (k) die vektorielle Transferfunktion des Gradientenoperators ist.
Die Anisotropie der Berechnung des Betrags kann dann als Abweichung
vom Betrag des Gradienten in x-Richtung angegeben werden. Diese ist
gegeben durch

em (k) = \d(k)\ - \oix(k)). (12.17)

Dieses Fehlermal® kann fiir beliebigdimensionale Signale verwendet wer-
den.

In dhnlicher Weise kann der Fehler in Richtung des Gradienten be-
rechnet werden. Aus den Komponenten des 2D-Gradienten berechnen
wir dessen Richtung, die durch den Winkel ¢’ gegeben ist, zu

dy (k,
¢’ = arctan M (12.18)
dX (k1 d))
Damit ergibt sich der Winkelfehler zu
dy (k,
ep(k,p) = arctanM - ¢ (12.19)

dx (k, )
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Abbildung 12.3: Anwendung der symmetrischen Differenzenfilter D,y und D,
auf das Testbild aus Abb. 11.4.

Bei hoherdimensionalen Signalen ist die Winkelabweichung eine vektori-
elle GroRe. Wir konnen aber einen skalaren Richtungsfehler angeben, in
dem wir das Skalarprodukt zwischen einem Einheitsvektor in der wah-
ren Gradientenrichtung und dem berechneten Gradientenvektor d(k)
(Abb. 12.2) berechnen:

—T’\
coseq = kAd(k) mit k= £ (12.20)
|d(k)| 14

Im Gegensatz zum Winkelfehler fiir den 2D-Gradienten in (12.19) nimmt
der Winkelfehler nach (12.20) nur positive Werte an. Er kann nicht die
Richtung der Abweichung angeben.

Es gibt eine groRe Fiille von Kantendetektoren. Wir werden einige von
ihnen sorgféltig in den Abschn. 12.3.3-12.3.5 untersuchen.

12.3.3 Diskrete Differenzen erster Ordnung

Differenzen erster Ordnung sind der einfachste Ansatz zur Berechnung
eines Gradientenvektors. Die erste partielle Ableitung in x-Richtung,
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0g(x1,x2)/0x1, konnen wir approximieren durch:
g(x1,x2) — g(x1 — Axq,Xx2)
AXx1

g(x1 + Axy,x2) — g(x1,x2)
o)
AXl

Ruckwartsdifferenz

Vorwartsdifferenz der

g(x1 + Axy,x2) — g(x1 — Axy1,Xx2)
2AX )

Symmetrische Differenz

Diese Naherungen entsprechen den Filtermasken (22b
Rickwarts D, = [l. —1]
Vorwarts *Dy = [1 —-1.] (12.22)
Symmetrisch D>, = 1/2[10 —1].

Der Index e bezeichnet den Punkt, an den das Ergebnis zurtickgeschrie-
ben wird. Die in Abschn. 12.2.3 geforderte Symmetrie zeigt nur die letzte
Maske. Wir konnen die Zweielementmasken, die dem Riickwaérts- oder
Vorwartsgradienten entsprechen, auch als ungerade bzw. antisymmetri-
sche Masken betrachten, wenn das Ergebnis nicht an der Position des
rechten oder linken Bildpunktes, sondern zwischen den beiden Pixeln
gespeichert wird. Dies entspricht einer Verschiebung des Gitters um ei-
ne halbe Bildpunktdistanz. Dann ist die Transferfunktion fiir den Riick-
wartsgradienten

*aix = exp(inlEX/Z) [1 — exp(—iTrlEX)] = 2isin(mrky/2), (12.23)

wobei der erste Term aus der Verschiebung um einen halben Gitterab-
stand herrihrt.

Unter Verwendung von (12.10) reduziert sich die Transferfunktion
des symmetrischen Ableitungsoperators auf

cigx =isin(mky) = isin(mrk cos P). (12.24)

Diesen Operator kann man sich auch wie folgt zusammengesetzt den-
ken:

Doy = Dy 'By=[1. —1]%1/2 [11.]=1/2[10 —-1].

Fur Differenzenfilter in andere Richtungen gelten entsprechende Glei-
chungen. Die Transferfunktion des symmetrischen Differenzenfilters in
y-Rchtung ist z.B. gegeben durch

dAZy = isin(TrIEy) = isin(TrIE sin¢). (12.25)
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Abbildung 12.4: Detektion von Kanten mit Ableitungsoperatoren: a Original-
bild, b Laplaceoperator L, c horizontale Ableitung D-,, d vertikale Ableitung
Dy, e Betrag des Gradienten (Do - Doy + Doy - Doy)V/2 und f Summe der
Betrdge von c und d nach (12.15).

Bei der Anwendung von D>, auf das Ring-Testmuster in Abb. 12.3
wird die Richtungsabhéangigkeit und die Phasenverschiebung von 90° die-
ser Filter deutlich. Abbildung 12.4 zeigt die Detektion von Kanten mit
diesen Filtern, den Betrag des Gradienten und die Summe der Betrage
von Dy, und Dy>,,.
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Abbildung 12.5: a Anisotropie im Betrag und b Fehler in der Richtung des Gradi-

T
enten fiir den symmetrischen Gradientenfilter [Dgx, ZDzy] . Die Parameter sind
der Betrag der Wellenzahl (0 bis 1) und der Winkel zur x-Achse (0 bis 1t/2).

Diese einfachen Gradientenfilter sind nur eine diirftige Naherung fir
Kantendetektoren. Aus (12.24) bis (12.25) kénnen wir ableiten, dass Be-
trag und Richtung des Gradienten sich aus

. - - 1/2
|d| = (sinZ(nkcos @) + sin?(rrk sin qb)) (12.26)

und .
sin® (1rk sin d)

: _ (12.27)
sin(1rk cos ¢b)

¢’ = arctan
ergeben, wobei die Wellenzahl in Polarkoordinaten (k, ¢) geschrieben
wurde. Die resultierenden Fehler sind als Pseudo-3D-Grafik in Abb. 12.5
als Funktion des Betrags der Wellenzahl und des Winkels zur x-Achse
gezeigt. Der Betrag des Gradienten nimmt vom korrekten Wert rasch ab.
Eine Taylorreihe von (12.26) in k ergibt fiir den Fehler des Betrags

(rk)?
12
Der Betrag ist in Diagonalenrichtung grofer. Damit ist der Filter aniso-

trop.

Der Fehler in der Richtung des Gradienten ist ebenfalls gro. Wahrend
der Fehler in Richtung der Achsen und Diagonalen null ist, erreicht er in
den dazwischenliegenden Richtungen bereits bei k = 0,5 Werte von et-
wa + 10° (Abb. 12.5b). Eine Taylorreihe von (12.27) in k ergibt fiir kleine
k ndherungsweise den Winkelfehler

em(k, ) =~ sin®2¢ + O (k). (12.28)

(k)2
24

Aus dieser Gleichung sehen wir, dass der Winkelfehler fir ¢ = nmr/4
mit n € Z, also fir ¢ = 0°, 45°, 90°, ...null ist.

ep(k, d) = sin4¢ + O (k*). (12.29)
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12.3.4 Spline-basierte Kantendetektion*

Die kubische B-Spline-Transformation, die in Abschn. 10.6.5 fiir die Interpola-
tion benutzt wurde, hat zu einer kontinuierlichen Repriasentation eines Bildes
mit stetigen Ableitungen erster und zweiter Ordnung gefiihrt:

93(x) = > cnP3(x —n), (12.30)

wobei 3 (x) die in (10.60) definierte kubische B-Spline-Funktion ist. Ausgehend
von dieser kontinuierlichen Darstellung ist die Berechnung der raumlichen Ab-
leitung von g3 (x) einfach:

0g3(x) _ Se 0B3(x —n)

o Ix (12.31)

n

Fiir einen diskreten Ableitungsfilter benotigen wir nur die Ableitungen an den
Gitterpunkten. Abbildung 10.20a zeigt, dass die kubische B-Spline-Funktion
hochstens liber 5 Gitterpunkte ausgedehnt ist. Das Maximum der Spline-Funk-
tion liegt am zentralen Gitterpunkt. Die Ableitung ist also an diesem Punkt null,
ebenso an den beiden duBeren Gitterpunkten. Die Ableitung ist daher nur an
den direkten rechten und linken Nachbarn des zentralen Gitterpunktes ungleich
null. Am Gitterpunkt x,, reduziert sie sich deshalb auf

0g3(x)

2 = (Cm+1 — Cm-1)/2. (12.32)
X Xm

Damit ist die auf der kubischen B-Spline-Transformation basierende Berech-

nung der Ableitung erster Ordnung tatsadchlich eine effiziente Losung. Wir

fithren zunachst die kubische B-Spline-Transformation in Richtung der zu be-

rechnenden Ableitung durch (Abschn. 10.6.5) und wenden dann den einfachen
D> ,-Operator an. Dann ergibt sich die Transferfunktion zu

; I 515

D, =i sin(trky) ~ :inl%xfin k3.

2/3 + 1/3cos(1rky) 180

+0 (k7). (12.33)

Die Fehler von Betrag und Richtung eines auf dem B-Spline-Ableitungsfilter ba-
sierenden Gradientenvektors sind in Abb. 12.6 gezeigt. Sie sind betrachtlich
geringer als bei einfachen Ableitungsfiltern (vgl. Abb. 12.5). Dies wird quantita-
tiv deutlich anhand von Taylorreihen fiir den Fehler des Betrags des Gradienten
und fiir den Winkelfehler:

- )5 -
em (K, ) ~ — (’27:(; sin?2¢p + O(k7) (12.34)
\4
ey (R, ) ~ (’772"0) sin4d + O(K5). (12.35)

Die Fehler tauchen jetzt erst in den Termen mit k* auf. Man vergleiche (12.34)
und (12.35) mit (12.26) und (12.27) und mit (12.56) und (12.57).
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Abbildung 12.6: a Anisotropie im Betrag und b Fehler in der Richtung des Gra-
dienten fiir den kubischen B-Spline-Ableitungsoperator nach (12.33). Die Para-
meter sind der Betrag der Wellenzahl (0 bis 1) und der Winkel zur x-Achse (0 bis
TT/2).

Abbildung 12.7: a Anisotropie im Betrag und b Fehler in der Richtung des Gra-
dienten fiir den mit der Methode der kleinsten Quadrate nach (12.39) optimierten
Ableitungsfilter fiir R = 3 (d, = —0.597949,d, = 0.189835, d3 = —0.0357216).
Die Parameter sind der Betrag der Wellenzahl (0 bis 1) und der Winkel zur x-
Achse (0 bis 1t/ 2).

12.3.5 Optimierter Gradient

In diesem Abschnitt besprechen wir Ableitungsfilter erster Ordnung, die mit
der Methode der kleinsten Quadrate optimiert werden. Diese Technik haben
wir bereits in Abschn. 10.6.6 zur Optimierung von Interpolationsfiltern ver-
wendet. Die grundlegende Idee ist es, ein 1D-Filter mit R Koeffizienten und
ungerader Symmetrie in der Ableitungsrichtung w anzusetzen und die Koef-
fizienten so zu variieren, dass die Abweichung der Transferfunktion von der
idealen Transferfunktion ik, minimal wird. Damit ist die Zielfunktion des
Optimierungsansatzes _ _

t(ky) = imky, (12.36)
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Abbildung 12.8: a Anisotropie im Betrag und b Fehler in der Richtung des Gra-
dienten fiir den mit der Methode der kleinsten Quadrate nach (12.41) optimier-
ten rekursiven Ableitungsfilter fiir R = 2 (B = —0.439496, d; = —0.440850,
d»> = —0.0305482. Die Parameter sind der Betrag der Wellenzahl (0 bis 1) und
der Winkel zur x-Achse (0 bis 1t/2).

und die Transferfunktion des 1D-Filters der Grofe 2R + 1 mit R unbekannten

Koeffizienten ist
R

Rd(kw) = -1 2d, sin(vrrky). (12.37)
v=1
Wie bei den Interpolationsfiltern in Abschn. 10.6.6 werden die Koeffizienten so
bestimmt, dass die Summe der quadratischen Abweichungen zwischen ®d (k)
und £ (k) minimal wird:

1
Jw(llw) R (k) - ERu)|” . (12.38)
0

Dabei bestimmt die wellenzahlabhingige Wichtungsfunktion w (fcw ), wie stark
die unterschiedlichen Wellenzahlen gewichtet werden.

Als zusitzliche niitzliche Zwangsbedingung konnen wir fordern, dass die Trans-
ferfunktion bei kleinen Wellenzahlen gleich itk sein soll. Diese Bedingung re-
duziert die Zahl der Freiheitsgrade fiir die Filteroptimierung von R Koeffizienten
auf R — 1. Anstelle von (12.37) ergibt sich dann folgender Ansatz:

R
Rd = —isin(mky) 1) 2d, (sin(vmky) — v sin(rky,) ) (12.39)
v=2
nd u
u dy=1- Y vd,. (12.40)
v=2

Wie ein Vergleich der Abb. 12.6 und 12.7 zeigt, weist dieses Filter deutlich ge-
ringere Fehler auf als das Filter basierend auf kubischer B-Spline-Interpolation.
Ableitungsfilter konnen weiter verbessert werden, indem der Abfall in der Trans-
ferfunktion zu hohen Wellenzahlen durch ein vor- und zurticklaufendes Rela-
xationsfilter (Abschn. 4.3.5, Abb. 4.4b) kompensiert wird. Dann ergibt sich fol-



12.4 Kantendetektion durch Nulldurchgdnge 347
gender Ansatz fiir die Transferfunktion:

R
—isin(mrk) — i Z 2d, (sin(vrrl%w) -V sin(rrl%w)>

RB)J — v=2 i 12.41
1+ B — Bcos(trky) ( )

mit dem zusatzlichen Parameter 8. Abbildung 12.8 zeigt den Fehler in Betrag
und Richtung des Gradienten fiir ein Filter mit R = 2 Koeffizienten.

Eine ausfiihrliche Diskussion des Entwurfs optimaler Ableitungsfilter mit Filter-
koeffiziententabellen findet sich bei Jahne [89].

12.4 Kantendetektion durch Nulldurchgdnge

12.4.1 Prinzip

Kanten sind Nulldurchgdinge in der zweiten Ableitung (Abb. 12.1). Daher
bildet die Summe der partiellen zweiten Ableitungen in allen Richtungen
nach (12.5) einen linearen isotropen Kantendetektor mit der Transfer-
funktion —(1k)2, der als Laplaceoperator bekannt ist. Aus Abb. 12.1
wird aber auch deutlich, dass nicht jeder Nulldurchgang eine Kante dar-
stellt. Nur wenn es Signalspitzen unmittelbar vor und nach der Nullstelle
gibt, die deutlich hoher sind als der Rauschpegel, dann liegt eine signi-
fikante Kante vor. Aus Abb. 12.1 konnen wir auch entnehmen, dass die
Kantendetektion mit dem Laplaceoperator deutlich rauschanfalliger ist
als die gradientenbasierte Kantendetektion.

12.4.2 Laplacefilter

Zu Differenzenoperatoren zweiter Ordnung gelangen wir direkt durch
eine zweifache Anwendung der Operatoren erster Ordnung:

D2 = "Dy TDy. (12.42)
Im Ortsraum entspricht dies den Faltungsmasken
[1. —1]*[1 —-1.]=[1 —21]. (12.43)

Der diskrete Laplaceoperator £ = D2 + D§ fiur 2D-Bilder hat daher die
Filtermaske

1 0 1 0
L=[1 —2 1]+ 2 1=11 -4 1 (12.44)
1 0 1 0

und die Transferfunktion:

l(k) = -4 sin? (1rky /2) — 4sin2(1rl~<y/2). (12.45)
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Abbildung 12.9: Transferfunktionen diskreter Laplaceoperatoren und deren
Anisotropie: a L (12.44), b L(k,0) — L(k,0); c L' (12.48),d L' (k,0) — L' (k,0).

Wie andere diskrete Ndaherungen von Operatoren ist der diskretisierte
Laplaceoperator nur fir kleine Wellenzahlen isotrop (Abb. 12.9a):

I(k,p) = — (k)% + %(1‘(12)4 + % cos4p(mk)* + 0(k).  (12.46)

Es gibt viele andere Wege zur Konstruktion einer diskreten Naherung
fiir den Laplaceoperator. Interessant ist die Verwendung einer Binomi-
almaske. Mit (11.23) konnen wir alle Binomialmasken fiir ausreichend
kleine Wellenzahlen durch folgende Gleichung approximieren:

b?R(k) ~1 - %(im)2 +O0(kY). (12.47)

Hieraus schlieRen wir, dass jeder Operator B — 7 fiir kleine Wellen-
zahlen einen Laplaceoperator bildet. Zum Beispiel ist

1121 0 0 0
L' =4B*-1) = 1 2 4 2|-10 4 0
1 21 0 00
) ) 1 (12.48)
N R T
41 2 1
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mit der Transferfunktion
I'(k) = 4 cos®(mky/2) cos? (1rky /2) — 4 (12.49)

eine weitere Realisierung eines diskreten Laplaceoperators. Fur kleine
Wellenzahlen kann er durch

U'(k,p) ~ — (k)2 + 3%(7712)4 - % cos4¢p (k) + 0(k%)  (12.50)
angendhert werden. Fiur groRe Wellenzahlen zeigen die Transferfunk-
tionen beider Laplaceoperatoren £ und £’ betrachtliche Abweichungen
von einem idealen Laplaceoperator —(1mk)?2 (Abb. 12.9). £’ hat aber eine
signifikant geringere Anisotropie als L.

12.5 Regularisierte Kantendetektion

12.5.1 Prinzip

Die bisher besprochenen Kantendetektoren sind wenig brauchbar, ins-
besondere bei verrauschten Bildern. Wegen der kleinen MaskengroRe ist
die Transferfunktion bei groRen Wellenzahlen hoch. Dort ist aber oft
mehr Rauschen als Nutzsignal vorhanden. Mit anderen Worten: fiir die
Kantendetektion haben wir bisher noch nicht die in Abschn. 5.1.1 dis-
kutierte Bedeutung der Skalen fiir die Bildverarbeitung beriicksichtigt.
Optimale Kantendetektoren miissen daher auf den Wellenzahlenbereich
eingestellt werden, bei dem das maximale Signal-zu-Rausch-Verhiltnis
vorliegt. Also miissen wir Filter entwickeln, die zwar in eine Richtung
ableiten bzw. Differenzen bestimmen, in alle anderen Richtungen aber
eine Glattung vornehmen.

Eine Glattung ist besonders effektiv in hoherdimensionalen Signalen,
da eine Glattung in alle Richtungen senkrecht zu dem Gradienten die
Kante nicht verschmiert. Ein Differenzenfilter, das eine Glattung bein-
haltet, wird als ein regularisierter Kantendetektor bezeichnet, da dieser
eine robuste Losung fiir das schlecht gestellte Problem der Bestimmung
von Ableitungen aus diskreten Signalen erlaubt.

12.5.2 Regularisierte 2 x 2-Kantendetektoren

Der kleinste regularisierte 2D-Gradientenoperator hat die 2 x 2-Masken
11 -1 1 1 1

und die Transferfunktionen
dxﬁy(lz) = Zisin(Trfcx/Z)Cos(nIEy/Z)

R o . . (12.52)
dyby(k) = 2isin(mrk, /2)cos(mrky/2).
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Abbildung 12.10: a Anisotropie des Betrags und b Fehler in der Richtung
des Gradienten basierend auf den regularisierten 2 x 2-Kantendetektoren nach
(12.51). Die Parameter sind der Betrag der Wellenzahl (0 bis 1) und der Winkel
zur x-Achse (0 bis 1t/ 2).

Bei diesen kleinen Masken gibt es keinerlei Optimierungsmoglichkei-
ten. Die Filter Dy = [1 —1] und D, = [1 - l]T sind nicht geeignet
zur Bildung eines Gradientenoperators, da D und D, das Faltungser-
gebnis um jeweils einen halben Pixelabstand in die x- bzw. y-Richtung
verschieben.

Die Fehler im Betrag und in der Richtung des Gradienten sind fiir
kleine Wellenzahlen

3 )3 3

em(k, ) ~ —% sin® 2¢p + O (k). (12.53)
3 )2 3

eg(k, ) ~ — (’Z’;) sinde + 0 (k). (12.54)

Die Fehler sind deutlich (fur kleine Wellenzahlen um etwa die Héalfte)
kleiner als bei dem auf dem symmetrischen Differenzenoperator basie-
renden Gradienten (Abb. 12.5 und 12.10), obwohl die anisotropen Terme
in der gleichen Ordnung in der Wellenzahl in (12.28) und (12.29) erschei-
nen.

12.5.3 Sobel-Kantendetektoren

Der Sobeloperator verwendet Differenzenfilter, die das Bild in der Rich-
tung senkrecht zur Ableitungsrichtung mitteln:

(fro-1 o2
DyxBy =2 2 0 2|, DyyBr=g| 0 0 0] (1255
10 -1 -1 -2 -1

Abbildung 12.11 zeigt die resultierenden Fehler des Betrags und der
Richtung des Gradienten. Die Verbesserung gegeniiber dem symmetri-
schen Differenzenoperator (Abb. 12.5) ist vergleichbar mit der des regu-
larisierten 2 x 2-Kantendetektors (Abb. 12.10). Eine Taylorentwicklung
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Abbildung 12.11: a Anisotropie im Betrag und b Fehler in der Richtung des
Gradienten fiir den Sobel-Kantendektor (12.55). Die Parameter sind der Betrag
der Wellenzahl (0 bis 1) und der Winkel zur x-Achse (0 bis 1t/2).

liefert als Naherung fiir kleine Wellenzahlen die gleichen Ergebnisse (ver-

gleiche (12.53) und (12.54)):

(k)3
24

em(k, ) ~ — sin®2¢ + 0 (k) (12.56)

fiir den Fehler des Betrags und

(k)2
48

ep(k, ) ~ — sin4¢ + O (k%) (12.57)
fiir den Fehler der Gradientenrichtung. Ein Vergleich mit den entspre-
chenden Gleichungen (12.28) und (12.29) fiir die einfachen Ableitungs-
filter zeigt, dass sowohl die Anisotropie als auch der Winkelfehler des
Sobeloperators nur halb so groR sind. Allerdings nimmt der Fehler im-
mer noch mit dem Quadrat der Wellenzahl zu. Der Richtungsfehler des
Sobeloperators betragt bei einer Wellenzahl von 0,5 bis zu 5°, was fiir die
meisten Anwendungen nicht toleriert werden kann.

12.5.4 Ableitungen der GauRfunktion

Eine lang bekannte Klasse von regularisierten Ableitungsfiltern sind Fil-
ter, die auf der Ableitung von Glattungsfiltern auf der Basis der Gaul-
funktion beruhen. Ein solches Filter wurde z.B. von Canny [23] zur
optimalen Kantendetektion eingesetzt und ist nun unter dem Namen
Canny-Filter bekannt. Fiir diskrete Daten approximiert man diese Ope-
ratoren am besten durch Ableitungen des Binomial-Glattungsfilters (Ab-
schn. 11.4) als

BRID, = Doy BR (12.58)
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Abbildung 12.12: a Anisotropie im Betrag und b Fehler in der Richtung des
Gradienten fiir den optimierten Sobel-Kantendektor (12.62). Die Parameter sind
der Betrag der Wellenzahl (0 bis 1) und der Winkel zur x-Achse (0 bis 1t/2).

mit einer nicht-quadratischen (2R + 3) x (2R + 1) ~! W-dimensionalen
Filtermaske und der Transferfunktion

w
BRI, (k) = isin(mky) [ ] cos?R (1ky, /2). (12.59)

w=1

Uberraschenderweise stellen sich diese Filter als eine schlechte Wahl
heraus, da die Anisotropie die gleiche ist wie beim symmetrischen Dif-
ferenzenfilter. Das sieht man sofort fiir die Richtung des Gradienten.
Die Glattungsterme sind gleich fiir beide Richtungen und kiirzen sich
deswegen in (12.19) heraus. Die verbliebenen Terme sind dieselben wie
beim symmetrischen Differenzenfilter.

In dhnlicher Weise haben die sobelartigen R" -Differenzenoperatoren

RSw =DuwBR1 T] BR, (12.60)
w'Fw
mit einer (2R +1)" groRen W-dimensionalen Filtermaske und der Trans-
ferfunktion

w
RS4(k) = itan(mka/2) [ | cos®R(mka/2) (12.61)

w=1

die gleiche Ansiotropie bei der gleichen Wellenzahl wie der 3 x 3-So-
beloperator.

12.5.5 Optimierte regularisierte Kantendetektoren

Wir konnen leicht einen optimierten Sobeloperator mit einem minimalen
Fehler der Richtung des Gradienten ableiten. Der Vergleich von (12.27)
und (12.57) zeigt, dass die beiden Filter Winkelfehler in entgegengesetz-
ter Richtung aufweisen. Es scheint, als ob der Sobeloperator zu stark
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senkrecht zur Ableitungsrichtung glattet, der symmetrische Differen-
zenoperator dagegen zu wenig, namlich tiberhaupt nicht. Daher ist zu
vermuten, dass durch geeignete Kombination der beiden Operatoren,
d. h. durch Einstellung der Querglattung, ein minimaler Winkelfehler er-
reicht wird. Die Querglattung kann durch Erhéhung des zentralen Koeffi-
zienten erniedrigt werden. Tatsdchlich zeigten Jahne et al. [94] mit Hilfe
eines nichtlinearen Optimierungsverfahrens, dass folgende Operatoren
optimal beziiglich des Winkelfehlers des Gradienten sind (Abb. 12.12):

3 0 -3
1/4D2x(3B5, +I) = —— | 10 0 -10 |,
3 0 -3
- (12.62)
3 10 3
1/4D>,(3B2 +I) = ——| O 0 0
| -3 -10 -3

Ahnliche Optimierungen sind fiir Ableitungsoperatoren mit groReren
Masken moglich.

12.5.6 LoG- und DoG-Filter

Laplacefilter neigen dazu, Rauschen in Bildern betrédchtlich zu erhéhen,
da die Transferfunktion proportional zum Quadrat der Wellenzahl ist.
Ein besserer Kantendetektor ergibt sich, wenn wir das Bild zuerst gliatten
und danach das Laplacefilter anwenden. Dadurch erhalten wir eine Art
steuerbare Kantendetektion. Solch ein Filter wird in der Literatur La-
place of Gaussian-Filter (abgekiirzt LoG-Filter) oder als Marr-Hildreth-
Operator [134] bezeichnet.

Im diskreten Fall wird ein LoG-Filter angenahert, indem das Bild zu-
nachst mit einer Binomialmaske gegldttet und anschlieRend mit dem dis-
kreten Laplaceoperator gefiltert wird. Damit erhalten wir den Operator
LBP mit folgender Transferfunktion:

LBP (k) = —4 [sin? (1rky/2) + sin® (1rky /2) | cos? (ki /2) cos? (1rky /2).
(12.63)
Fur kleine Wellenzahlen kann diese Transferfunktion mit
A - o 1 1
LBP ~ — 2 [— =
(k, $) (k) + 76 3
naherungsweise bestimmt werden.
In Abschn. 12.4.2 haben wir gesehen, dass ein Laplacefilter besser
mit Operatoren vom Typ B? — 7 beschrieben werden kann. Glatten wir
zusatzlich, fiithrt diese Naherung zu einem Filtertyp, der als Difference
of Gaussian-Filter oder abgekiirzt DoG-Filter bezeichnet wird:

1 )4
P+ g Cos(4<;b)] (k) (12.64)

4(B1 —1)BP = 4(BPT1 - BP). (12.65)
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Abbildung 12.13: Pseudo-3D-Plot der Transferfunktionen a des LoG-Filters £ B2
und b des DoG-Filters 4(B* — B?).

Dieses DoG-Filter hat die Transferfunktion

4(BP+2 —BP)(k) = 4cosP*?(rky/2) cosP2 (1T, /2)

4cosP (Trky /2) cosP (1rky /2), (12.66)

welche fiir kleine Wellenzahlen mit

BP+2 _BPY (K ~ _(mi2al3 .1
4(BP*2-BP) (R, ) ~ — (k)2 + [32 +g
angendhert werden kann. In Abb. 12.13 sind die Transferfunktionen der
LoG- und DoG-Filter verglichen. Offensichtlich zeigt das DoG-Filter ge-
ringere Abweichungen von einem isotropen Filter. Ein Filter mit noch
geringerer Abweichung lasst sich konstruieren, wenn wir (12.64) und
(12.67) vergleichen. Die anisotropen Terme cos4¢ haben unterschied-
liche Vorzeichen. Damit kénnen sie leicht kompensiert werden, indem
LoG- und DoG-Operatoren nach der Formel 2/3DoG + 1/3LoG gemischt
werden. Dies entspricht dem Operator (8/3B2 —8/37 — 1/3L)B".

LoG- und DoG-Filteroperatoren haben groRe Bedeutung fiir das visu-
elle System des Menschen [133].

1 4
p- 9% cos(4<;b)] (rrk)* (12.67)

12.6 Kanten in Mehrkanalbildern#

Die Analyse von Kanten ist in Mehrkanalbildern sehr viel schwieriger als die
Mittelwertbildung, die in Abschn. 11.8 besprochen wurde. Das Grundproblem
liegt in der Tatsache, dass die unterschiedlichen Kanéle kontrdre Daten iiber
Kanten enthalten konnen. Der Gradient in Kanal A kann in eine andere Richtung
zeigen als der in Kanal B. Die einfache Addition der Gradienten aller Kanéle

P
> Vgp(x) (12.68)
p=1
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ist daher nicht sinnvoll. Es ist sogar moéglich, dass die Gradienten zweier Kanéle
in entgegengesetzte Richtungen zeigen, so dass sie sich gegenseitig ausloschen.
Dieser Fall kann dann nicht von konstanten Bereichen in beiden Kandlen unter-
schieden werden.

Ein besseres Mal der resultierenden Kantenstéarke ist deshalb die Summe der
quadrierten Betrdage der Gradienten aller Kandle:

P 39,
> 1Vgyl? Z Z ( ) (12.69)
p=1

p=1lw=1 OXw

Dieser Ausdruck ergibt zwar eine brauchbare Abschitzung der resultierenden
Kantenstarke, aber er 16st das Problem der kontrdren Kantenrichtungen nicht.
Eine Analyse, wie die Kanten in den P Kanilen verteilt sind, ist mit folgender
symmetrischer W x W-Matrix § moéglich, wobei W die Dimension des Mehrka-
nalbildes ist:

s=JTJ. (12.70)
J ist die wie folgt definierte Jacobi-Matrix:
[ 991 %91 . 0g1
0x1 0X> oxXw
09> 092 . 09
0x 0x 0x
J= boo "ol (12.71)
ogr Ogr  9gr
L 0x1 0x2 oxy

Die Elemente der Matrix S sind daher

P

_ N 99»99p
Sk = gl 3%, Ix,” (12.72)

Da S eine symmetrische Matrix ist, konnen wir sie durch eine Koordinatentrans-
formation diagonalisieren und kénnen schreiben:

_ ) i}
>\ 0x] ,
agp) )
0 P - 0
s = %(BXz . (12.73)
0 0
2
agn)
0 !
| %(axw

Im Falle einer idealen Kante ist nur einer der Diagonalterme ungleich null. Die
zugehorige Koordinatenrichtung steht senkrecht zur Diskontinuitdt. In allen
anderen Richtungen sind die Diagonalterme null. Daher ist dieser Fall daran zu
erkennen, dass der Rang von $ eins ist.
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Zeigen jedoch die Kanten in den unterschiedlichen Kanélen zufallig in alle Rich-
tungen, sind alle Terme ungleich null. Auf diese Weise ist es im Prinzip moglich,
zufallige Grauwertverdanderungen durch Rauschen von kohédrenten Kanten zu
unterscheiden. Die Spur der Matrix S

w w P dg 2
Spur($) = > Sww = . > (ax"> (12.74)
1 w=1p=1 w

w=

fiihrt zu dem schon in (12.69) definierten Mal} der Kantenstarke. Diese ist unab-
héangig von der Orientierung der Kante, da die Spur einer symmetrischen Matrix
bei Drehung des Koordinatensystems invariant ist.

12.7 Literaturhinweise zur Vertiefung*

Uber Kantendetektion gibt es eine verwirrende Fiille von Arbeiten in der Lite-
ratur. Hier wird nur auf einige sorgfaltig ausgewéahlte Referenzen hingewiesen.
Die Entwicklung der Kantendetektion auf Basis von Differenzenfiltern erster
Ordnung kann an Hand weniger Schliisselpublikationen verfolgt werden. Canny
[23] entwickelte einen optimalen Kantendetektor auf der Basis von Ableitungen
der GauRfunktion, Deriche [36] stellte ein schnelle rekursive Implementierung
des Canny-Detektors vor, Lanser und Eckstein [ ] verbesserten die Isotropie
von Deriches rekursivem Filter und Jahne et al. [94] entwickelten eine generel-
le nichtlineare Optimierungsstrategie fiir Kantenfilter mit optimaler Isotropie.
Die Kantendetektion auf Basis von Differenzenfiltern zweiter Ordnung (Null-
durchginge) wurde stark durch biologische Sehsysteme beeinflusst. Grundle-
gende Arbeiten sind bei Marr und Hildreth [ ] und Marr | ] zu finden. Fur
weitergehende Arbeiten in Richtung eines universellen Systems fiir Nachbar-
schaftsoperatoren sei auf die Arbeiten von Koenderink und van Doorn |[ ]
und Danielsson et al. [30] verwiesen.



13 Einfache Nachbarschaften

13.1 Einfiihrung

Im letzten Kapitel haben wir uns mit Nachbarschaftsoperationen zur Mit-
telung und Kantendetektion beschéaftigt. Damit haben wir nur die ein-
fachsten Strukturen in einer lokalen Umgebung studiert, ndmlich kon-
stante Flachen und Kanten (Diskontinuitdten). In einer lokalen Umge-
bung konnen jedoch auch Muster vorhanden sein. In diesem Kapitel
betrachten wir einfache Muster in einer lokalen Nachbarschaft, die wir
als einfache Nachbarschaft bezeichnen wollen. Zur Einfithrung fragen
wir uns, welche Arten von Mustern dafiir geeignet sind, um mit unserem
visuellen System Objekte vom Hintergrund unterscheiden zu kénnen.

Wie Abb. 13.1 zeigt, konnen wir Objekte erkennen, auch wenn sie sich
nicht durch ihren mittleren Grauwert vom Hintergrund unterscheiden,
sondern nur durch Orientierung oder GroRe eines Musters. Um diese
Aufgabe mit einem digitalen Bildverarbeitungssystem durchzufiihren,
benétigen wir Operatoren, die Orientierung und Grofe von Mustern be-
stimmen und damit ein Grauwertbild in ein Merkmalsbild umwandeln.
In einem Merkmalsbild konnen wir dann Muster, die sich durch Orien-
tierung oder GroRe unterscheiden, einfach separieren.

Lokale Umgebungen, die durch eine Orientierung beschrieben werden
konnen, bezeichnen wir als einfache Nachbarschaften. Die Entwicklung
geeigneter Operatoren zur Erfassung von Orientierung und Struktur-
groRe ist eine wichtige und notwendige Voraussetzung fir die Analyse
komplexer Strukturen. Die Bedeutung ein und derselben lokalen Struktur
kann sehr unterschiedlich sein, wie Abb. 13.2 fir 2D-Bilder zeigt:

e Im einfachsten Fall unterscheiden sich Objekt und Hintergrund durch
den Grauwert (Abb. 13.2a). Dann bedeutet eine Grauwertanderung in
einer lokalen Umgebung, dass eine Objektkante vorliegt. Eine Analyse
der Orientierung ergibt die Kantenorientierung.

e In Abb. 13.2b unterscheiden sich die Objekte vom Hintergrund durch
die Orientierung ihres Musters oder ihrer Textur. Nun stehen lokale
raumliche Strukturen nicht fiir eine Kante, sondern charakterisieren
die Textur. Mit der Texturanalyse befassen wir uns in Kapitel 15.

¢ In Bildsequenzen werden lokale Strukturen im Orts/Zeit-Raum durch

die Bewegung bestimmt. Dies ist in Abb. 13.2c fiir ein zweidimensio-

nales Orts/Zeit-Bild gezeigt. Bewegung ist ein wichtiges Merkmal,
357
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Abbildung 13.1: Objekterkennung durch Unterschiede a des Grauwertes, b der
Orientierung oder c der Gréfie eines Musters.
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Abbildung 13.2: Drei Interpretationen orientierter lokaler Strukturen in 2D-
Bildern: a Objektkante; b Orientierung von Mustern; ¢ Bewegung als Orientie-
rung in einem 2D-Orts/Zeit-Bild.

das wie jedes andere Objekte identifiziert. Sie wird uns im Detail in
Kapitel 14 beschaftigen.

Obwohl die drei Beispiele sich auf vollig unterschiedliche Bilddaten
beziehen, haben sie gemeinsam, dass die lokale Struktur durch Orientie-
rung charakterisiert ist, d.h., die lokalen Grauwerte verdndern sich nur
in einer Richtung. In diesem Sinne ist das Konzept der Orientierung nur
eine Erweiterung des Konzepts der Kanten.

13.2 Eigenschaften einfacher Nachbarschaften

13.2.1 Darstellung im Ortsraum

Lokale Umgebungen werden mathematisch am besten mit kontinuierli-
chen statt diskreten Funktionen beschrieben. Dieser Ansatz hat zwei
signifikante Vorteile. Erstens ist es dadurch einfacher, Konzepte zu for-
mulieren und ihre Eigenschaften analytisch zu untersuchen. Solange das
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abgetastete Bild das Abtasttheorem erfiillt, bleiben alle gewonnenen Er-
gebnisse giiltig, da es eine exakte Reprdsentation der kontinuierlichen
Grauwertfunktion ist. Zweitens kénnen wir zwischen Fehlern, die mit
dem gewaihlten Ansatz zusammenhéngen, und solchen, die auf die Dis-
kretisierung zuriickzufiihren sind, unterscheiden.

Eine lokale Umgebung mit idealer lokaler Orientierung ist dadurch
charakterisiert, dass der Grauwert sich nur in einer Richtung verandert.
Lokale Orientierung wird, da die Grauwerte entlang von Linien konstant
sind, auch als lineare Symmetrie bezeichnet [13]. Hierfiir wurde von
Granlund und Knutsson [63] der Begriff der einfachen Nachbarschaft
gepragt. Orientieren wir eine Achse des Koordinatensystems entlang
der Richtung, in der sich die Grauwerte dandern, werden die Grauwer-
te zu einer eindimensionalen Funktion mit nur einer Koordinate. Im
allgemeinen bezeichnen wir die Richtung der lokalen Orientierung mit
einem Einheitsvektor 71, der auf den Linien der konstanten Grauwerte
senkrecht steht. Dann wird eine einfache Nachbarschaft mathematisch
folgendermalen wiedergegeben:

g(x) = g(xTn), (13.1)

wobei wir hier das Skalarprodukt der Einfachheit halber mit x 7 schrei-
ben. Gleichung (13.1) gilt auch fiir Bilder hoherer Dimensionen. Die Pro-
jektion des Vektors x auf den Einheitsvektor 7 bewirkt, dass die Grau-
werte nur noch von einer skalaren GroRe, der Koordinate in Richtung
von #f, abhdngen (Abb. 13.3). Die Korrektheit dieser Darstellung lasst
sich leicht verifizieren, indem wir den Gradienten

0g(xTn)
ox1 ﬁlg'(xTﬁ)
vVg(xTn) = = =ng (x"n) (13.2)
og(xTn) awg (xTh)
aXW

berechnen. Mit g’ bezeichnen wir die Ableitung von g nach der skalaren
GroRe xT 7. In der Hyperebene senkrecht zum Gradienten sind die Werte
lokal konstant. Gleichung (13.2) beweist, dass der Gradient in Richtung
von i liegt.

13.2.2 Darstellung im Fourierraum

Eine einfache Nachbarschaft hat auch im Fourierraum eine spezielle Form.
Um sie herzuleiten, nehmen wir in einem ersten Schritt an, dass das ge-
samte Bild durch (13.1) beschrieben wird und deshalb # unabhéngig von
der Position ist. Dann konnen wir — ausgehend von der Tatsache, dass
eine einfache Umgebung in allen Richtungen auler 71 konstant ist — fol-
gern, dass die Fouriertransformierte auf eine Linie beschrankt ist. Die
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Abbildung 13.3: Verdeutlichung einer linear symmetrischen oder einfachen
Nachbarschaft. Die Grauwerte hingen nur von einer Koordinate in Richtung
des Einheitsvektors 11 ab.

Richtung der Linie ist durch 7 gegeben:
gx'n)  o—e G5k -nk'n)), (13.3)

wobei k die Koordinate im Fourierraum in der Richtung von # darstellt.
Das Argument in der d-Funktion ist nur null, wenn k parallel zu 7 ist.
In einem zweiten Schritt begrenzen wir nun (13.3) auf eine lokale Umge-
bung, indem wir g(x”#) im Ortsraum mit einer Fensterfunktion w (x —
Xo) multiplizieren. Wir selektieren also eine lokale Umgebung um xj,
deren GroRe und Form durch die Fensterfunktion bestimmt wird. Bei ei-
ner Fensterfunktion, die allmédhlich gegen null geht, verschwindet der
Einfluss der Bildpunkte als Funktion ihrer Entfernung vom zentralen
Bildpunkt. Eine Multiplikation im Ortsraum entspricht einer Faltung im
Fourierraum (Abschn. 2.3). Damit ergibt sich

wix —x0) - gxTh)  o—e  W(k)* §(k)S(k —(kTh)), (13.4)

wobei w (k) die Fouriertransformierte der Fensterfunktion ist.

Die Begrenzung auf eine lokale Umgebung verschmiert also die Linie
im Fourierraum zu einer wurstdhnlichen Form. Wegen der Reziprozitat
der Skalen zwischen den beiden Raumen ist ihre Dicke umgekehrt pro-
portional zur GroRe des Fensters. Ausgehend von dieser elementaren
Beziehung konnen wir bereits qualitativ schliefen, dass die Genauigkeit
der Bestimmung der Orientierung mit dem Verhdltnis der FenstergrofRe
zur Wellenldnge der kleinsten Strukturen im Fenster im direkten Zusam-
menhang steht.

13.2.3 Vektordarstellung lokaler Nachbarschaften

Um einfache Nachbarschaften korrekt darstellen zu konnen, miissen wir
zundchst die Begriffe Orientierung und Richtung unterscheiden. Die
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a b c
A A A

[\

20 > > VA >

Abbildung 13.4: Vektordarstellung der lokalen Orientierung: a Orientierungs-
vektor; b Mittelung der Orientierungsvektoren einer Region mit homogener Ori-
entierung; c das gleiche fiir eine Region mit zufiillig verteilter Orientierung.

Richtung ist Giber den gesamten Winkelbereich von 21t (360°) definiert.
Zwei Vektoren, die in entgegengesetzte Richtungen zeigen, d.h. um 180°
gegeneinander gedreht sind, gelten als unterschiedlich. Der Gradienten-
vektor zeigt zum Beispiel immer in die Richtung ansteigender Grauwer-
te. Bei einem hellen Objekt auf dunklem Hintergrund bedeutet dies, dass
der Gradient an der Kante in Richtung des Objekts zeigt.

Im Gegensatz dazu hat bei der Beschreibung der Richtung einer lo-
kalen Umgebung ein Winkelbereich von 360° keinen Sinn. Wir kénnen
ein um 180° gedrehtes Muster nicht von einem nicht gedrehten unter-
scheiden, da das Muster immer noch die gleiche Richtung hat. Damit
unterscheidet sich die Richtung einer einfachen Nachbarschaft von der
eines Gradienten. Wéhrend Gradienten, die in entgegengesetzte Rich-
tungen zeigen, fiir Objektkanten inkonsistente Information darstellen,
sind sie fiir die Richtung einer einfachen Nachbarschaft konsistente In-
formation.

Um die beiden ,Richtungstypen® zu unterscheiden, sprechen wir in
allen Fallen, in denen nur ein Winkelbereich von 180° erforderlich ist, von
Orientierung. Natiirlich ist die Orientierung immer noch eine zyklische
Grole. Erhoht man die Orientierung iiber 180° hinaus, beginnt sie wieder
bei 0°. Deshalb erfordert eine angemessene Darstellung der Orientierung
eine Winkelverdoppelung.

Nach der prinzipiellen Diskussion der Darstellung der Orientierung
fragen wir nach der passenden Reprasentation einer einfachen Nachbar-
schaft. Offensichtlich gentigt ein einfacher Skalar mit dem verdoppelten
Orientierungswinkel nicht. Wir benotigen zusdtzlich ein Bestimmtheits-
mal, das beschreibt, wie gut die Umgebung einer einfachen Nachbar-
schaft entspricht. Beide Informationen, die Richtung und das Bestimmt-
heitsmal}, konnen zu einem Vektor zusammengenommen werden: Der
Betrag des Vektors ist das BestimmtheitsmaR und seine Richtung der
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verdoppelte Orientierungswinkel (Abb. 13.4a). Diese Vektordarstellung
der Orientierung hat zwei entscheidende Vorteile:

Zum einen ist sie fiir die weitere Verarbeitung besser geeignet als
eine separate Darstellung mit zwei skalaren Grolen. Vektoren werden
summiert, indem sie aneinandergehdngt werden, so dass sich der re-
sultierende Summenvektor vom Anfangspunkt des ersten Vektors zum
Endpunkt des letzten Vektors erstreckt (Abb. 13.4b). Das Gewicht eines
individuellen Vektors in der Vektorsumme wird durch seine Linge be-
stimmt. Damit wird das Bestimmtheitsmall der Orientierungsmessung
adaquat bertucksichtigt. Die Vektordarstellung der Orientierung weist
auch ginstige Mittelungseigenschaften auf. In einer Region homogener
Orientierung ergeben die Vektoren einen groRen Vektor, d.h. eine si-
chere Abschdtzung der Orientierung (Abb. 13.4b). In einer Region mit
zuféllig verteilter Orientierung bleibt der resultierende Vektor klein, da
keine signifikante lokale Orientierung vorliegt (Abb. 13.4c).

Zum anderen ist es schwierig, Orientierung als Grauwertbild darzu-
stellen. Wahrend die Orientierung eine zyklische GroRe ist, weist die
Grauwertdarstellung einen unnatiirlichen Sprung zwischen dem kleins-
ten und dem groften Winkel auf. Dieser Sprung in Orientierungsbildern
vermittelt keinen brauchbaren Eindruck von der Verteilung der Orien-
tierung. Der Orientierungsvektor kann allerdings gut als Farbbild darge-
stellt werden. Intuitiv ordnen wir das BestimmtheitsmalR der Helligkeit
und den Orientierungswinkel dem Farbton zu. Dann wird unsere Auf-
merksamkeit auf die hellen Bildteile gelenkt, wo wir Farben gut unter-
scheiden konnen. Je dunkler das Bild ist, desto schwieriger wird es, die
einzelnen Farben visuell zu unterscheiden. Auf diese Weise stimmt un-
ser visueller Eindruck mit der Sicherheit der Orientierungsbestimmung
im Bild tiberein.

13.3 Tensordarstellung erster Ordnung'

13.3.1 Der Strukturtensor

Die in Abschn. 13.2.3 diskutierte Vektordarstellung ist noch nicht voll-
standig; sie ist nur ausreichend fiir die Darstellung der Orientierung ein-
facher Nachbarschaften. Eine Unterscheidung zwischen Nachbarschaf-
ten mit konstanten Grauwerten und solchen mit isotroper Orientierungs-
verteilung (z.B. unkorreliertes Rauschen) ist jedoch nicht mdéglich. In
beiden Féllen ergibt sich ein Orientierungsvektor mit dem Betrag null.

Es ist also einleuchtend, dass eine addaquate Darstellung der Grau-
wertdanderungen in einer lokalen Umgebung von komplexer Natur ist.
Solch eine Darstellung sollte die Vorzugsrichtung der Grauwertdande-
rungen (gegeben durch einen Einheitsvektor #) bestimmen und kon-
stante Umgebungen von solchen ohne lokale Orientierung unterscheiden
konnen.
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Mit der folgenden Optimierungsstrategie zur Bestimmung der Orien-
tierung einer einfachen Nachbarschaft kommen wir zu einer geeigneten
Darstellung. Die optimale Orientierung wird als die Orientierung de-
finiert, welche die geringste Abweichung von der Gradientenrichtung
zeigt. Ein passendes MaR fiir die Abweichung muss Gradienten, die
in entgegengesetzte Richtungen zeigen, gleich berticksichtigen. Erfillt
wird dieses Kriterium vom quadrierten Skalarprodukt aus dem Gradien-
tenvektor und dem Einheitsvektor 7, der die lokale Orientierung wider-
spiegelt:

(VgTn)? = |Vgl?cos® (£(Vg,n)). (13.5)
Diese GroRe ist proportional zum quadrierten Kosinus des Winkels zwi-
schen dem Gradienten- und dem Orientierungsvektor und daher maxi-
mal, wenn Vg und 7 parallel oder antiparallel sind, und null, wenn sie
senkrecht aufeinander stehen. In einer W-dimensionalen lokalen Umge-
bung muss also der folgende Ausdruck maximiert werden:

Jw(x—x’) (Vg(x’)Tﬁ)dex’, (13.6)

wobei die Fensterfunktion w GroéRe und Form der Umgebung um einen
Punkt x bestimmt, in welchem die Orientierung gemittelt wird. Das Ma-
xXimierungsproblem muss fiir jeden Punkt x gelost werden. Gleichung
(13.6) konnen wir folgendermalRen schreiben:

Al Jin — Maximum (13.7)
mit
J=[wee-x) (Vo) vax)7T) avx,

wobei VgVgT das duRere oder kartesische Produkt bezeichnet. Die
Komponenten dieser symmetrischen W x W-Matrix sind

0g(x") ag(x’)> d¥ ' (13.8)

Jpa(x) = Jw(x—x’) ( oxp  0xg
Diese Gleichungen belegen, dass ein Tensor eine addquate Darstel-
lung erster Ordnung einer lokalen Nachbarschaft ist. Der Zusatz ,erster
Ordnung” hat eine doppelte Bedeutung. Zum einen sind nur Ableitun-
gen erster Ordnung beteiligt. Zum anderen konnen nur einfache Nach-
barschaften beschrieben werden. Komplexere Strukturen wie solche mit
mehreren Orientierungen kénnen nicht unterschieden werden.

Die Komplexitat von (13.7) und (13.8) verbirgt etwas die einfache Be-
deutung. Der Tensor ist symmetrisch und kann durch Rotation des Ko-
ordinatensystems in eine diagonale Form gebracht werden. Dann ver-
einfacht sich (13.7) im zweidimensionalen Fall zu

Jz[ﬁ’l,ﬂ'z][hl 0 ]["1 ] —~  Maximum. (13.9)

0 J i
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Ein Einheitsvektor " = [cos ¢ sin ¢] in Richtung ¢ ergibt die Werte

J = Ji1cos? b + Joy sin’ .

Ohne Beschrdankung der Allgemeingiiltigkeit konnen wir davon ausge-
hen, dass Ji; > J5,. Dann ist offensichtlich, dass der Einheitsvektor
n =1 O]T den Ausdruck in (13.9) maximiert mit dem Maximalwert
Jis.

Dieser Ansatz fiihrt nicht nur zu einer Tensordarstellung fiir lokale
Umgebungen, sondern zeigt auch einen Weg zur Bestimmung der Ori-
entierung. Im wesentlichen 16sen wir damit das sogenannte Eigenwert-
problem. Eigenwerte A,, und Eigenvektoren e, einer W x W-Matrix J
werden durch folgende Gleichung definiert:

Ein Eigenvektor e,, von J ist damit ein Vektor, der durch Multiplika-
tion mit J nicht gedreht, sondern nur mit einem skalaren Faktor, dem
Eigenwert A,,, multipliziert wird. Damit ist klar, dass das Koordinaten-
system, in dem der Strukturtensor diagonal ist (13.9), von den Eigenvek-
toren aufgespannt wird. Fiir unsere weitere Diskussion ist wichtig, dass
wir uns tiber die folgenden grundlegenden Eigenschaften von Eigenwer-
ten und Eigenvektoren einer symmetrischen Matrix im klaren sind:

1. Eigenwerte sind immer reell.
2. Eigenvektoren bilden eine orthogonale Basis.

Nach dem hier formulierten Maximierungsproblem ergibt der Eigen-
vektor des maximalen Eigenwertes die Orientierung der lokalen Umge-
bung.

13.3.2 Klassifizierung von Eigenwerten

Die Machtigkeit des Tensoransatzes wird deutlich, wenn wir die Eigen-
werte des Strukturtensors klassifizieren. Klassifizierungskriterium ist
die Anzahl der Eigenwerte, die null sind. Ist ein Eigenwert null, bedeu-
tet dies, dass sich die Grauwerte in Richtung des korrespondierenden
Eigenvektors nicht verdndern.

Die Anzahl der Eigenwerte mit dem Wert null hdngt mit dem Rang
einer Matrix eng zusammen, der als die Dimension des Unterraums, fiir
den Jk + 0, definiert ist. Der Raum, fiir den Jk = 0, nennt man Null-
raum. Die Dimension des Nullraumes ist die Dimension der Zeilen- und
Spaltenvektoren der Matrix minus ihrem Rang; sie ist gleich der Anzahl
der Null-Eigenwerte.

Wir werden hier den zweidimensionalen und den dreidimensionalen
Fall im Detail besprechen. Tabellen 13.1 und 13.2 beschreiben die Falle
in zwei bzw. drei Dimensionen.
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Tabelle 13.1: Klassifizierung des Eigenwertes des Strukturtensors in 2D-Bildern.

Bedingung Rang(J) Erlauterung

Al=A=0 0 Beide Eigenwerte sind null. Die mittlere quadrier-
te GroRe des Gradienten (A; + Ap) ist null. Die
lokale Umgebung ist konstant.

A1>0,A,=0 1 Ein Eigenwert ist null. Die Werte dndern sich also
in Richtung des zugehorigen Eigenvektors nicht.
Die lokale Umgebung ist eine einfache Nachbar-
schaft mit idealer Orientierung.

A1 >0,A2>0 2 Beide Eigenwerte sind ungleich null. Die Grau-
werte andern sich in allen Richtungen. Im Spe-
zialfall A; = A, sprechen wir von einer isotropen
Grauwertstruktur, da sie sich gleichmaRig in al-
len Richtungen andert.

Praktisch wird nicht gepriift, ob die Eigenwerte null sind, sondern
nur, ob sie unter einer kritischen Grenze liegen, die vom Rauschpegel im
Bild bestimmt wird.

13.3.3 Orientierungsvektor

Mit einfachen Faltungs- und Punktoperationen haben wir im vorigen Ab-
schnitt die Komponenten des Strukturtensors berechnet. Hier 16sen wir
nun das Eigenwertproblem zur Bestimmung des Orientierungsvektors.
Im Zweidimensionalen wird der Orientierungswinkel durch Rotation des
Tragheitstensors auf das Hauptachsensystem bestimmt:

A1 O | cos¢p -—sing Ju1 Ji2 cos¢ sing
0 A | | singp coso Jiz J22 —sin¢g cos¢ |-
Bei Beachtung der trigonometrischen Identitdten sin2¢ = 2 sin ¢ cos ¢

und cos 2¢ = cos? ¢ — sin® ¢ ergibt die Ausfithrung der Matrixmultipli-
kationen den folgenden Ausdruck:

A O

0 A )
cos¢p —sing Jiicos¢p — Jipsing Jyising + Ji2cos
sin ¢ cos ¢ —Jo2sing + Jiocosgp  Jrpcos + Jipsing )

J11€os? ¢ + Jop sin® p-Jiosin2¢p  1/2(J11-J22) sin2¢p + Ji» cos 2¢p

1/2(]11—]22) Sil’l2¢) + 112 COS 2¢ J11 Sil’l2 d) +J22 COS2 Cl) + le Sil’l2¢
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Tabelle 13.2: Klassifizierung des Eigenwertes des Strukturtensors in 3D-
(Volumen)Bildern.

Bedingung Rang(J) Erlauterung

A=A =A3=0 0 Die Grauwerte andern sich nicht; es liegt
eine konstante Umgebung vor.

A1 >0,A2=A3=0 1 Die Grauwerte dndern sich nur in einer

Richtung, die durch den Eigenvektor des
Eigenwertes ungleich null bestimmt wird.
In der Umgebung haben wir Grenzen zwi-
schen zwei Objekten oder eine geschich-
tete Textur. In einem Orts/Zeit-Bild be-
deutet das die konstante Bewegung ei-
nes raumlich orientierten Musters (,ebe-
ne Welle").

A1 >0,A2>0,A3=0 2 Die Grauwerte andern sich in zwei Rich-
tungen und sind konstant in einer dritten.
Der Eigenvektor des Eigenwertes mit dem
Wert null gibt die Richtung der konstan-
ten Grauwerte an.

A1 >0,A2>0,A3>0 3 Die Grauwerte dandern sich in allen drei
Richtungen.

Nun kénnen wir die Matrixkoeffizienten auf der linken und der rech-
ten Seite der Gleichung vergleichen. Da die Matrizen symmetrisch sind,
haben wir drei Gleichungen mit den drei Unbekannten ¢, A; und A».
Obwohl das Gleichungssystem nichtlinear ist, kann es leicht nach dem
Winkel ¢ aufgelost werden. Ein Vergleich der Nichtdiagonalelemente
auf beiden Seiten ergibt zunachst

1/2(]11—ng)Sil’l2¢)+]12COSZ¢=O (13.11)
und nach elementaren Umformungen den Orientierungswinkel:
2J12
tan2¢ = ———. (13.12)
¢ Jo2 —Ju1

Ohne dass wir irgendwelche Bedingungen vorgegeben haben, hat sich
die erwartete Winkelverdoppelung fiir die Orientierung eingestellt. Da
sich tan 2¢b aus einem Quotienten ergibt, konnen wir den Dividenden als
die - und den Divisor als die x-Komponente eines Vektors betrachten.
Daraus konnen wir den vektoriellen Orientierungsoperator o bilden, wie
ihn Granlund [1978] eingefiihrt hat:

| J2—Jn
0= [ 2T ] . (13.13)
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Das Argument dieses Vektors ergibt den Orientierungswinkel und der
Betrag ein BestimmtheitsmalR der lokalen Orientierung.

Das Ergebnis von (13.13) ist bemerkenswert, da die Berechnung der
Komponenten des Orientierungsvektors aus denen des Orientierungs-
tensors nur eine Subtraktion und eine Multiplikation mit zwei erfordert.
Da diese Komponenten des Orientierungsvektors alles sind, was wir fiir
die weiteren Verarbeitungsschritte brauchen, sind wir nicht auf den Win-
kel und den Betrag des Vektors angewiesen. Damit ist die Losung des
Eigenwertproblems in zwei Dimensionen trivial.

13.3.4 Koharenz

Der Orientierungsvektor reduziert eine lokale Struktur auf eine lokale
Orientierung. Dabei werden von den drei unabhédngigen Komponenten
des symmetrischen Tensors nur zwei verwendet. Kdonnen wir in einer
Nachbarschaft keine orientierte Struktur feststellen, wissen wir nicht, ob
wir es mit konstanten Grauwerten oder verteilten Orientierungen zu tun
haben. Diese Information steckt in der noch nicht benutzten Summe der
Diagonalelemente des Tensors, J1; +.J22, die das mittlere Betragsquadrat
des Gradienten liefert. Daraus schliefen wir, dass ein guter Strukturope-
rator auch die dritte Komponente beriicksichtigen muss. Eine passende
lineare Kombination stellt folgende Gleichung dar:

Ji1 +J2
s=| Jo—Jn |. (13.14)
2J12

Dieser Strukturoperator enthélt die beiden Komponenten des Orientie-
rungsvektors und zusatzlich das mittlere Betragsquadrat des Gradien-
ten, der ein rotationsinvarianter Parameter ist. Vergleichen wir das Be-
tragsquadrat des Gradienten mit dem Betrag des Orientierungsvektors,
konnen wir einen Bereich konstanter Grauwerte und eine isotrope Grau-
wertstruktur ohne Vorzugsrichtung unterscheiden. Im ersten Fall sind
beide quadrierten GroRen null, im zweiten nur der Betrag des Orien-
tierungsvektors. Haben wir ein perfekt orientiertes Muster, sind beide
GroRen gleich. Das Verhéltnis zwischen diesen GroRen scheint ein gutes
Kohdirenzmalf c. fur lokale Orientierung zu sein:

Uz -D2+40h A - A
Ju + Jo2 AL+ A2
Die Kohédrenz c. variiert zwischen null und eins. Sie ist bei einer idealen

Orientierung (A2 = 0,A; > 0) eins, bei einer isotropen Grauwertstruktur
(A1 = A2 > 0) jedoch null.

(13.15)

Cc
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13.3.5 Farbkodierung des 2D-Strukturtensors

In Abschn. 13.2.3 haben wir eine Farbdarstellung des Orientierungsvek-
tors diskutiert. Es erhebt sich die Frage, ob es auch moglich ist, den
Strukturtensor als Farbbild darzustellen. Ein symmetrischer 2D-Tensor
hat drei unabhdngige Informationen (13.14), die gut zu den drei Frei-
heitsgraden passen, die wir bei Farbe zur Verfiigung haben, zum Beispiel
Intensitat, Farbton und Sattigung.

Fir eine Farbdarstellung des Strukturtensors brauchen wir im Ver-
gleich zum Orientierungsvektor nur zwei kleine Anderungen. Zunéchst
wird statt der Linge des Orientierungsvektors das Betragsquadrat des
Gradienten auf die Intensitiat abgebildet. Dann wird das KoharenzmaR
(13.15) fiir die Sattigung verwendet. In der Farbdarstellung des Orientie-
rungsvektors ist die Sattigung immer eins. Sein Winkel wird als Farbton
dargestellt.

Fur die praktische Anwendung ist eine leichte Modifikation dieser
Farbdarstellung niitzlich. Der quadrierte Betrag des Gradienten zeigt zu
grolle Variationen, als dass er in dem kleinen dynamischen Bereich ei-
nes Bildschirmes mit nur 256 Helligkeitsstufen dargestellt werden kann.
Damit wird eine entsprechende Normalisierung notwendig. Die Grund-
idee dieser Normalisierung ist der Vergleich des quadrierten Betrags des
Gradienten mit dem Rauschpegel. Wenn der Gradient deutlich oberhalb
des Rauschpegels liegt, wird er als signifikante Information betrachtet.
Dies legt die folgende Normalisierung der Luminanz I nahe:

_ Jin + J22
(Ji1 + J22) + yor~

(13.16)

wobei 0y, eine Schdtzung der Standardabweichung des Rauschpegels ist.
Diese Normalisierung bewirkt einen raschen Ubergang der Beleuchtungs-
starke von eins, wenn der Betrag des Gradienten groRer als o, ist, zunull,
wenn der Gradient kleiner als o, ist. Der Faktor y wird zur Optimierung
der Darstellung verwendet.

13.3.6 Implementierung

Der Strukturtensor (Abschn. 13.3.1) und der dquivalente Tragheitsten-
sor (Abschn. 13.3.7) kénnen direkt aus einer Kombination von linea-
rer Faltung und nichtlinearen Punktoperationen berechnet werden. Die
partiellen Ableitungen in (13.8) und (13.25) werden durch diskrete Ab-
leitungsoperatoren approximiert. Die mit der Fensterfunktion gewich-
tete Integration wird durch eine Faltung mit einem Glattungsfilter er-
setzt. Bezeichnen wir den diskreten partiellen Ableitungsoperator in
Richtung der Koordinate p mit D, und den isotropen Gldttungsoperator
mit B, konnen wir die lokale Struktur eines Grauwertbildes mit folgen-
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dem Strukturtensoroperator berechnen:
qu :B(Dp 'Dq)- (13.17)

Die pixelweise Multiplikation wird zur Unterscheidung von der se-
quentiellen Anwendung von Faltungsoperatoren durch - gekennzeich-
net. Gleichung (13.17) bedeutet wortlich: Die Komponente J,, des Ten-
sors wird durch separate Faltungen des Bildes mit D, und D, pixelweise
Multiplikation der beiden gefalteten Bilder und Glattung des resultieren-
den Bildes mit B berechnet.

Diese Operatoren gelten fiir Bilder beliebiger Dimension W > 2. In
einem W-dimensionalen Bild hat der Strukturtensor W (W + 1)/2 unab-
hidngige Komponenten, drei in 2D- und sechs in 3D- und zehn in 4D-
Bildern. Diese Komponenten lassen sich am besten in einem Mehrkanal-
bild mit W(W + 1)/2 Komponenten speichern.

Die Glattungsoperatoren erfordern die groRte Anzahl von Operatio-
nen. Deshalb brauchen wir fiir eine effiziente Implementierung zunéchst
einen schnellen Glattungsalgorithmus. Die Basis hierzu bildet die all-
gemeine Beobachtung, dass Eigenschaften hoherer Ordnung immer eine
niedrigere Auflosung zeigen als die Eigenschaften, aus denen sie berech-
net wurden. Das bedeutet, dass ein Strukturtensor auf einem groberen
Gitter und damit in einem kleineren Bild gespeichert werden kann. Fi-
ne bequeme und angemessene Unterabtastung besteht darin, nur jedes
zweite Pixel in jeder zweiten Zeile zu speichern. Uber dieses Verfahren
gelangen wir automatisch zu Mehrgitter-Datenstrukturen, die im Detail
in Kapitel 5 besprochen wurden. Die Mehrschrittmittelung wurde in Ab-
schn. 11.6.1 diskutiert.

Das Speichern von Eigenschaften hoherer Ordnung auf groberen Ska-
len hat auRer der Speicherplatzeinsparung den weiteren wichtigen Vor-
teil, dass in jedem nachfolgenden Schritt weniger Bildpunkte verarbeitet
werden miissen. Eine lineare GroRenreduktion auf die Halfte fiihrt zu
einer Reduktion der Bildpunkte und der Berechnungsschritte auf 1/4 im
2D- und auf 1/8 im 3D-Fall.

Abbildung 13.5 zeigt die Schritte zur Berechnung eines Strukturten-
sors und daraus berechneter GrofRen anhand des Ringtestmusters. Die-
ses Testmuster eignet sich besonders fiir die Orientierungsanalyse, da
in einem Bild alle Orientierungen und Wellenzahlen enthalten sind.

Die Genauigkeit des Orientierungswinkels ist von der Implementie-
rung des Ableitungsfilters abhdngig. Die direkte Implementierung des
Algorithmus unter Verwendung des symmetrischen Differenzenopera-
tors (Abschn. 12.3.3) oder des Sobeloperators (Abschn. 12.5.3) resultiert
in einem tiberraschend hohen Winkelfehler (Abb. 13.6a) von mehr als 7°
bei einer Wellenzahl k = 0, 7. Der Fehler hingt sowohl von der Wellen-
zahl als auch von der Orientierung der lokalen Struktur ab. Der hohe
Fehler und die Struktur des Fehlerbildes resultieren aus der Transfer-
funktion des Ableitungsfilters, da diese bei hohen Wellenzahlen signifi-
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Abbildung 13.5: Schritte zur Berechnung des Strukturtensors: a Originalbild;
b horizontale Ableitung Dy ; c vertikale Ableitung D,,; d - f gemittelte Komponen-
ten des Strukturtensors: Ji1 = B(Dx - Dx), Jo2 = B(Dy - Dy,), Ji2 = B(Dx - Dy);
g quadrierter Betrag des Gradienten Ji1 + J22; h x-Komponente des Orientie-
rungsvektors J11 — J22, i v-Komponente des Orientierungsvektors 2 J1» und j Ori-
entierungswinkel von [ -1t /2, 11/ 2], abgebildet auf den Grauwertbereich [0, 255].
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a b

Abbildung 13.6: Systematische Fehler bei der Bestimmung des Orientierungs-
winkels bei Verwendung unterschiedlicher Ableitungsoperatoren: a Originalbild
des Ring-Testmusters mit normierten Wellenzahlen von maximal k = 0,7. Feh-
lerkarten bei Benutzung b des Sobeloperators (Winkelbereich +7° in 16 Grau-
wertstufen), ¢ des optimierten Sobeloperators und d eines mit der Methode der
kleinsten Quadrate optimierten Operators mit v = 3 (bei ¢ und d ist der Winkel-
bereich =0, 7°in 16 Grauwertstufen).

kante Abweichungen von der Transferfunktion eines idealen Ableitungs-
filters zeigt (Abschn. 12.2). Nach (13.12) hingt der Orientierungswinkel
vom Verhdltnis der Ableitungen ab. Entlang den Achsen ist eine der
Ableitungen null, und damit tritt dort kein Fehler auf. Entlang den Dia-
gonalen sind die Ableitungen in x- und y-Richtung gleich; deshalb hebt
sich der Fehler im Verhaltnis der Ableitungen wieder auf.

Der Fehler des Orientierungswinkels kann durch die Verwendung bes-
serer Ableitungsfilter deutlich verringert werden. Abbildung 13.6 zeigt
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Abbildung 13.7: Orientierungsanalyse mit einem verrauschten Ring-Testmuster
unter Benutzung des optimierten Sobeloperators: Ringmuster mit einer Amplitu-
de von 50 und normalverteiltem Rauschen mit einer Standardabweichung von
a 15und b 50. c und d radialer Schnitt durch das Kohdrenzmaf des Ringmusters
bei Standardabweichungen des normalverteilten Rauschens von 1,5 und 5 bzw.
15 und 50; e und f Histogramme des Winkelfehlers fiir die gleichen Bedingungen.
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den Fehler bei der Abschidtzung der Orientierung am Beispiel des opti-
mierten Sobeloperators und eines mit der Methode der kleinsten Quadra-
te optimierten Operators. Der geringe zusatzliche Aufwand fiir die Op-
timierung der Ableitungsfilter zahlt sich durch eine bessere Schatzung
der Orientierung aus. Der Restfehler von weniger als 0,5° ist fiir die meis-
ten Anwendungen ausreichend. Die Ausfiihrungen in Abschn. 12.3-12.5
zu den verschiedenen Ableitungsfiltern ermoglichen die Abwéagung von
Rechenaufwand und Genauigkeit.

Eine wichtige Eigenschaft jedes Bildverarbeitungsalgorithmus ist sei-
ne Robustheit. Mit diesem Begriff ist die Unempfindlichkeit des Algorith-
mus gegeniiber Rauschen oder anderen Storungen gemeint. Zwei Fragen
sind in diesem Zusammenhang wichtig: Erstens, wie grof ist der statisti-
sche Fehler der abgeschitzten Eigenschaften in einem verrauschten Bild?
Zweitens, ergeben sich tiberhaupt noch korrekte Werte?

Um die erste Frage zu beantworten, werden die Gesetze der Statis-
tik fir die Fehlerfortpflanzung benutzt. Sie besagen, dass Rauschen die
Abschatzung lediglich unsicherer, aber nicht fehlerhafter macht. Der
Mittelwert ist ndmlich unter der Voraussetzung, dass wir eine genligend
groRe Zahl von Schitzungen durchfiihren, immer noch korrekt. In ei-
nem verrauschten Bild kann ein Operator jedoch auch fehlerbehaftete
Ergebnisse liefern, so dass der Mittelwert eine signifikante Abweichung
vom korrekten Wert aufweist. Im schlimmsten Fall — um die zweite Fra-
ge zu beantworten — kann ein Algorithmus sogar instabil werden und
unsinnige Ergebnisse liefern.

Abb. 13.7 veranschaulicht, dass die Abschdtzung der Orientierung ein
besonders robuster Algorithmus ist. Selbst bei einem niedrigen Signal-
zu-Rausch-Verhdltnis wird die Orientierung bei Verwendung eines pas-
senden Ableitungsoperators noch korrekt abgeschatzt. Bei steigendem
Rauschen nimmt die Kohdrenz (Abschn. 13.3.4) ab, und der statistische
Fehler der Orientierungswinkelschitzung nimmt zu (Abb. 13.7).

13.3.7 Tréagheitstensormodell*

In diesem Abschnitt untersuchen wir einen alternativen Ansatz zur Beschrei-
bung lokaler Bildstrukturen. Wir fragen uns dazu, wie eine nach (13.1) ideal
orientierte Struktur im Wellenzahlraum aussieht. Zur einfachen Berechnung
der Fouriertransformierten von (13.1) drehen wir die x;-Achse des Koordina-
tensystems in Richtung von 7. Dann ist die Grauwertfunktion in x,-Richtung
konstant, und die Fouriertransformierte reduziert sich zu einer §-Linie in Rich-
tung von 7 (> R5).

Die Bestimmung der lokalen Orientierung im Fourierraum klingt vielverspre-
chend, denn alles, was wir zu berechnen haben, ist die Orientierung der Linie,
auf der die Spektraldichten ungleich null sind. Bigiin und Granlund [13] schla-
gen folgende Schritte vor:

¢ Mit einer Fensterfunktion wird eine kleine Umgebung aus dem Bild selektiert.



374 13 Einfache Nachbarschaften

Sl

>
K

Abbildung 13.8: Entfernung eines Punktes im Wellenzahlraum von der Geraden
in Richtung des Einheitsvektors n.

e Das mit der Fensterfunktion multiplizierte Bild wird transformiert. Je kleiner
das gewdhlte Fenster, desto verwaschener ist das berechnete Energiespek-
trum (Unschdrferelation, Theorem 7, S. 57). Selbst bei einer idealen lokalen
Orientierung ergibt sich eine bandférmige Verteilung der spektralen Energie.

e Durch Bestimmung einer Regressionsgeraden durch die spektrale Dichtever-
teilung lasst sich dann die Richtung der lokalen Orientierung aus der Steigung
der Geraden bestimmen.

Der entscheidende Schritt dieser Prozedur ist die Berechnung der Regressions-
geraden. Da dieses Problem im allgemeinen tiberbestimmt ist, lasst es sich nicht
exakt 10sen; wir konnen nur das FehlermaR minimieren. Ein StandardfehlermaR
ist das Betragsquadrat (Lp-Norm; vergl. (2.74) in Abschn. 2.4.1). Bei der optima-
len Geraden minimieren wir die Summe der Abstandsquadrate aller gegebenen
Punkte zur Geraden:

J d?(k,n)|g(k)|>d" k — Minimum. (13.18)

Die Abstandsfunktion wird mit d(k,7n) abgekiirzt. Das Integral lauft tiber den
gesamten Wellenzahlraum; die Wellenzahlen werden mit der spektralen Dichte
|g(k)|? gewichtet. Gleichung (13.18) ist nicht auf zwei Dimensionen beschrankt,
sondern gilt generell fir lokale Orientierung oder lineare Symmetrie in einem
W-dimensionalen Raum.

Der Distanzvektor d kann aus Abb. 13.8 abgeleitet werden:
d=k- (k"'n)n. (13.19)
Das Quadrat des Abstandes ergibt sich dann zu
|d? = k- (K'm)@l? = k> - (k'n)?. (13.20)

Um den Abstand deutlicher als eine Funktion des Vektors 7 auszudriicken,
schreiben wir ihn folgendermaRen neu:

ld)?2 =al (I(k"k) - (kk"))n, (13.21)
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wobei I die Einheitsmatrix ist. Substituieren wir diesen Ausdruck in (13.18),
erhalten wir
7’ J'f# — Minimum, (13.22)

wobei J' ein symmetrischer Tensor mit den Diagonalelementen

Jy=S Jk2|g<k>| Ak (13.23)

aA#P_

und den Nebendiagonalelementen
Jpa =~ J kpkqlg(kK)1?dVk, p+aq (13.24)

ist. Der Tensor J' hat groRe Ahnlichkeit mit einer bekannten physikalischen
GroRe, dem Trdgheitstensor. Ersetzen wir die Wellenzahlkoordinaten durch
Raumkoordinaten und die spektrale Dichte | g (k)|? durch die spezifische Dichte
p, sind (13.18) und (13.22) die Gleichungen zur Berechnung der Trdgheit eines
um die Achse 71 rotierenden Korpers.
Mit dieser Analogie konnen wir das Problem der Bestimmung lokaler Orientie-
rung neu formulieren. Wir miissen die Achse finden, um die der Koérper, der
durch die Spektraldichte im Fourierraum gebildet wird, mit minimaler Tragheit
rotiert. Der rotierende Korper kann unterschiedliche Formen annehmen. Die
Form des Rotationskorpers hiangt mit den unterschiedlichen Losungen, die wir
fiir die Eigenwerte des Tragheitstensors und damit fiir die Losung des Problems
der lokalen Orientierung erhalten, zusammen (Tabelle 13.3).
Wir haben damit den Trdgheitstensoransatz im Fourierraum hergeleitet. Nun
werden wir zeigen, wie die Koeffizienten des Tragheitstensors im Ortsraum be-
rechnet werden kénnen. Die Integrale in (13.23) und (13.24) enthalten Aus-
driicke der Form
kalg(k)|? = likgg(k)|?

und

kpkqalg(k)|? =ik, g (k)[iksg (k) 1*.
Integrieren wir diese Ausdriicke, so ergibt sich ein inneres oder Skalarprodukt
der Funktionenik, g (k). Da dieses Produkt bei der Fouriertransformation erhal-
ten bleibt (> R4), konnen wir die zugehorigen Integrale genausogut im Ortsraum
berechnen. Die Multiplikation von g (k) mit ik, im Wellenzahlraum entspricht
der ersten Ableitung in Richtung x, im Ortsraum:

Jop(x) = jw(x x)( g) v
a*p Xa
(13.25)
7 _ _ ag ag W7
Toglx) = Jw(x ) pe e

In (13.25) haben wir bereits die Wichtung mit der Fensterfunktion w bertick-
sichtigt, um eine lokale Umgebung zu selektieren.
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Tabelle 13.3: Eigenwert-Klassifizierung des Strukturtensors in 3D-Bildern.

Bedingung Erlduterung

Ideale lokale Orientierung Der Rotationskdrper ist eine Linie. Bei ei-
ner Drehung um diese Linie verschwindet die
Tragheit. Daraus folgt, dass der Eigenvektor
des Eigenwertes mit dem Wert null mit der
Richtung der Linie zusammenfillt. Der an-
dere Eigenvektor ist zu dieser Linie orthogo-
nal, und der zugehérige Eigenwert ist ungleich
null. Daraus resultiert die Rotationsachse mit
maximaler Trdgheit.

Isotrope Grauwertstruktur In diesem Fall ist der Rotationskérper eine Art
flache, isotrope Scheibe ohne eine Vorzugs-
richtung. Beide Eigenwerte sind gleich und
die Tragheit ist fir Drehungen um alle Achsen
gleich. Es gibt kein Minimum.

Konstante Grauwerte Der Rotationskorper degeneriert zu einem
Punkt im Ursprung des Wellenzahlraums. Die
Tragheit ist flir Drehungen um jede Achse null,
und beide Eigenwerte verschwinden.

Der in Abschn. 13.3.1 (13.8) diskutierte Strukturtensor ist mit dem Tragheits-
tensor eng verwandt:
J = Spur(J)I - J. (13.26)

Aus dieser Beziehung sehen wir, dass beide Matrizen die gleichen Eigenvekto-
ren haben. Die Eigenwerte A, stehen iiber folgende Gleichung miteinander in
Beziehung:

n n
Ap =D A=A, A= D A5—Ap. (13.27)
q=1 q=1

Daraus folgt, dass die Eigenwertanalyse mit jeder der beiden Matrizen durchge-
fiihrt werden kann. Beim Tragheitstensor wird die Richtung der lokalen Orien-
tierung durch den minimalen Eigenwert gegeben, fiir den Strukturtensor jedoch
durch den maximalen Eigenwert.

13.3.8 Weitere dquivalente Ansitze*

In ihrem Artikel iber die Analyse gerichteter Muster (,Analyzing oriented pat-
terns”) wahlten Kass und Witkin [102] eine — auf den ersten Blick — vollig
andere Methode. Tatsachlich ist sie jedoch dquivalent zur Tensormethode; das
werden wir nun zeigen. Die Autoren gingen von gerichteten Ableitungen mit
einem DoG-Filter (Abschn. 12.5.6) aus. In Operatornotation kann man fiir den
resultierenden Operator schreiben:

R(0) = [cos® sin@][ gﬁi:ﬁi; } _ [cos® Sm@][ ;}; }
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wobei B; und B, zwei GauBsche Glattungsmasken mit unterschiedlichen Va-
rianzen bezeichnen. Die Richtung, in der diese gerichtete Ableitung im Sinne
quadratischer Abweichungen maximal ist, gibt die Richtung des Normalenvek-
tors senkrecht auf Linien konstanter Grauwerte an. Aus diesem Ansatz ergibt
sich der folgende Ausdruck fiir die Varianz der gerichteten Ableitung:

V(0) = B(R(O) - R(0)). (13.29)

Die gerichtete Ableitung wird quadriert und dann mit einer Binomialmaske ge-
glattet. Der zugehorige Tragheitstensor hat folgende Form:

[ B(Ry - Ry) —B(Rx-’Ry)]

B(Rx-Ry)  B(Ry-Ry) (13.30)

Der Ansatz von Kass und Witkin ist also mit der allgemeinen Tragheitstensor-
methode, die in Abschn. 13.3.7 besprochen wurde, identisch. Sie verwenden
lediglich einen speziellen Typ eines Ableitungsfilters.

Ohne von den fritheren Arbeiten von Bigiin und Granlund [13] und den zeitglei-
chen Untersuchungen von Knutsson [ ] zu wissen, schlugen Rao und Schunck
[ Jund Rao [ ] den gleichen Strukturtensor (von ihnen als Momententensor
bezeichnet) vor, den wir bereits in Abschnitt 13.3.1 besprochen haben.

13.4 Lokale Wellenzahl und Phase?

13.4.1 Phase?

In diesem Kapitel haben wir bisher die Analyse einfacher Nachbarschaften be-
zuglich ihrer Orientierung detailliert besprochen. In diesem Abschnitt betrach-
ten wir eine andere elementare Eigenschaft einfacher Nachbarschaften. Entspre-
chend der in Kapitel 5 betonten Bedeutung von Skalen fiir die Bildverarbeitung
miissen wir uns nicht nur fragen, in welchen Richtungen sich die Grauwerte
dndern, sondern auch, wie rasch sie sich dndern. Diese Frage fiihrt uns zur
GroRe der lokalen Wellenzahl. Der Schliissel zu ihrer Bestimmung ist die Phase
des Signals. Zur Einfiihrung diskutieren wir als einfaches Beispiel das eindi-
mensionale periodische Signal

g(x) = gocos(kx). (13.31)

Das Argument der Kosinusfunktion wird als die Phase des periodischen Signals
bezeichnet:
¢d(x) = kx. (13.32)

Die Gleichung zeigt, dass die Phase eine lineare Funktion der Position und der
Wellenzahl ist. Wir erhalten also die Wellenzahl des periodischen Signals, indem
wir die raumliche Ableitung erster Ordnung des Phasensignals bilden:

op(x) _

0x

k. (13.33)

Diese einfachen Betrachtungen betonen noch einmal die Bedeutung der Phase
in der Bildverarbeitung, wie wir es bereits in Abschn. 2.3.6 diskutiert haben.
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Abbildung 13.9: Anwendung eines Hilbertfilters auf das Ring-Testmuster; lin-
ker oberer Quadrant: in horizontaler Richtung; rechter unterer Quadrant: in
vertikaler Richtung.

Wir werden zwei verwandte Ansdtze zur Bestimmung der Phase eines Signals
besprechen, die Hilberttransformation (Abschn. 13.4.2) und die Quadraturfilter
(Abschn. 13.4.5). Anschliefend fiihren wir effiziente Techniken zur Berechnung
der lokalen Wellenzahl aus den Phasengradienten ein.

13.4.2 Hilberttransformation und Hilbertfilter*

Um das Prinzip der Berechnung der Phase eines Signals zu erlautern, greifen
wir wieder das einfache periodische Signal aus dem vorigen Abschnitt als Bei-
spiel auf. Nehmen wir an, dass ein Operator zur Verzogerung des Signals
um eine Phasendifferenz von 90° vorhanden ist; er transformiert das Signal
g(x) = gocos(kx) in g'(x) = —gosin(kx) (Abb. 13.9). Unter Verwendung
beider Signale konnen wir die Phase von g(x) mit

¢(g(x)) = arctan (_5(,)(:;)) (13.34)

berechnen. Da nur das Verhéltnis von g'(x) zu g(x) in (13.34) eingeht, ist
die Phase tatsdchlich unabhéngig von der Amplitude. Berticksichtigen wir die
Vorzeichen der beiden Funktionen g’(x) und g(x), kann die Phase iiber den
gesamten Bereich von 360° berechnet werden.

Alles, was wir zur Bestimmung der Phase eines Signals brauchen, ist also ein
linearer Operator, der die Phase um 90° verschiebt. Dieser Operator wird als
Hilbertfilter H oder Hilbertoperator J{ bezeichnet. Er hat folgende Transfer-
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funktion:
i k>0
h(k) = 0 k=0 . (13.35)
-i k<O

Da die Amplitude nicht verandert wird, ist der Betrag der Transferfunktion eins.
Aus der Tatsache, dass das Hilbertfilter wieder ein reelles Signal erzeugen soll,
folgt, dass seine rein imaginare Transferfunktion eine ungerade Symmetrie auf-
weisen muss. Daher werden positive Wellenzahlen um 90° (17/2) und negative
um -90° (-11/2) verschoben. Eine Ausnahme ist die Wellenzahl null, bei der auch
die Transferfunktion null ist. Das lasst sich folgendermaBen veranschaulichen:
Ein Signal mit der Wellenzahl Null ist eine Konstante und kann als eine Ko-
sinusfunktion mit unendlicher Wellenzahl betrachtet werden, die an der Phase
null abgetastet wird. Also ist das gefilterte Signal die zugehorige Sinusfunktion,
welche bei der Phase Null verschwindet.

Wegen der Diskontinuitiat der Transferfunktion des Hilbertfilters im Ursprung
ist seine Punktantwort unendlich ausgedehnt:

nix) = — 2| (13.36)
X

Die Faltung mit (13.36) konnen wir folgendermalen schreiben:

IO g, (13.37)
X =X

gn(x) = :rf

Diese Integraltransformation wird mit Hilberttransformation bezeichnet [ ]
Da die Faltungsmaske des idealen Hilbertfilters unendlich ausgedehnt ist, ist
es unmoglich, ein exaktes diskretes Hilbertfilter fiir beliebige Signale mit einer
kleinen Faltungsmaske zu konstruieren. Deshalb miissen wir die Klasse der
Signale, auf die das Filter anzuwenden ist, beschranken. Dazu betrachten wir
den folgenden Ansatz zur effektiven Implementierung eines Hilbertfilters.

Zum einen sollte das Filter die Phase exakt um 77/2 verschieben. Diese Forde-
rung resultiert aus der Tatsache, dass wir Fehler in der Phase nicht tolerieren
konnen, da sie die Information wiber die Position enthélt. Eine wellenzahlab-
hédngige Phasenverschiebung wiirde wellenzahlabhédngige Fehler verursachen.
Alle Faltungskerne ungerader Symmetrie haben die gewiinschte Eigenschaft.
Zum anderen kann die Forderung nach dem Betrag von Eins eingeschrankt wer-
den, wenn das Hilbertfilter auf bandpassgefilterte Signale, z.B. eine Laplacepy-
ramide, angewandt wird. Das Hilbertfilter muss dann nur im DurchlaRbereich
des verwendeten Filters einen Betrag von eins aufweisen. Mit diesem Ansatz
vermeiden wir die Diskontinuitaten der Transferfunktion bei der Wellenzahl
von null und erhalten einen Faltungskern endlicher GroRe.

Hilbertfilter werden wie Interpolationsfilter (Abschn. 10.6.6) und Ableitungsfil-
ter erster Ordnung (Abschn. 12.3.5) mit der Methode der kleinsten Quadrate
optimiert. Wegen der ungeraden Symmetrie verwenden wir die folgende Trans-
ferfunktion:

R
(k) =21 hysin (v - 1)mk). (13.38)
v=1
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Abbildung 13.10: a Transferfunktionen einer Familie von Hilbertoperatoren,
die nach der Methode der kleinsten Quadrate nach (13.38) mit R=2-5 Filterkoef-
fizienten optimiert wurden. b Der vergrdferte Ausschnitt aus a verdeutlicht die
Abweichung von einem idealen Hilbertfilter. Da die Filter um k=0,5 symmetrisch
sind, ist nur der Wellenzahlbereich 0 bis 0,5 gezeigt.

Da nur Sinusfunktionen mit ungeraden Wellenzahlen vorkommen, ist die Trans-
ferfunktion auch um k = 1/2 symmetrisch. Daraus resultiert die Filtermaske

[hR!O) e 1h2)01 hlyol_hl!O)_hZ! U !O!_hR] (13'39)

mit 4R — 1 Koeffizienten, wobei 2R — 1 null sind. Abbildung 13.10 zeigt die
mit der Methode der kleinsten Quadrate optimierte Transferfunktion fiir R =
2, 3,4, 5. Das Filter mit R = 4 (die Maske enthilt 15 Koeffizienten) mit

h = {0,6208,0,1683,0,0630,0,0191} (13.40)

hat beispielsweise einen Amplitudenfehler, der im Wellenzahlbereich von [0,16,
0,84] nur wenig grofer als 1% ist, und aufgrund der Konstruktion keinen Pha-
senfehler. Die Faltung mit dieser Maske erfordert 4 Multiplikationen und 7
Additionen oder Subtraktionen.

13.4.3 Das analytische Signal*

Ein reellwertiges Signal und seine Hilberttransformierte kénnen zu einem kom-
plexwertigen Signal kombiniert werden:

9a =9 —1ign. (13.41)

Dieses komplexwertige Signal wird als die analytische Funktion oder das analyti-
sche Signal bezeichnet. Nach (13.41) hat das analytische Filter die Punktantwort

alx) =1+ n (13.42)
X

und die Transferfunktion

2 k>0
d(k)={ 1 k=0 . (13.43)
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Alle negativen Wellenzahlen werden also unterdriickt. Obwohl die Transfer-
funktion des analytischen Filters reell ist, erzeugt sie wegen ihrer Asymmetrie
ein komplexes Signal. Bei einem reellwertigen Signal geht keine Information
verloren, wenn wir die negativen Wellenzahlen unterdriicken. Sie konnen re-
konstruiert werden, da die Fouriertransformierte eines reellen Signals hermi-
tesch ist (Abschn. 2.3.5). Das analytische Signal kann als andere Darstellung
eines reellen Signals mit zwei wichtigen Eigenschaften betrachtet werden. Der
Betrag des analytischen Signals ergibt die lokale Amplitude

|AP=7-T+H - H (13.44)

und das Argument die lokale Phase

arg(A) = arctan (T}[) (13.45)
mit A fir den analytischen und #{ fiir den Hilbertoperator. Das Originalsignal
und seine Hilberttransformierte erhalten wir aus dem analytischen Signal mit
(13.41):

gx) = (galx)+9g;(x))/2

gn(x) = i(ga(x)—g(x))/2. (13.46)

Das Konzept des analytischen Signals macht es auch einfach, die Idee der lo-
kalen Phase auf mehrere Dimensionen auszudehnen. Die Transferfunktion des
analytischen Operators verwendet nur die positiven Wellenzahlen, d. h.nur eine
Halfte des Fourierraumes. Bei mehreren Dimensionen haben wir mehr als eine
Moglichkeit, den Fourierraum in zwei Halbrdaume aufzuteilen. Statt der Wel-
lenzahl konnen wir das Skalarprodukt zwischen dem Wellenzahlvektor k und
einem beliebigen Einheitsvektor 71 verwenden und dann den Halbraum, fiir den
das Skalarprodukt kn negativ ist, unterdriicken:

2 kn>0
ak)y=1 1 kn=0 . (13.47)
0 kn<O0

Der Einheitsvektor 71 gibt die Richtung an, in die das Hilbertfilter angewandt
wird. Die Definition (13.47) der Transferfunktion des analytischen Signals im-
pliziert, dass der Hilbertoperator nur auf gerichtet gefilterte Signale angewandt
werden kann. Das ergibt sich aus folgenden Uberlegungen: Bei eindimensiona-
len Signalen haben wir gesehen, dass ein diskretes Hilbertfilter fiir kleine Wel-
lenzahlen nicht geeignet ist (Abb. 13.10). Bei mehreren Dimensionen bedeutet
das, dass ein Hilbertfilter nicht gut arbeitet, wenn kn < 1. Alle Wellenzahlen,
die fast orthogonal zur Richtung des Hilbertfilters stehen, diirfen also nicht
vorhanden sein, wenn man Fehler vermeiden will.

Diese Tatsache macht die Anwendung des Hilbertfilters und damit die Bestim-
mung der lokalen Phase bei hoherdimensionalen Signalen betrachtlich komple-
xer. Es geniigt nicht, bandpassgefilterte Bilder wie z.B. eine Laplacepyramide
zu verwenden (Abschn. 5.3.3). Zuséatzlich miissen die bandpassgefilterten Bil-
der weiter in Richtungskomponenten zerlegt werden. Wir benotigen zumindest
fiir jede Raumrichtung eine Komponente.
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13.4.4 Das monogene Signal*

Die Erweiterung der Hilberttransformation von einem 1D-Signal zu hoherdi-
mensionalen Signalen ist nicht zufriedenstellend, da sie nur auf direktional-
gefilterte Signale angewendet werden kann. Fiir Wellenzahlen in der Ndhe der
Trennebene funktioniert die Hilberttransformation nicht (Abb. 13.9). Daher ist
es notwendig, nach einer isotropen Erweiterung der Hilberttransformation zu
suchen. Offensichtlich kann keine skalare Transformation bei multidimensio-
nalen Signalen sowohl isotrop als auch ungerade sein.
Mit einer vektoriellen Transformation konnen jedoch beide Bedingungen erfiillt
werden. Daraus ergibt sich das monogene Signal, das von Felsberg und Sommer
[44] in die Bildverarbeitung eingefiihrt wurde. Das monogene Signal setzt sich
aus dem Originalsignal und der Riesztransformation zusammen. Die Transfer-
funktion der Riesztransformation ist

R k

h(k) 1|k|' (13.48)
Der Betrag des Vektors b ist eins fiir alle k. Daher ist die Riesztransformation
isotrop. Sie ist auch ungerade, da

h(-k) = —h(k). (13.49)
Die Riesztransformation kann auf Signale jeder Dimension angewendet werden.
Im 1D-Fall reduziert sie sich auf die Hilberttransformation.

Fur 2D-Signale kann die Transferfunktion der Riesztransformation unter Ver-
wendung von Polarkoordinaten geschrieben werden als

o kcosO ksin0]"
h(k) =i [ , ] 13.50
(k) ] ] ( )
Die Faltungsmaske bzw. PSF der Riesztransformation lautet
x
hix)=—-——. 13.51
(x) 2t 1x [ ( )

Das Originalsignal und das mit der Riesztransformation gefaltete Signal konnen
fiir ein 2D-Signal zu dem monogenen 3D-Signal zusammengefasst werden:

Im (%) =[g,h1 % g, ho * g]T. (13.52)

Die lokale Amplitude des monogen Signals ergibt sich wie bei dem analytischen
Signal ((13.44)) als Betrag des Signals zu

|G| = g%+ (hy % @)% + (ha % ). (13.53)

Es kann gezeigt werden, dass fiir ein intrinsisch eindimensionales Signal die
lokale Phase ¢ und die lokale Orientierung 6 durch

[(hy % g)? + (hy % g)2]"

tan¢ = (13.54)
¢ g
und "
tan = 29 (13.55)
hixg

gegeben sind. Wir konnen daher schlieRen, dass das monogene Signal die Ana-
lyse der lokalen Orientatierung (Abschn. 13.2) und Phase (Abschn. 13.4.1) mit-
einander kombiniert.
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13.4.5 Quadraturfilter?

Quadraturfilter sind eine alternative Moglichkeit, wie wir ein Signalpaar erhal-
ten konnen, das sich lediglich durch eine Phasenverschiebung von 90° (17/2)
unterscheidet. Am leichtesten lasst sich die komplexe Form des Quadraturfil-
ters erklaren. Im wesentlichen ist die Transferfunktion eines Quadraturfilters
fiir kit < 0 genauso null wie die des analytischen Filters. Allerdings ist der Be-
trag der Transferfunktion nicht eins, sondern kann jede beliebige reellwertige
Funktion h(k) sein:

(13.56)

. 2hk) ka>0
atk) = { 0 sonst.

Das Quadraturfilter transformiert also ebenfalls ein reellwertiges in ein analy-
tisches Signal. Im Gegensatz zum analytischen Operator wird jedoch eine Wel-
lenzahlwichtung durchgefiihrt. Aus der komplexen Form des Quadraturfilters
konnen wir das reelle Quadraturfilterpaar ableiten, indem wir beriicksichtigen,
dass es die Teile gerader und ungerader Symmetrie von (13.56) darstellt. Damit
ist

a+(k) = (qk) +4q(-k))/2,

q-(k) (q(k) —q(-k))/2.

Gerader und ungerader Teil des Quadraturfilterpaars weisen eine Phasenver-
schiebung von 90° auf und kénnen daher auch zur Berechnung der lokalen Phase
verwendet werden.

Das bekannteste Quadraturfilterpaar ist das Gaborfilter. Es ist ein Bandpass-
filter, das einen Wellenzahlbereich um das Zentrum ky mit einer Gaulschen
Glockenkurve selektiert. Die komplexe Transferfunktion des Gaborfilters hat
also folgende Form:

(13.57)

N [ exp(-lk—kol?02/2) kko>0
gk) = { 0 sonst. (13.58)
Wenn |ky|ox > 3, vereinfacht sich (13.58) zu
g(k) = exp (—1k — ko)|?02/2) . (13.59)

Verwenden wir die in (13.57) angegebenen Beziehungen, ergeben sich die Trans-
ferfunktionen fiir die gerade und ungerade Komponente zu

g0 = 3 [exp (- Ik~ kol?02/2) + exp (- Ik + kol*02/2) ],
(13.60)

1 [exp (—Ik - kolzaf/Z) —exp (—Ik + kolzaf/Z)] )

g-(k) >

Die Punktantwort dieser Filter kann leicht mit Hilfe des Verschiebungstheorems
(Theorem 3, S. 53, > R4) berechnet werden:

|x|?
G.(x) = cos(kox)exp|-—— ]|,
20%
(13.61)
. Ix|?
G (x) = isin(kox)exp|{—-——|.
20%
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Durch Kombination zu einer komplexen Filtermaske wird daraus

2
g(x) = exp(ikox) exp (— |x|2> . (13.62)
20%

Gaborfilter werden gerne fiir Bildanalysen im Orts- oder Wellenzahlraum ver-
wendet. Abbildung 13.11 zeigt eine Anwendung [Riemer, 1991; Riemer et al.,
1991]. Ein Bild kleinskaliger, winderzeugter Wasseroberflichenwellen wurde
durch eine Serie von Gaborfiltern zerlegt. Die Schwerpunktwellenldnge ko wur-
de in x-Richtung gelegt, parallel zur Windrichtung. Die zentralen Wellenldngen
der Filter wurden auf 1,2; 2,4 und 4,8 cm festgelegt und die Bandbreiten pro-
portional zur zentralen Wellenzahl eingestellt.

Die linke Spalte der Bilder in Abb. 13.11 zeigt die Filterung mit dem geraden
Gaborfilter, die rechte Spalte die lokale Amplitude, die ein MaR fiir die Energie
der Wellen darstellt. Die gefilterten Bilder zeigen, dass Wellen mit unterschied-
lichen Wellenldngen teilweise gekoppelt sind. In Bereichen, in denen die Wel-
len groRer Wellenldnge groRe Amplituden haben, weisen auch die kleinskaligen
Wellen (Kapillarwellen) groRe Amplituden auf. Die Energie der Wellen ist nicht
gleichmalig tiber die Wasseroberflache verteilt.

Die Ausdehnung dieser Analyse auf Bildsequenzen gibt einen direkten Einblick
in die komplexen nichtlinearen Wellen-Wellen-Wechselwirkungen. In Abb. 13.12
ist die zeitliche Entwicklung einer Zeile des Bildes aus Abb. 13.11 dargestellt.
Wie wir genauer in Abschn. 14.2.4 besprechen werden, ist die Steigung zur
Zeitachse der Strukturen in diesen Orts/Zeit-Bildern proportional zur Geschwin-
digkeit der bewegten Objekte. Man kann schon zeigen, dass die kleinskaligen
Wellen von groRen Wellen moduliert werden und dass die Gruppengeschwin-
digkeit (Geschwindigkeit der Wellenenergie) der kleinen Wellen geringer als die
Phasengeschwindigkeit der Kapillarwellen ist.

13.4.6 Lokale Wellenzahlbestimmung?*

Zur Bestimmung der lokalen Wellenzahl miissen wir lediglich die erste raum-
liche Ableitung des Phasensignals berechnen (Abschn. 13.4.1, (13.33)). Diese
Ableitung muss in der Richtung bestimmt werden, in der das Hilbert- oder Qua-
draturfilter angewandt wurde. Die Phase ergibt sich entweder aus

$(x) = arctan (52‘;’)‘)) (13.63)
oder aus
¢(x) = arctan (m) , (13.64)

wobei g, und g_ die Signale bezeichnen, die mit dem geraden bzw. ungeraden
Teil des Quadraturfilters gefiltert wurden.

Wegen der dem Phasensignal eigenen Diskontinuititen ist es allerdings nicht
ratsam, die partiellen Ableitungen direkt aus diesen Gleichungen zu berechnen.
Eine mit dem Arkustangens berechnete Phase ist auf das Intervall [, 77[ be-
grenzt und fihrt unausweichlich zu einem Sprung des Phasensignals zwischen
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LY
_ -
Abbildung 13.11: Analyse eines Bildes (a, 40 cm X 30cm) winderzeugter Was-
seroberfldchenwellen. Die Helligkeit ist proportional zur Neigung der Wellen in

Windrichtung. Gerader Teil (b, d, f) und Betragsquadrat (Energie, c, e, g) des
gaborgefilterten Bildes mit Schwerpunktwellenlingen von 48, 24 bzw. 12 mm.
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Abbildung 13.12: Analyse eines 5s langen Orts/Zeit-Schnitts in Windrich-
tung durch eine Bildsequenz von winderzeugten Wasseroberfldchenwellen. Die
Zeitachse verlduft vertikal. Gerader Teil (a - ¢) und Betragsquadrat (Energie, d -
f) gaborgefilterter Bilder mit Schwerpunktwellenldngen bei 48, 24 bzw. 12 mm.

T und —71r. Wie Fleet [47] zeigte, kann dieses Problem vermieden werden, in-
dem wir den Phasengradienten direkt aus den Gradienten von g, (x) und g- (x)
berechnen. Das Ergebnis ist:

_ 0o (x)
v = oxp
0
= Earctan(—cu(x)/q_(x)) (13.65)
- 1 0q.. (x) 9q-(x)
- q%(x)+q2(x)( axp a-(x) x, Q+(x)).

Diese Formulierung des Phasengradienten beseitigt auch die Notwendigkeit der
Berechnung trigonometrischer Funktionen und ist daher bedeutend schneller.
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13.5 Tensordarstellung durch Quadraturfiltersatze*

13.5.1 Grundlagen?

Quadraturfilter eréffnen einen anderen Weg der Analyse einfacher Nachbar-
schaften zur Bestimmung sowohl der lokalen Orientierung als auch der loka-
len Wellenzahl. Historisch betrachtet war diese aus den Arbeiten von Gran-
lund [62] hervorgegangene Technik die erste fiir die Analyse lokaler Struktu-
ren. Die Techniken des Tragheits- und Strukturtensors kamen erst spater auf
[13, 102, 159, 160].

Der Quadraturfiltermethode liegt die Idee zugrunde, Strukturen in einem be-
stimmten Bereich von Wellenzahlen und Richtungen zu extrahieren. Um die
lokale Orientierung zu bestimmen, miissen wir eine ganze Reihe von gerich-
teten Filtern anwenden, wobei jedes Filter fiir Strukturen anderer Orientierung
empfindlich ist. Dann vergleichen wir die Filterantworten und erhalten eine ma-
ximale Filterantwort von dem Richtungsfilter, dessen Richtung am besten mit
der lokalen Orientierung tibereinstimmt. Ahnlich kann eine Serie von Quadra-
turfiltern zur Bestimmung der lokalen Wellenzahl eingesetzt werden.

Erhalten wir ein ausgeprdgtes Maximum von einem der Filter, jedoch nur ge-
ringe Antworten von den tibrigen Filtern, enthdlt die Nachbarschaft ein lokal
orientiertes Muster. Sind die Filterantworten vergleichbar, besteht die Nachbar-
schaft aus einer Verteilung unterschiedlich gerichteter Muster. Soweit scheint
das Konzept einfach zu sein; allerdings miissen noch ein paar Probleme gelost
werden. Welche Eigenschaften miissen die Richtungsfilter fiir eine genaue Be-
stimmung der lokalen Orientierung erfiillen, wenn dies tiberhaupt méglich ist?
Um eine moglichst hohe Rechengeschwindigkeit zu erreichen, miissen wir die
kleinstmogliche Zahl von Filtern anwenden, die zur Interpolation des Winkels
der lokalen Orientierung nétig sind. Was jedoch ist die Minimalzahl?

Die in diesem Abschnitt eingefiihrten Konzepte basieren auf Arbeiten von Gran-
lund [62], Knutsson [ ] und Knutsson et al. [ ]. Sie wurden inzwischen in
der Monographie von Granlund und Knutsson [63] zusammengefallt. Wahrend
die genannten Autoren die Quadraturfiltersatztechnik fiir mehrere Dimensio-
nen formuliert haben, werden wir hier nur den zweidimensionalen Fall betrach-
ten. Zundichst besprechen wir die Konstruktion von Quadraturfiltern, die fir
die Detektion sowohl der lokalen Orientierung als auch der lokalen Wellen-
zahl geeignet sind. Dies fiihrt uns zu polar separierbaren Quadraturfiltern (Ab-
schn. 13.5.2). In einem zweiten Schritt zeigen wir, wie der in Abschn. 13.3.3 defi-
nierte Orientierungsvektor mit Hilfe einer einfachen Vektoraddition der Antwor-
ten der Quadraturfilter (Abschn. 13.5.3) zusammengesetzt werden kann. Ahn-
lich untersuchen wir in Abschn. 13.5.4 die Berechnung der lokalen Wellenzahl.
Abschnitt 13.5.5 schlieRt den Kreis mit Betrachtungen tiber den Strukturtensor,
der ebenfalls aus einer Menge von Quadraturfiltern berechnet werden kann. Die
zu Beginn dieses Kapitels (Abschn. 13.3) diskutierten Tensormethoden unter-
scheiden sich also von der Quadraturfiltersatztechnik lediglich in einigen feinen
Details, fithren ansonsten jedoch zu identischen Ergebnissen.
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13.5.2 Polar separierbare Quadraturfilter*

Fur einen angemessenen Satz von Richtungsfiltern sollte jedes Filter eine ge-
drehte Kopie des néachsten Filters sein. Diese Forderung impliziert, dass die
Transferfunktion der Filter in einen Winkelteil d(¢) und einen Wellenzahlteil
¥ (k) separiert werden kann. Solch ein Filter wird polar separierbar genannt:

ak, ) = #(k)d(), (13.66)

wobei k = \/k% + k% der Betrag und ¢ = arctan(k,/k;) das Argument der Wel-
lenzahl ist. Fiir einen Satz von Richtungsfiltern ist nur der Winkelteil der Trans-
ferfunktion wichtig, da der radiale Teil fiir alle Filter gleich sein muss, allerdings
von beliebiger Form sein kann. Das Gegenteil gilt fiir einen Filtersatz zur Be-
stimmung der lokalen Wellenzahl.

Knutsson [110] schlug das folgende grundlegende Quadraturfilter vor:

. B (Ink —Inkg)?
Pl = P [_ (B/2)%1n2 }
(13.67)
i) - cos?(p — i) | — il <m/2
B 0 sonst.

In dieser Gleichung wird die komplexe Notation fiir Quadraturfilter verwendet
(Abschn. 13.4.5). Die Filterrichtung ist ¢x; der Einheitsvektor in dieser Richtung
ist di = [cos ¢y, sin ¢y ]. Das Filter ist kontinuierlich, da die Kosinusfunktion
in der Teilungsebene fiir die beiden Halbraume (|¢ — ¢px| = 1v/2 oder dik = 0)
null ist. Verwenden wir den Einheitsvektor dy in Richtung des Filters, kénnen
wir den Winkelteil auch folgendermaRen schreiben:

- -
dk) = { (kdi)="  (kdi) >0

0 sonst. (13.68)

In (13.67) bezeichnet die Konstante k, die maximale Wellenzahl; B bestimmt
die Halbwertsbreite der Wellenzahl in Oktaven und [ die Winkelauflosung des
Filters. Mit einer logarithmischen Wellenzahlskala hat das Filter die Form ei-
ner GauRfunktion. Daher hat der radiale Teil eine lognormale (logarithmisch
normalverteilte) Form.

Bei dem geraden und ungeraden Filter des reellen Quadraturfilterpaars sind die
radialen Teile gleich, lediglich die Winkelteile unterscheiden sich:

d.(p) = cos?(p— ¢py)
d_(¢) icos® (¢p — k) signum(cos(Pp — ¢i)).

Abbildung 13.13 zeigt den radialen und den Winkelteil der Transferfunktionen
fiir verschiedene ko und ¢y.

Wir erhalten einen Satz von Richtungsfiltern durch die Auswahl entsprechend
unterschiedlicher ¢x:

(13.69)

¢k=%k k=0,1,---,K—1. (13.70)
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Abbildung 13.13: a Radial- und b Winkelteil eines Quadraturfilters nach (13.67)
mit B = 1 und | = 1 mit unterschiedlichen maximalen Wellenzahlen und in
unterschiedlichen Richtungen.

a

Abbildung 13.14: Berechnung der lokalen Orientierung durch Vektoraddition
der vier Filterantworten. Gezeigt ist ein Beispiel mit isotroper Umgebung in Be-
zug auf die Orientierung: Alle vier Filterantworten sind gleich. Die Winkel der
Vektoren entsprechen den Filterrichtungen in a und den verdoppelten Filterrich-
tungswinkeln in b.

Knutsson verwendet vier Filter mit 45°Inkrementen in den Richtungen 22,5°,
67,5°, 112,5°und 157,5°. Diese Richtungen haben den Vorteil, dass nur ein Fil-
terkern konstruiert werden muss. Die Kerne fiir die Filter der anderen Rich-
tungen ergeben sich durch Spiegelung an den Achsen und Diagonalen. Diese
Filter werden im Wellenzahlraum konstruiert. Die Filterkoeffizienten erhalten
wir durch inverse Fouriertransformation. Wéahlen wir eine kleine Filtermaske,
schneiden wir einen Teil der Filterkoeffizienten, die ungleich null sind, ab. Da-
raus resultieren Abweichungen von der idealen Transferfunktion. Aus diesem
Grund hat Knutsson die Koeffizienten des Filterkerns so optimiert, dass die
ideale Transferfunktion moéglichst gut approximiert wird. Nach Knutsson ist
dazu eine Filtermaske mindestens der Grofe 15 x 15 notig.
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13.5.3 Bestimmung des Orientierungsvektors*

Die lokale Orientierung kann aus den Antworten der vier Quadraturfilter durch
Vektoraddition berechnet werden. Die Idee des Ansatzes ist einfach. Wir weisen
den einzelnen Richtungsfiltern einen Orientierungsvektor zu. Der Betrag des
Vektors entspricht der Antwort des Quadraturfilters. Die Richtung des Vektors
ist gegeben durch den doppelten Winkel der Filterrichtung (Abschn. 13.3.3). In
dieser Darstellung zeigt jede Filterantwort, wie genau die Richtung des unter-
suchten Musters mit der Richtung des Filters tibereinstimmt. Eine Abschdtzung
des Orientierungsvektors ist dann durch die Vektorsumme der zu den einzelnen
Filtern gehorenden Orientierungsvektoren gegeben.

Verwenden wir fiir den Orientierungsvektor eine Darstellung mit komplexen
Zahlen, konnen wir die Filterantwort des Filters in Richtung ¢y schreiben als

Q4 = |21 exp(2idy) (13.71)

und den Orientierungsvektor als Vektorsumme

K-1

O=> Q4. (13.72)
k=0

Warum die Verdoppelung der Vektorenwinkel gegeniiber denjenigen der zu-
gehorigen Orientierungsfilter notwendig ist, zeigt das Beispiel in Abb. 13.14, in
dem die Antwort aller vier Filter gleich ist. Es liegt also keine lokale Orientierung
vor und die Umgebung enthélt Strukturen in alle Richtungen. Die Vektorsumme
aller Filter ist null, wenn wir den Orientierungswinkel verdoppeln (Abb. 13.14b),
nicht jedoch, wenn wir diesen Schritt auslassen (Abb. 13.14a).

Nach diesen mehr qualitativen Betrachtungen wollen wir belegen, dass wir die
lokale Orientierung exakt berechnen kénnen, wenn eine ideale Orientierung in
eine beliebige Richtung ¢ vorliegt. Zugleich ergibt sich dabei, wie viele Filter
mindestens notwendig sind. Die Berechnungen lassen sich vereinfachen, wenn
wir nur die winkelabhdngigen Terme berticksichtigen, da die Filterantworten
die gleiche Wellenzahlabhdngigkeit zeigen. Der eilige Leser mag diesen Beweis
tiberspringen.

Unter Verwendung von (13.67), (13.70) und (13.71) kdnnen wir den Winkelteil
der Filterantwort des k-ten Filters folgendermaRen formulieren:

di (o) = exp (2mik/K) cos? (¢po — Tk /K).

Die Kosinusfunktion wird zerlegt in die Summe zweier komplexer Exponential-
funktionen:

di (o) = 537 €xp (21rik/K) [exp (i(¢po — 1k/K)) + exp (—i(¢o — mk/K))1*
21

1 557 €xXp (21ik/K) Y (2;) exp (ij(po — k/K)) exp (-i(21 - j) (¢o — Tk/K))
j=0

21
= 212< )exp i(j—1D2¢o) exp (2mi(1 + 1 — j)(k/K)).
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Nun summieren wir die Vektoren aller K Richtungsfilter:

K-1

de 22[2( )exp i(j—1)2¢0) Zexp 2mi(l + 1 - j) (k/K)).

Der Schliissel zur Losung der komplexen Doppelsumme liegt in einer Analyse
der inneren Summe tiber k. Mit j = [ + 1 ist der Exponent null. Die Summanden
selbst sind dann 1, die Summe K. Ansonsten stellt die Summe eine Partialsum-
me der geometrischen Reihe mit dem Faktor exp (2mi(1 + I — j)(k/K)) dar. Thr
Summenwert ist

K-1 . .
. . _ l-exp(mi(1+1-j)

goexp (i1 +1-j)(k/K)) = T exp @il £ 1= H)/K)" (13.73)

Wir kénnen (13.73) nur heranziehen, wenn der Nenner = 0 Vj = 0,1, - - -, 2L

Daraus folgt, dass K > 1 + L. Unter diesen Bedingungen verschwindet die Sum-
me. Dieses Ergebnis lasst sich einfach geometrisch interpretieren: Die Summe
besteht aus gleichméaRig auf dem Einheitskreis verteilten Vektoren, wobei zwei
benachbarte Vektoren jeweils um den Winkel 27wk /K gegeneinander verdreht
sind.

Damit reduziert sich die Summe in (13.73) auf K fir j = [+ 1, andernfalls ist sie
null. Also enthdlt die Summe tiber j nur den Term mit j = [+1. Das Endergebnis

K-1
. K (2 .
godk = 51 (l B 1) exp (i2¢) (13.74)

ist ein Vektor, bei dem der Winkel der lokalen Orientierung verdoppelt ist. Da-
mit ist der Beweis erbracht. m

Aus dem Beweis der Korrektheit der Vektoradditionstechnik ergibt sich auch
die Minimalzahl der erforderlichen Richtungsfilter: Aus [ >0 und K > [+ 1
schliefen wir, dass mindestens K = 3 Richtungsfilter notwendig sind. Diese
Bedingung lédsst sich intuitiv verstehen. Haben wir nur zwei Filter (K = 2),
liegen deren Orientierungsvektoren und der Summenvektor auf einer Geraden
(Abb. 13.15a), und eine Bestimmung der Orientierung ist nicht moéglich. Erst
mit drei oder vier Vektoren kann der Summenvektor alle Richtungen annehmen
(Abb. 13.15b und c).

Mit einer dhnlichen Gedankenfolge wie oben konnen wir eine weitere wesent-
liche Eigenschaft der Richtungsfilter beweisen. Die Summe {iber die Transfer-
funktionen der K Filter resultiert fiir K > [ in einer isotropen Funktion:

K (21!
kzocos”(d> k/K) = 221<l>221(l'2)' (13.75)

Mit anderen Worten: die Summe aller Filterantworten ergibt eine orientierungs-
invariante Antwort, es gibt keine Vorzugsrichtung. Das ist der tiefere Grund,
warum die lokale Orientierung einfach und exakt mit einer sehr begrenzten Zahl
von Filtern und einer einfachen linearen Prozedur wie einer Vektoraddition be-
stimmt werden kann.
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C

Abbildung 13.15: Vektoraddition der Filterantworten von K Richtungsfiltern zur
Bestimmung der lokalen Orientierung; aK = 2; b K = 3; ¢ K = 4; der Summen-
vektor ist verstdrkt gezeichnet.

13.5.4 Bestimmung der lokalen Wellenzahl*

Die lognormale Form des radialen Teils des Quadraturfilters ermdoglicht eine
direkte Bestimmung der lokalen Wellenzahl eines engbandigen Signals. Nach
(13.67) konnen wir den radialen Teil der Transferfunktion des Quadraturfilters
schreiben als

_ 2
(lnklnkl)} (13.76)

nilk) = exp [_ 202In2
Wir untersuchen das Verhaltnis der Ausgabe bei zwei unterschiedlichen radia-
len Zentralfrequenzen k; und k, und erhalten:

2 ox 7_(11'1I<—lnk2)2—(lnk—lnkl)2
o P | 2021In?2
D e [ 2(Ink, —Ink;)Ink +1n*k, — In° ky
| 202In2
C ex [(Ink> —Ink;)[Ink —1/2(Ink> +lnk1)]]
B Pl o2In?
~ exp [In(k/vkok1) In(ko /K1)
| 02ln?2
X In(ko /k1)/(0%In2)
B (quz)

Allgemein ist das Verhaltnis zweier unterschiedlicher Radialfilter direkt propor-
tional zur lokalen Wellenzahl. Das Verhiltnis wird besonders einfach, wenn der
Exponent des letzten Ausdrucks eins ist. Dies ist beispielsweise der Fall, wenn
k>/k1 = 2und o = 1. Dann ist

7o k
— = . 13.77
1 Jkiks ( )

13.5.5 Bestimmung des Strukturtensors®

Im letzten Abschnitt dieses Kapitels werden wir die in Abschn. 13.5 diskutier-
te Quadraturfiltersatztechnik in Beziehung zur Tensortechnik (Abschn. 13.3)
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setzen. Der Strukturtensor kann aus den Antworten dieser Filter berechnet
werden. Granlund und Knutsson [63] stellen eine allgemeine Gleichung zur Be-
rechnung des Strukturtensors aus den Quadraturfilterantworten vor:

K-1

J(x) = Y Q1g(x) (addi ® di - BI), (13.78)
k=0

wobei 9;g(x) die Amplitude des k-ten Quadraturfilters ist, I die Einheitsmatrix
und « =4/3, 8 =1/3 im Zweidimensionalen.

Wir zeigen diese Beziehung an einer Quadratur mit drei Filtern. Diese zeigen in
die Richtungen 0°, 60° und 120°. Damit ergeben sich die Einheitsrichtungsvek-
toren zu

do = [1,0]"
d = [1/2,v3/2]" (13.79)
d = [-1/2,v3/2]".

Mit diesen Werten fiir dy kann (13.78) folgendermaRen geschrieben werden:

[ 1
J = Q| g _10/3}
0 1/¥3
+ 219(x) 1/43 2//{} (13.80)
[0 -1/43
I | 3 2//3f]

Die Matrizen liefern den Beitrag der einzelnen Quadraturfilter zu den zugehori-
gen Elementen des Strukturtensors. Bei einem isotrop orientierten Muster ist
die Antwort aller Quadraturfilter gleich. Bezeichnen wir sie mit g(x), ergibt
(13.80) den korrekten Strukturtensor fiir ein isotrop orientiertes Muster:

ax) 0 } (13.81)

J(X)_[ 0 ax)

Umgekehrt ist die Antwort fiir ein gerichtetes Muster g(x) cos?(¢g — ¢x), und
wir erhalten

(13.82)

2 .
J(x):q(x)[ cos?(¢o)  sin(2¢po) /2 }

sin(2¢pg) /2 sin®(¢po)

Wieder ist dies die korrekte Form des Strukturtensors fiir eine ideal orientierte
Struktur in Richtung ¢¢. (Dies kann zum Beispiel gezeigt werden, indem wir
priifen, ob die Determinante der Matrix null ist, und indem wir den Orientie-
rungswinkel nach (13.12) berechnen.)

Es gibt nur einen feinen, aber wichtigen Unterschied zwischen der Quadra-
turfiltertechnik und der Strukturtensormethode. Die Quadraturfiltertechnik er-
fordert keine Mittelung zur Berechnung der Komponenten des Strukturtensors.
Die Mittelung ist jedoch ein wichtiges Element dieser Methode, ohne die das
KoharenzmalR (siehe (13.15) in Abschnitt 13.3.4) immer eins ware.
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13.6 Literaturhinweise zur Vertiefung*

Der Quadraturfilter-Ansatz (Abschn. 13.5) wird im Detail in der Monographie
von Granlund und Knutsson [63] beschrieben, die Tragheitstensormethode (Ab-
schn. 13.3.7) in einem Artikel von Bigiin und Granlund [13]. Poularikas [154]
behandelt die Mathematik der Hilberttransformation. Die Erweiterung des ana-
lytischen Signals auf hohere Dimensionen (Abschn. 13.4.4) wurde erst kiirzlich
von Felsberg und Sommer [44] publiziert. Mehr zur Mathematik des monoge-
nen Signals und der geometrischen Algebra fiir das Computersehen ist in der
Monographie von Sommer [ ] zu finden.



14 Bewegung

14.1 Einfiilhrung

Die Bewegungsanalyse war lange Zeit eine spezielle Forschungsrichtung,
die mit der allgemeinen Bildverarbeitung nicht viel zu tun hatte. Diese
Trennung hatte zwei Griinde. Zum ersten waren die Techniken zur Be-
wegungsanalyse in Bildsequenzen andere. Zum zweiten beschrankte der
grole Speicherplatz und die Rechenleistung, die zur Verarbeitung von
Bildsequenzen notwendig waren, die Bewegungsanalyse auf einige spe-
zialisierte Institute, die sich die teure Ausriistung leisten konnten. Bei-
des trifft heute nicht mehr zu. Aufgrund der allgemeinen Fortschritte
in der Bildverarbeitung unterscheiden sich die in der Bewegungsanaly-
se verwendeten Methoden nicht mehr von den bei anderen Bildverar-
beitungsaufgaben eingesetzten. AulRerdem ermoglichen Fortschritte bei
der Computer-Hardware und bei Algorithmen nun auch die Analyse von
Bildsequenzen auf Standard-PCs und Workstations.

Wir konnen daher Bewegung als lediglich ein anderes Merkmal be-
trachten, das zur Identifizierung und Charakterisierung von Objekten
und zum Verstehen von Szenen verwendet wird. Die Integration der
Bewegungsanalyse in die allgemeine Bildverarbeitung lasst sich mit dem
Ubergang von der Photographie von Einzelbildern zum Film vergleichen.
Nur mit Bildsequenzen kénnen wir dynamische Prozesse erkennen und
analysieren. Aus der Bildsequenzanalyse resultieren viele Moglichkeiten
fiir wissenschaftliche und technische Anwendungen wie, um nur einige
zu nennen, die Untersuchung von FlieR- und Transportprozessen, von
biologischen Wachstumsprozessen sowohl im molekularen Bereich als
auch im gesamten Okosystem, von Verdnderungen im Tages- oder Jah-
resrhythmus, von Prozessabldufen in der Industrie und von Verkehrs-
szenen, ferner die Steuerung autonomer Fahrzeuge und Roboter. Alle
dynamischen Vorgange, die zeitliche Veranderungen bewirken, welche
sichtbar gemacht werden kénnen, sind potentielle Aufgaben fiir die Bild-
sequenzanalyse.

Die Bewegungsanalyse ist trotz allem immer noch eine herausfor-
dernde Aufgabe, die einiges an Spezialwissen erfordert. Daher disku-
tieren wir in Abschn. 14.2 ihre grundlegenden Probleme und Prinzipien.
Dann wenden wir uns den verschiedenen Techniken zur Bestimmung
von Bewegung zu. Wie in vielen anderen Bereichen der Bildverarbeitung
ist die Literatur voll von einer verwirrenden Vielfalt verschiedenster An-
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Abbildung 14.1: a bis d Zwei Bildpaare der Baustelle der neuen Kopfklinik
der Universitcit Heidelberg. Was hat sich jeweils vom linken zum rechten Bild
verdndert?

satze. Hier wird versucht, die verschiedenen Konzepte auf einheitliche
Weise als Filteroperationen in Orts/Zeit-Bildern darzustellen, um die Be-
ziehungen zwischen den verschiedenen Konzepten transparent zu ma-
chen.

In diesem Sinne diskutieren wir als elementare Verfahren zur Be-
wegungsschatzung differentielle (Abschn. 14.3), Tensor- (Abschn. 14.4),
Korrelations- (Abschn. 14.6) und Phasenmethoden (Abschn. 14.7).

14.2 Grundlagen

14.2.1 Bewegung und Grauwertveranderungen

Intuitiv verbinden wir Bewegung mit Veranderungen. Also beginnen wir
die Diskussion der Bewegungsanalyse mit der Betrachtung der Unter-
schiede zwischen zwei Bildern einer Sequenz. In Abb. 14.1a und b se-
hen wir ein Bildpaar von einer Baustelle an der Universitdt Heidelberg.
Zwischen dem linken und rechten Bild bestehen Unterschiede, welche
jedoch nicht direkt ins Auge springen. Wenn wir aber die beiden Bil-
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Abbildung 14.2: a bis d Zwei Bildpaare aus einem Labor. Welche Unterschiede
bestehen jeweils zwischen dem linken und rechten Bild?

der voneinander subtrahieren, werden die Unterschiede sofort sichtbar
(Abb. 14.3a). Links unten im Bild hat sich ein LKW bewegt, wahrend
der Wagen dahinter offensichtlich parkt. In der Bildmitte sehen wir den
Umriss eines FuBgangers, der in den Originalbildern kaum zu erkennen
ist. Die hellen Flecken im oberen Bildteil sind Fahrradfahrer auf einem
Radweg im Hintergrund. Aus der groReren Verschiebung der Doppel-
konturen im Differenzbild konnen wir abschétzen, dass sie sich im Ver-
gleich zum FuBRganger schneller bewegen. Selbst solch eine qualitative
Beschreibung zeigt, dass die Bewegungsanalyse uns betradchtlich hilft,
eine Szene zu verstehen. Ohne beispielsweise die sich bewegenden Rad-
fahrer wire es viel schwerer, den Radweg zu erkennen.

Abbildung 14.1c und d zeigt — leicht versetzt — dieselbe Szene. Nun
konnen wir jedoch die Verdanderungen bereits im Originalbild erkennen.
Betrachten wir Kanten, so sehen wir, dass die Bilder etwas in horizon-
taler Richtung gegeneinander verschoben sind. Was ist geschehen? Of-
fensichtlich wurde die Kamera geschwenkt. Im Differenzbild Abb. 14.3b
erscheinen alle Objektkanten als helle Linien. An den Stellen jedoch,
an denen die rdumlichen Grauwertverdnderungen im Originalbild klein
sind, ist das Differenzbild dunkel. Daraus lasst sich schliefen, dass Be-
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Abbildung 14.3: Differenzbild a der Bilder a und b in Abb. 14.1, b der Bilder c
und d in Abb. 14.1.

a b

Abbildung 14.4: Differenzbild a der Bilder a und b in Abb. 14.2, b der Bilder c
und d in Abb. 14.2.

wegung nur an den Stellen erkannt wird, an denen Grauwertverande-
rungen in der Szene auftreten. Diese einfachen Beobachtungen machen
die zentrale Rolle der raumlichen Grauwertveranderungen fiir die Bewe-
gungsbestimmung deutlich.

Soweit kénnen wir unsere Erfahrungen in der Aussage zusammen-
fassen, dass Bewegung in zeitlichen Grauwertveranderungen resultieren
kann. Leider ist der umgekehrte Schluss, dass alle zeitlichen Grauwert-
veranderungen auf Bewegung zurtickzufiihren sind, nicht zuldssig. Auf
den ersten Blick sehen die Bilder in Abb. 14.2a and b identisch aus. Das
Differenzbild in Abb. 14.4a zeigt jedoch, dass einige Teile im linken Bild
heller sind als im rechten. Offensichtlich haben sich die Lichtverhaltnis-
se gedndert. Tatsdachlich wurde eine Lampe aulRerhalb des Bildausschnit-
tes ausgeschaltet, bevor das Bild in Abb. 14.2b aufgenommen wurde. Wo
aber steht diese Lampe? Das Differenzbild zeigt, dass nicht alle Flachen
gleich hell sind. Zur Kamera hin gerichtete Flachen sind in beiden Bil-
dern etwa gleich hell, wahrend nach links orientierte Flachen deutlich
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Abbildung 14.5: Veranschaulichung des Blendenproblems in der Bewegungs-
analyse: a Mehrdeutigkeit der Verschiebungsvektoren an einer Kante; b Eindeu-
tigkeit des Verschiebungsvektors an einer Ecke.

dunkler sind. Daraus kénnen wir schlieRen, dass sich die Lampe links
aulerhalb des Bildausschnittes befindet.

Ein weiteres Bildpaar (Abb. 14.2c und d) zeigt eine wesentlich kompli-
ziertere Szene, obwohl die Beleuchtung nicht verandert, sondern ledig-
lich die Labortiir geschlossen wurde. Natiirlich sehen wir im Bereich der
Tiir starke Grauwertunterschiede. Das SchlieRen der Tiir bewirkt jedoch
zusatzlich eine Verdnderung der Lichtverhdltnisse. Da in den Bereich
unterhalb der Tir nun mehr Licht reflektiert wird, sehen wir auch an
den dort gelegenen Objekten Grauwertunterschiede (Abb. 14.4b).

14.2.2 Das Blendenproblem

Bisher haben wir gelernt, dass die Bewegungsanalyse eng mit raumlichen
und zeitlichen Grauwertunterschieden zusammenhéngt. Beide GréRen
erhélt man recht einfach mit lokalen Operatoren, welche die raumlichen
und zeitlichen Ableitungen bilden. Solch ein lokaler Operator ,,sieht” je-
doch entsprechend der GroRe seiner Maske nur einen kleinen Ausschnitt
des beobachteten Objekts. Dies ldsst sich veranschaulichen, indem wir
eine Blende auf das Bild legen.

Abbildung 14.5a zeigt eine Kante, die aus der Position der durchgezo-
genen Linie zu der Lage der gestrichelten Linie verschoben wurde. Die
Bewegung von einer Position zur ndchsten kann durch einen Verschie-
bungsvektor — abgekiirzt VV — beschrieben werden. In diesem Fall
konnen wir die Verschiebung nicht eindeutig bestimmen, da der Ver-
schiebungsvektor von einem Punkt der Kante im ersten Bild zu einem
beliebigen Punkt auf der verschobenen Kante im ndchsten Bild zeigen
kann (Abb. 14.5a). Wir konnen lediglich die senkrecht zur Kante liegen-
de Komponente des VV bestimmen, wiahrend die parallel zur Kante lie-
gende unbekannt bleibt. Diese Mehrdeutigkeit wird als Blendenproblem
bezeichnet. Eine eindeutige Bestimmung des VV ist nur moglich, wenn
die Operatormaske die Ecke eines Objekts einschlie3t (Abb. 14.5b). Das
Beispiel zeigt, dass lokale Operatoren nur sparliche Information tiber
Bewegung liefern.
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Abbildung 14.6: Das Korrespondenzproblem bei a einem deformierbaren zwei-
dimensionalen Kérper und b einem regelmdfigen Gitter.

14.2.3 Das Korrespondenzproblem

Der Grund fiir das Blendenproblem liegt in der Tatsache, dass wir einen
bestimmten Punkt einer Kante im folgenden Bild einer Bildsequenz nicht
wiederfinden konnen, da wir keine Moglichkeit zur Unterscheidung ver-
schiedener Punkte einer Kante haben. In diesem Sinne kdénnen wir das
Blendenproblem als Spezialfall des allgemeineren Korrespondenzprob-
lems verstehen. Allgemein bedeutet dies, dass wir keine eindeutig mit-
einander korrelierten Punkte in zwei aufeinanderfolgenden Bildern einer
Sequenz bestimmen koénnen. In diesem Abschnitt betrachten wir weitere
Beispiele des Korrespondenzproblems.

Abbildung 14.6a zeigt ein zweidimensionales deformierbares Objekt,
z.B. einen Farbklecks, der sich allmédhlich ausbreitet. Es leuchtet ein,
dass eine eindeutige Bestimmung der Verschiebungsvektoren selbst an
der Kante des Kleckses nicht moglich ist. Uber die Bewegung im Innern
kann man tiberhaupt nichts sagen, da es keine erkennbaren Merkmale
gibt, deren Bewegung man verfolgen kénnte.

Zundchst kénnte man annehmen, dass das Korrespondenzproblem
bei starren Objekten mit ausgepragten Grauwertunterschieden nicht auf-
tritt. Ein Gitter als Beispiel fiir eine periodische Textur (siehe Abb. 14.6b)
zeigt, dass dies nicht stimmt. Solange wir die Verschiebung des Gitters
mit einem lokalen Operator und damit nur in einem Ausschnitt des Ob-
jekts betrachten, ist die Verschiebung um ein Vielfaches der Maschen-
weite prinzipiell nicht erkennbar. Erst, wenn wir das gesamte Gitter mit
seinem Rand sehen, wird die Verschiebung eindeutig bestimmbar.

Eine andere Variante des Korrespondenzproblems tritt bei Bildern
mit vielen Objekten auf, die in der Form nicht unterscheidbar sind, z.B.
kleine Partikel, die in ein Stromungsfeld zur Messung der Stromungs-
geschwindigkeit eingebracht werden. In diesem Fall kann fiir ein Teil-
chen das jeweils korrespondierende im Folgebild nicht bestimmt werden
(Abb. 14.7b). Eine Losung des Problems ergibt sich, wenn wir die auf-
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Abbildung 14.7: Das Korrespondenzproblems bei ununterscheidbaren Teilchen:
a der mittlere Teilchenabstand ist grofier als die Verschiebungsvektoren; b der
umgekehrte Fall. Die gefiillten und offenen Kreise stellen die Teiclchen im ersten
bzw. zweiten Bild dar.

einanderfolgenden Bilder in so kurzen Zeitintervallen aufnehmen, dass
der mittlere Verschiebungsvektor signifikant kleiner ist als der mittle-
re Partikelabstand. Mit dieser zusédtzlichen Information kénnen wir den
ndchsten Nachbarn eines Partikels im folgenden Bild suchen. Solch ein
Ansatz ist allerdings niemals fehlerfrei, da die Entfernung von Partikeln
statistisch verteilt ist.

Aus diesen einfachen Beispielen wird das grundlegende Problem der
Bewegungsanalyse klar. Auf einer hoheren Abstraktionsebene kénnen
wir feststellen, dass die physikalische oder reale Korrespondenz realer
Objekte nicht mit der visuellen Korrespondenz im Bild tibereinstimmen
muss. Das Problem hat zwei Gesichter. Zundichst konnen wir visuel-
le Korrespondenz vorfinden, ohne dass eine physikalische besteht, so
bei Objekten oder periodischen Objekttexturen, die nicht voneinander
unterscheidbar sind. Weiter bedingt eine physikalische Korrespondenz
noch nicht, dass auch eine visuelle Korrespondenz besteht. So verhalt
es sich, wenn Objekte keine bestimmten Merkmale haben oder wenn wir
die visuelle Korrespondenz aufgrund von Anderungen der Beleuchtung
nicht erkennen kénnen.

14.2.4 Bewegung als Orientierung im Orts/Zeit-Raum

Die Diskussion in den vorangegangenen Abschn. 14.2.1-14.2.3 hat ge-
zeigt, dass die Analyse der Bewegung aus nur zwei aufeinanderfolgen-
den Bildern mit ernsthaften Problemen behaftet ist. Es stellt sich die Fra-
ge, ob diese Probleme zumindest teilweise iiberwunden werden konnen,
wenn wir die Analyse auf eine ganze Bildsequenz ausdehnen. Bei ei-
nem Bildpaar haben wir nur einen ,Schnappschuss“ des Bewegungsfel-
des, wissen also nicht, wie die Bewegung liber die Zeit weitergeht. Damit
bekommen wir beispielsweise keine Informationen tiber Beschleunigun-
gen und koénnen nicht beobachten, wie Teile eines Objekts auftauchen
und wieder verschwinden.
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Abbildung 14.8: Orts/Zeit-Bilder: a zweidimensionales Orts/Zeit-Bild mit einer
Raum- und einer Zeitkoordinate; b dreidimensionales Orts/Zeit-Bild.

In diesem Abschnitt betrachten wir die Grundlagen der Bildsequenz-
analyse in einem mehrdimensionalen Raum, der iiber einer Zeitkoordi-
nate und ein bis drei Raumkoordinaten aufgespannt ist. Diesen Raum
bezeichnen wir als Orts/Zeit-Raum oder xt-Raum.

Ein dreidimensionales Orts/Zeit-Bild kann man sich als Stapel auf-
einanderfolgender Bilder denken und diesen als Bildwrirfel darstellen
(Abb. 14.9). Auf jeder sichtbaren Fliache des Wiirfels bilden wir einen
Querschnitt durch den Bildstapel in der entsprechenden Richtung ab.
Somit zeigt die Oberseite eine xt-Scheibe und die rechte Seite eine yt-
Scheibe. Die Scheiben stammen aus der Zeile und der Spalte, die jeweils
durch weille Linien im letzten Bild der Zeitserie auf der Frontseite des
Wirfels markiert sind.

In einem Orts/Zeit-Bild wird ein Bildpunkt oder Pixel zu einem Vo-
xel, d.h., er reprasentiert den Grauwert in einem kleinen Volumenele-
ment mit den Ausdehnungen Ax, Ay und At. Bei der Erfassung echter
3D-Daten kommen wir an die Grenzen unseres visuellen Vorstellungs-
vermogens (vgl. die Diskussion in Abschn. 8.1.1). Daraus resultiert der
groRe Bedarf an geeigneten Darstellungen solcher Daten zur Visualisie-
rung interessierender Eigenschaften.

Wir betrachten zunéchst ein einfaches Beispiel mit einer Raum- und
einer Zeitkoordinate (Abb. 14.8a). Ein unbewegliches eindimensionales
Objekt zeigt vertikal orientierte Grauwertstrukturen. Bewegt sich ein
Objekt, verschiebt es sich von Bild zu Bild und erscheint als geneig-
te Grauwertstruktur. Die Geschwindigkeit ist mit der Orientierung in
Orts/Zeit-Bildern direkt verkniipft; sie ist im einfachen Fall eines 2D-
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Abbildung 14.9: Eine dreidimensionale Bildsequenz am Beispiel einer Verkehrs-
szene auf der Hanauer LandstrafSe in Frankfurt/Main, dargestellt als Bildquader.
Die Zeitachse kommt aus der Tiefe auf den Betrachter zu. Auf der rechten Sei-
te des Quaders ist eine yt-Scheibe fiir die mit einer vertikalen weifien Linie im
xy-Bild markierte x-Koordinate zu sehen, wdhrend die Oberseite eine mit der
horizontalen weifien Linie markierte xt-Scheibe zeigt (aus Jdhne [88]).

Orts/Zeit-Bildes gegeben durch
U =—-tanQ, (14.1)

wobei @ der Winkel ist zwischen der t-Achse und der Richtung, in der die
Grauwerte konstant sind. Das Minuszeichen in (14.1) kommt daher, dass
Winkel gegen den Uhrzeigersinn positiv gezdhlt werden. Die Erweiterung
auf zwei Raumdimensionen ist einfach; sie ist in Abb. 14.8b gezeigt. Die
Geschwindigkeit ergibt sich zu

u=-— [ tan @ ] . (14.2)
tan @,

Die Winkel @, und @, sind als die Winkel zwischen den Projektionen
auf die xt- und yt-Ebenen eines Vektors in Richtung der konstanten
Grauwerte und der t-Achse definiert.

Ein praktisches Bildbeispiel zeigt Abb. 14.9. Die Bewegung auf der
betrachteten Fahrbahn verldauft nahezu in vertikaler Richtung, so dass
der yt-Querschnitt als 2D-Orts/Zeit-Bild betrachtet werden kann. Die
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Bewegung ist sofort erkennbar. Halten die Autos an einer Ampel, sind
die Strukturen horizontal orientiert. Phasen mit zunehmender und kon-
stanter Geschwindigkeit kénnen davon und auch voneinander einfach
unterschieden werden.

Wir konnen zusammenfassend festhalten: Bewegung erscheint in
Orts/Zeit-Bildern als Orientierung. Diese grundlegende Tatsache bildet
die Basis der Bewegungsanalyse im Orts/Zeit-Raum. Der konzeptionelle
Unterschied zum Ansatz mit lediglich zwei aufeinanderfolgenden Bil-
dern ist der, dass Geschwindigkeit in Orts/Zeit-Bildern direkt als Orien-
tierung und nicht als diskrete Verschiebung gemessen werden kann.
Der Unterschied zwischen diesen beiden Konzepten ist groRer, als es
zundchst erscheint. Wir konnen Algorithmen fiir die Bewegungsschat-
zung nun im kontinuierlichen x¢-Raum formulieren und analytisch be-
trachten, bevor wir eine passende Diskretisierungsstrategie anwenden.
So ist es moglich, eindeutig zwischen prinzipiellen Mangeln eines Ansat-
zes und Fehlern durch die Diskretisierung zu unterscheiden.

Der vorgestellte Ansatz der Bewegungsanalyse hat viel gemeinsam
mit dem Problem der Rekonstruktion von 3D-Bildern aus Projektionen
(Abschn. 8.6). Tatsdchlich konnen wir uns die Bewegungsanalyse als ei-
ne geometrische Bestimmung der Geschwindigkeit durch die Betrach-
tung transparenter dreidimensionaler Orts/Zeit-Bilder aus unterschied-
lichen Blickwinkeln vorstellen. Bei dem Beobachtungswinkel, der einer
bestimmten Geschwindigkeit entspricht, miissen in der Zeitachse alle
Einzelbilder direkt iibereinander liegen. Die Geschwindigkeit ergibt sich
dann aus dem Winkel zwischen der Blickrichtung und der Zeitachse. Be-
trachten wir nur die Kante eines bewegten Objektes, so erscheint die-
se als eine geneigte Ebene im Orts/Zeit-Bild. Wir kénnen daher unsere
Blickrichtung in der Richtung entlang der Kante beliebig &ndern und be-
kommen dennoch die Kanten im ganzen Bildstapel zur Deckung. So be-
gegnen wir wieder dem in Abschn. 14.2.2 betrachteten Blendenproblem,
diesmal aus einem anderen Blickwinkel.

14.2.5 Bewegung im Fourierraum

Aus der Einfiihrung des Orts/Zeit-Raums ergibt sich der bedeutende Vor-
teil, dass wir Bewegung auch im korrespondierenden Fourierraum, dem
kw-Raum, analysieren konnen. Zur Einfithrung betrachten wir das Bei-
spiel einer 3D-Bildsequenz, bei der sich alle Objekte mit konstanter Ge-
schwindigkeit bewegen. Solch eine Sequenz g(x, t) lasst sich mit

g(x,t) = g(x —ut) (14.3)
beschreiben. Die Fouriertransformierte dieser Sequenz ist

1

gk, w) = W

Jjg(x—ut)exp[—i(kx— wt)]d®xdt. (14.4)
tx
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Mit x' = x — ut,

erhalten wir

ﬁ[ J g(x") exp(—ikx') | exp(—ikut) exp(iwt)d*x’dt.
t x’

gk, w) =
Das innere Integral enthélt die raumlichen Koordinaten und resultiert in
der raumlichen Fouriertransformation g (k) des Bildes g(x’). Das duRere
Integral tiber die Zeitkoordinate reduziert sich auf eine 6-Funktion, so
dass sich insgesamt ergibt:

gk, w) =g(k)é(ku — w). (14.5)

Diese Gleichung besagt, dass ein sich mit der Geschwindigkeit u bewe-
gendes Objekt nur einen zweidimensionalen Unterraum des dreidimen-
sionalen kw-Raumes besetzt. Die Gleichung fiir die Ebene ergibt sich
direkt aus dem Argument der -Funktion in (14.5):

w = ku. (14.6)

Diese Ebene schneidet die k; k»-Ebene normal zur Geschwindigkeitsrich-
tung, da in dieser Richtung das Skalarprodukt ku verschwindet. Die
Steigung der Ebene, ein Zweikomponentenvektor, ergibt die Geschwin-
digkeit:

Viw = Vi(ku) = u.
Der Index k im Gradientenoperator besagt, dass die partiellen Ableitun-
gen in bezug auf k berechnet werden.

Diese Betrachtungen zeigen — zumindest prinzipiell —, wie man die
Geschwindigkeit in einer Bildsequenz mit konstanter Geschwindigkeit
bestimmen kann. Man berechne die Fouriertransformation der Sequenz
und bestimme dann die Steigung der Ebene, auf der sich das Spektrum
der Sequenz befindet. Dies funktioniert am besten, wenn die Szene klei-
ne Strukturen enthalt, d. h. hohe Wellenzahlen, die in viele Richtungen
verteilt sind. Die Steigung der Ebene ldsst sich jedoch nicht eindeutig
bestimmen, wenn das Spektrum auf der Ebene zu einer Linie wird, was
bei raumlich orientierten Grauwertstrukturen geschieht. Dann erhalten
wir aus der Linie im Fourierraum nur die Komponente der Steigung der
Ebene in Richtung der raumlichen lokalen Orientierung. Damit stoRen
wir im kw-Raum wieder auf das Blendenproblem (Abschn. 14.2.2).

14.2.6 Optischer Fluss

Die in Abschn. 14.2.1 diskutierten Beispiele haben gezeigt, dass Bewe-
gung und Grauwertveranderungen nicht dquivalent sind. Die Beziehung
zwischen beiden wollen wir in diesem Abschnitt quantifizieren. Zwei
Begriffe sind in diesem Zusammenhang wichtig: das Bewegungsfeld und
der optische Fluss. Das Bewegungsfeld eines Bildes ist die Projektion der
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Bewegungen in der 3D-Szene auf die Bildebene. Diese GroRe soll aus
einer Bildsequenz extrahiert werden. Der optische Fluss ist als ,Grau-
wertfluss” in der Bildebene definiert. Thn beobachten wir. Der optische
Fluss und das Bewegungsfeld sind nur gleich, wenn die Objekte wah-
rend ihrer Bewegung in der Szene nicht die Beleuchtung in der Bilde-
bene verandern. Obwohl diese Aquivalenz zunichst plausibel erscheint,
gilt sie bei genauerer Betrachtung tatsachlich nur in sehr wenigen Fallen.
Die grundlegenden Fragen sind also, wie bedeutend die Abweichungen
sind und ob wir in der praktischen Anwendung von der Aquivalenz von
optischem Fluss und Bewegungsfeld ausgehen kénnen.

Zwei klassische Beispiele, bei denen das projizierte Bewegungsfeld
und der optische Fluss nicht gleich sind, hat Horn [80] beschrieben. Das
erste ist eine sich drehende Kugel mit einer beliebigen gleichméRigen
Oberflache. Solch eine Kugel kann sich durch ihren Schwerpunkt um
jede Achse drehen, ohne dass ein optisches Stromungsfeld resultiert.
Das gegenteilige Beispiel ist die gleiche Kugel in Ruhe und beleuchtet mit
einer sich bewegenden Lichtquelle. Nun ist das Bewegungsfeld null, aber
die Verdanderungen der Grauwerte durch die sich bewegende Lichtquelle
bewirken ein optisches Stromungsfeld.

An dieser Stelle miissen wir zundchst die unterschiedlichen Schreib-
weisen fiir die Bewegung in Bildsequenzen kliaren, da in der Literatur
durch die vielen unterschiedlichen Termini eine betrdachtliche Verwir-
rung herrscht. Der optische Fluss oder Bildfluss ist die sichtbare Bewe-
gung in der Bildebene. Er hat die Dimension einer Geschwindigkeit,
und wir bezeichnen ihn mit f = [fi, f>]17. Wird der optische Fluss
aus zwei aufeinanderfolgenden Bildern bestimmt, erscheint er als ein
Verschiebungsvektor (VV) von den Merkmalen des ersten zu denen des
zweiten Bildes. Liegt an jedem Bildpunkt ein Verschiebungsvektor vor,
so spricht man von einem Verschiebungsvektorfeld (VVF) s = [s1,s2]7.
Eine Naherung des optischen Flusses erhalten wir, indem wir das VVF
durch das Zeitintervall zwischen den beiden Bildern dividieren. Wichtig
ist, dass der optische Fluss ein zum kontinuierlichen Raum gehorender
Begriff und das VVF sein diskretes Gegeniiber ist. Das Bewegungsfeld
u = [u,u2]T = [u,v]7 in der Bildebene ist die Projektion des dreidi-
mensionalen physikalischen Bewegungsfeldes durch die Optik.

Das Konzept des optischen Flusses stammt aus der Hydrodynamik.
Auf Bilder Uibertragen, bewirkt die Bewegung, dass Grauwerte (entspre-
chend einem optischen Signal) tiber die Bildebene ,flieRen“, ebenso wie
Volumenelemente in Fliissigkeiten oder Gasen flieRen. In der Hydrody-
namik spielt die Kontinuitatsgleichung eine wichtige Rolle. Sie driickt die
Tatsache aus, dass Masse in einem Fluss konserviert wird, d. h., Fliissig-
keitsteilchen konnen in einer Stromung nicht verschwinden. Die Frage
ist nun, ob man eine dhnliche Kontinuitatsgleichung auch fiir Grauwerte
formulieren kann und unter welchen Bedingungen Grauwerte erhalten
bleiben.
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In der Hydrodynamik ergibt sich die Kontinuitdatsgleichung fiir die
Dichte o der Fliissigkeit zu

Je

ot

§g+vuw):

5 +uVo +oVu = 0. (14.7)

Diese Gleichung, die fiir zwei- und dreidimensionale Stromungen gilt, be-
schreibt die Massenerhaltung in einer Fliissigkeit in differentieller Form.
Die zeitliche Veranderung der Dichte wird durch die Divergenz der Fluss-
dichte up ausgeglichen. Indem wir die Kontinuitatsgleichung iiber ein
beliebiges Volumenelement integrieren, konnen wir die Gleichung auch
in Integralform schreiben:

[(%¢+vmo)av="2[eav+ fouda=0.  (48)
4 v A

Das zweite Volumenintegral wurde unter Verwendung des GaulRschen In-
tegraltheorems durch ein Oberflichenintegral um das Volumen ersetzt.
da ist ein zum Oberflichenelement d A normaler Vektor. Die Integral-
form der Kontinuititsgleichung besagt, dass die zeitliche Veranderung
der Masse durch einen Nettofluss in das Volumen, integriert iiber die
gesamte Oberflache des Volumens, verursacht wird.

Wie konnen wir nun fir den optischen Fluss f eine dhnliche Konti-
nuitatsgleichung, die brightness change constraint equation (BCCE) oder
optical flow constraint (OFC), ableiten? Die zur Dichte ¢ analoge GroRe
ist die Bestrahlungsstirke E oder der Grauwert g. Allerdings sollten
wir vorsichtig sein und die Terme in (14.7) ndher betrachten. Der lin-
ke Term fVg beschreibt die zeitliche Veranderung der Helligkeit durch
einen sich bewegenden Grauwertgradienten.

Der zweite Term mit der Divergenz des Geschwindigkeitsfeldes gV f
erscheint jedoch fraglich. Er wiirde eine zeitliche Verdnderung selbst in
einer Region mit einer konstanten Bestrahlungsstirke bewirken, wenn
die Divergenz des Stromungsfeldes ungleich null ist. Solch ein Fall liegt
beispielsweise vor, wenn sich ein Objekt von der Kamera wegbewegt. Die
Bestrahlungsstdrke in der Bildebene bleibt jedoch konstant, wenn sich
die Objektbeleuchtung nicht dndert. Die gesamte eingefangene Strah-
lung nimmt zwar mit dem Quadrat der Entfernung des Objektes ab. Da
aber die projizierte Flache des Objekts auf der Bildebene im selben Ver-
héltnis abnimmt, dndert sich die Bestrahlungsstarke nicht.

Wir lassen daher den letzten Teil der Kontinuitatsgleichung fiir den
optischen Fluss weg und erhalten

99

5 TfVa=0. (14.9)
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Abbildung 14.10: Veranschaulichung der differentiellen Methode zur Bestim-
mung der Bewegung im eindimensionalen Fall.

Im eindimensionalen Fall nimmt die Kontinuitat des optischen Flus-
ses die folgende einfache Form an:

99 , 99 _
2 TS5, =0 (14.10)

von der aus wir unter der Voraussetzung, dass die raumliche Ableitung
nicht verschwindet, direkt die eindimensionale Geschwindigkeit errech-
nen konnen:
p_ 09 jog

ot/ ox
Die Geschwindigkeit ist damit das Verhdltnis der zeitlichen zur raum-
lichen Ableitung. Diese grundlegende Beziehung kann, wie Abb. 14.10
zeigt, auch geometrisch abgeleitet werden. Im Zeitintervall At wird ein
Grauwert um die Strecke Ax = uAt verschoben. Dabei dndert sich der
Grauwert um g(x,t + At) — g(x,t). Die Grauwertanderungen konnen
auch durch die Steigung der Grauwertkante ausgedriickt werden:

_99x,t) . 99(x,b)
0x 0x

Hieraus erhalten wir durch den Grenziibergang At — 0 die Kontinuitéats-
gleichung fiir den optischen Fluss (14.10).

Die Kontinuitdtsgleichung des optischen Flusses (14.9) kann nach den
Uberlegungen im einleitenden Abschnitt iiber Bewegung und Grauwert-
veranderungen (Abschn. 14.2.1) nur eine erste Naherung sein. Der Grund
liegt in der Natur der Reflexion undurchsichtiger Oberfldchen, die von
der Blickrichtung, der Oberflichennormalen und den Richtungen des
einfallenden Lichtes abhdngt. Jedes Objekt empfangt Strahlung nicht
nur direkt von Lichtquellen, sondern auch von allen anderen Objekten
der Szene, die von dem Objekt aus gesehen werden kénnen.

Die von der Oberflache eines Objekts ausgehende Strahlungsfluss-
dichte hangt also von der Position aller anderen Objekte in einer Szene

(14.11)

gx,t+At) —g(x,t) = At. (14.12)
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ab. Im Bemiihen um photorealistische computergenerierte Bilder werden
solche Probleme im Detail in der Computergrafik studiert. Ein groRer
Schritt hin zu diesem Ziel war eine als Radiositdt bezeichnete Metho-
de, die genau die oben beschriebenen Beziehungen der Strahlungsfluss-
dichte von Objekten 16st [52]. Ein allgemeiner Ausdruck fiir die Objekt-
Strahlungsflussdichte — die mittlerweile berithmte Rendering-Gleichung
— geht auf die Arbeiten von Kajiya [100] zurtick. In der Bildsequenzver-
arbeitung ist es im Prinzip erforderlich, diese Gleichung umzukehren
und dadurch die Oberflachenreflektivitat aus der gemessenen Objekt-
Strahlungsflussdichte zu bestimmen. Die Oberflachenreflektivitat ist
eine von der Oberflachenorientierung und der Position anderer Objek-
te unabhangige Eigenschaft und damit ideal fiir die Bewegungsanaly-
se. Solch ein Ansatz ist jedoch unrealistisch, da er eine Rekonstruk-
tion der dreidimensionalen Szene erfordert, bevor die Umkehrung der
Rendering-Gleichung tiberhaupt in Angriff genommen werden kann.

Da es keine allgemeingiiltige Kontinuitatsgleichung fiir den optischen
Fluss gibt, ist es wichtig, dass wir moégliche zusatzliche Terme mit den-
jenigen in der Standardkontinuitdtsgleichung vergleichen. Alle anderen
Terme hdngen im wesentlichen von der Geschwindigkeit der Verande-
rungen einer Anzahl von GroRen ab, jedoch nicht von den Helligkeits-
gradienten. Ist der Grauwertgradient groR, wird der Einfluss zusatzli-
cher Terme klein. Daraus koénnen wir schlieRen, dass die Bestimmung
der Geschwindigkeit fiir steile Grauwertkanten am zuverldssigsten ist,
wahrend sie in Regionen mit nur kleinen Grauwertgradienten stark ge-
stort sein kann. Diese Schlussfolgerung stimmt mit den Befunden von
Verri und Poggio [207, ] tiberein, die den Unterschied zwischen dem
optischen Fluss und dem Bewegungsfeld betonen.

Noch eine weitere Beobachtung ist von Bedeutung. Es ist sicher rich-
tig, dass der historische Ansatz zur Bestimmung des Verschiebungsvek-
tors aus nur zwei aufeinanderfolgenden Bildern nicht robust ist. Im all-
gemeinen konnen wir nicht unterscheiden, ob Grauwertverdnderungen
von einem Verschiebungsvektor herriihren oder aus beliebigen anderen
Quellen. In Orts/Zeit-Bildern wird die Bestimmung des optischen Flusses
jedoch robuster. Wir werden dies an zwei Beispielen untersuchen.

Zunichst zeigen wir, dass durch globale Beleuchtungsunterschiede
verursachte Grauwertanderungen von solchen, die durch Bewegung er-
zeugt wurden, unterschieden werden konnen. Abbildung 14.11 zeigt
eine Bildsequenz einer statischen Szene, die mit einer Geschwindigkeit
von finf Bildern pro Minute aufgenommen wurde. Die zwei Orts/Zeit-
Scheiben (Abb. 14.11a und c), deren Ort im ersten Bild der Sequenz
(Abb. 14.11b) mit zwei weilen Linien bezeichnet ist, tiberspannen ei-
ne Periode von etwa 3,4 h. Die obere Linie verlauft durch das Hochhaus
und den Himmel. Wir erkennen am Bereich des Himmels, dal sich Be-
wolkung und Abschnitte mit direkter Sonnenstrahlung abgewechselt ha-
ben. Die untere Linie durchquert mehrere Dacher mit Dachfenstern so-
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Abbildung 14.11: Statische Szene mit Beleuchtungsdnderungen. a xt-Quer-
schnitt im Bereich der oberen hellen Linie (Himmel in b); b erstes Bild der Se-
quenz; ¢ xt-Querschnitt im Bereich der unteren hellen Linie (Dachbereich in b).
Die Zeitachse iiberspannt 3,4 h und lduft von oben nach unten (aus Jdihne [58]).

wie eine Giebelwand. In beiden xt-Ausschnitten sieht man die Beleuch-
tungsdnderungen als horizontale Streifen, welche die vertikalen Streifen,
die eine statische Szene kennzeichnen, transparent zu tiberlagern schei-
nen. Da ein horizontales Muster ein sich mit unendlicher Geschwindig-
keit bewegendes Objekt bedeutet, konnen diese Muster z.B. durch ge-
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Abbildung 14.12: Verkehrsszene an der Stadtgrenze von Hanau: a letztes Bild
der Sequenz; b xt-Querschnitt im Bereich der in a markierten Linie. Die Zeitachse
tiberspannt 20,5 s und lduft von oben nach unten (aus Jdhne [88]).

richtete Filterung eliminiert werden, ohne daR dies die Bewegungsanaly-
se stort.

Das zweite Beispiel zeigt, dass die Bewegungsbestimmung in Orts/-
Zeit-Bildern noch moglich ist, wenn Uberlagerungen auftreten und die
lokale Beleuchtung eines Objektes sich dndert, weil es sich dreht. In
Abb. 14.12 ist eine Verkehrsszene am Stadtrand von Hanau zu sehen.
Auf dem letzten Bild der Sequenz (Abb. 14.12a) erkennt man, dass ei-
ne Stralenkreuzung durch die Zweige eines Baumes, der sich rechts im



412 14 Bewegung

Vordergrund befindet, beobachtet wurde. Eine StraRe verldauft horizon-
tal von links nach rechts, mit der durch eine Ampel geregelten Kreu-
zung zur Linken. Die Raum/Zeit-Scheibe (Abb. 14.12b) entstammt der
Bildsequenz im Bereich der horizontalen Linie in Abb. 14.12a. Sie zeigt
verschiedene Uberlagerungen: Die Autospuren verschwinden unter dem
statischen vertikalen Muster der Baumzweige, Laternenpfdhle und Am-
peln. Zusatzlich sehen wir, dass die Zeitspur des LKWs deutliche Grau-
wertveranderungen aufweist, da er an der Kreuzung abbog und sich des-
halb die Beleuchtungsbedingungen veranderten, wahrend er sich durch
die Szene bewegte. Trotzdem ist die zeitliche Spur kontinuierlich und
verspricht eine zuverldssige Geschwindigkeitsschiatzung.

Wir kénnen den Schluss ziehen, dass wir am besten bei der Stan-
dardkontinuitatsgleichung fiir die Bewegungsschatzung bleiben und sie
als Grundlage fiir die in diesem Abschnitt entwickelten Methoden ver-
wenden. Wegen der enormen Vielfalt zusdtzlicher Terme scheint dieser
Ansatz immer noch der sinnvollste und am breitesten anwendbare zu
sein, da er die fundamentale Kontinuitiatsbedingung enthalt.

14.3 Differentielle Methoden erster Ordnung

14.3.1 Grundlagen

Differentielle Methoden sind der klassische Ansatz fiir die Bestimmung
von Bewegung aus zwei aufeinanderfolgenden Bildern. In diesem Kapitel
diskutieren wir die Frage, wie diese Techniken auf Orts/Zeit-Bilder an-
gewandt werden konnen. Die Kontinuitatsgleichung fiir den optischen
Fluss (14.9) bildet hierzu den Ausgangspunkt:

%+fvg:0_ (14.13)
Diese einzelne skalare Gleichung enthdlt W unbekannte Vektorkompo-
nenten im W-dimensionalen Raum. Wir kénnen deshalb schon im zwei-
dimensionalen Raum den optischen Fluss f = [ f1, f2]17 nicht eindeutig
bestimmen. Das Skalarprodukt fVg ist gleich dem Betrag des Grau-
wertgradienten, multipliziert mit der Komponente von f, die in Richtung
des Gradienten, d. h.senkrecht zur lokalen Grauwertkante, verlauft:

fVg=filvgl.

Vom optischen Fluss kann also nur die Komponente senkrecht zur Kan-
te bestimmt werden. Dies wird als das Blendenproblem bezeichnet, wel-
ches wir bereits qualitativ in Abschn. 14.2.2 besprochen haben. Aus der
Kontinuitadtsgleichung (14.9) erhalten wir

__9g
fi= ot /1Vgl. (14.14)
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Dementsprechend ist es nicht moglich, den kompletten Vektor tiber Ab-
leitungen erster Ordnung an einem einzelnen Punkt im Orts/Zeit-Bild zu
bestimmen.

14.3.2 Methode der kleinsten Quadrate

Anstelle eines einzigen Punktes konnen wir eine Nachbarschaft benut-
zen, um den optischen Fluss zu bestimmen. Wir nehmen dazu an, dass
der optische Fluss in der Nachbarschaft konstant ist und diskutieren
unter welchen Bedingungen eine eindeutige Bestimmung des optischen
Flusses moglich ist. Nun haben wir immer noch die beiden Unbekannten
f = [f1, f»]17 aber an vielen Punkten die Kontinuitatsgleichung (14.13)
fiir den optischen Fluss. Daher erhalten wir ein tiberbestimmtes Glei-
chungssystem. Es gibt also keine exakte Losung, sondern nur eine, die
ein Fehlerfunktional minimiert. Unter Verwendung der Methode der
kleinsten Quadrate suchen wir eine Losung, die (14.13) innerhalb einer
lokalen Nachbarschaft minimiert. Daher ist das Faltungsintegral

2 r ’ ’ ’ ’ ’ 2 2.7 ’
lel3 = [ wex—x',t =) (figu(x) + oy (x) + ge(x)” d2x’dt

(14.15)
zu minimieren. Man beachte, dass f = [ f1, fz]T innerhalb der Nachbar-
schaft als konstant betrachtet wird. Es hdngt natiirlich wie |e|| von x
ab. Um eine kompakte Schreibweise zu erhalten, lassen wir die explizite
Abhiéngigkeit von gy, g, und g; mit x’ in den folgenden Gleichungen
weg. Als Abkiirzung fir die partielle Ableitung 0g/dp benutzen wir g,.
In dem Integral wird das Quadrat der verbliebenen Abweichung von der
Kontinuitdtsgleichung tiber die Region gemittelt, die von der Fenster-
funktion w abhédngt. Um die folgenden Gleichungen weiter zu vereinfa-
chen, kiirzen wir diese gewichtete Mittelungsprozedur ab mit

2
lells = (figx + fogy +at) - (14.16)

Die Fensterfunktion w bestimmt die GroRe der Nachbarschaft. Das
macht diese Methode so flexibel. Die Mittelung kann, muss aber nicht,
auch in die Zeitrichtung ausgedehnt werden. Wenn wir eine rechteckige
Umgebung wahlen mit gleichem Wichtungsfaktor fiir alle Punkte, so ent-
spricht dies einer einfachen Blockvergleichs-Technik und einer Mittelung
mit einem Rechteckfilter. Da wir jedoch die schlechten Glattungseigen-
schaften der Rechteckfilter in (Abschn. 11.3) kennengelernt haben, ist
eine Wichtungsfunktion, die langsam zum Rand hin abféllt, eine bessere
Losung. Im kontinuierlichen Fall ist eine Gaulkfunktion eine gute Wahl,
fir diskrete Signale ist ein Binomialfilter sinnvoll (Abschn. 11.4).
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Gleichung (14.16) kann geldst werden, indem wir die partiellen Ab-
leitungen

2
dllellz

25 = 20x(figx+ frgy ) <0,
el | (14.17)
25, = 29y (f19x+fegy+ g) =0

null setzen. Aus diesen Bedingungen folgt ein lineares Gleichungssystem

Ix9x IxYy f1 Ix gt
T - 77, (14.18)
gx9y gv9y |L f2 9yt

oder in kompakter Matrixschreibweise
Gf=g. (14.19)

Die Ausdriicke g, g4 stellen eine regularisierte Schitzung dar, die sich
aus Faltungen und nichtlinearen Punktoperationen zusammensetzt. In
Operatornotation konnen wir sie durch

B(Dy - Dy), (14.20)

wobei D, ein geeigneter Ableitungsoperator erster Ordnung in die Rich-
tung p ist (Kapitel 12) und B ein Glattungsfilter (Kapitel 11).
Es ergibt sich die folgende Sequenz von Bildverarbeitungsoperatoren:

1. Anwendung der Ableitungsoperatoren D, und D, auf das Bild. Man
erhdlt je ein Bild mit einer Ableitung erster Ordnung in Richtung p
bzw. q.

2. Punktweise Multiplikation der zwei Ableitungsbilder.

3. Faltung des resultierenden Bildes mit der Glattungsmaske B. Die
Wahl der Glattungsmaske bestimmt GrofRe und Form der Fenster-
funktion in (14.20).

Da die punktweise Multiplikation eine nichtlineare Operation ist, darf sie
in der Reihenfolge nicht mit der Glattung vertauscht werden.

Das lineare Gleichungssystem (14.18) kann geldst werden, wenn die
Matrix invertierbar ist. Das ist dann der Fall, wenn die Determinante der
Matrix nicht null ist:

detG = gxgx 9y 9y — 9x9y° * 0. (14.21)

Aus dieser Ungleichung kénnen wir schlieRen, dass zwei Bedingungen
erfiillt sein miissen:

1. Nicht alle partiellen Ableitungen g, and g, durfen null sein. In an-
deren Worten, die Nachbarschaft darf keine Flache mit konstanten
Grauwerten sein.
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2. Die Gradienten in der Nachbarschaft diirfen nicht alle in die gleiche
Richtung zeigen. Ware das der Fall, konnten wir g, durch g, bis auf
einen konstanten Faktor ausdriicken (g, = cgy) und die Determinan-
te von G in (14.21) wére null.

Die Losung fiir den optischen Fluss f kann direkt hingeschrieben
werden, da es leicht ist, die 2 X 2-Matrix G zu invertieren:

G-! 1 [ Iy9y —YGxGy

= it i enn detG =+ 0. 14.22
detG | —9gxgy gxgx] W ( :

Mit f = G~ 'g erhalten wir dann

(14.23)

[ f :| _ 1 [ Ix9t YyY9y — Gy Yt GxYy }
f2 detG IyIgt Yx9x — IxGt IxGy .

Die Losung sieht immer noch recht kompliziert aus. Sie kann durch
die Tatsache, dass G eine symmetrische Matrix ist, erheblich verein-
facht werden. Jede symmetrische Matrix kann in Diagonalform gebracht
werden durch eine Rotation des Koordinatensystems in das sogenannte
Hauptachsensystem. Dann reduziert sich die Matrix G zu

, Ix' gx' 0
G = , (14.24)
0 9y gy’

die Determinate zu detG" = gx gx' 9,79, und der optische Fluss ergibt
sich zu

Ix' gt

, Ix' 9x'
[fl ]:— A (14.25)

Sor 9y' gt

9y gy

Diese Gleichung reflektiert quantitativ die qualitative Diskussion tiber
das Blendenproblem, das wir in Abschn. 14.2.2 diskutiert haben. Die
Hauptachsen sind entlang der Richtungen minimaler und maximaler qua-
dratischer Mittelwerte der rdaumlichen Grauwertdnderungen orientiert,
die senkrecht aufeinander stehen. Da die Matrix G’ diagonal ist, sind
beide Werte nicht miteinander korreliert. Nun kénnen wir drei Falle un-
terscheiden:

1. gx g~ > 0, g, g, > 0: Die Grauwerte dndern sich in alle Richtungen;
beide Komponenten des optischen Flusses konnen bestimmt werden.

2. gx gx > 0, gy gy = 0: Die Grauwerte dndern sich nur in eine Rich-
tung (senkrecht zu einer Kante). Dann kann nur die Komponente
des optischen Flusses in x’-Richtung bestimmt werden (Blendenpro-
blem). Die Komponente des optischen Flusses parallel zur Kante
bleibt unbestimmt.
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3. 9x'gx = gy gy = 0: Die Grauwerte dndern sich in keine Richtung.
In diesem Fall liegt eine Region mit konstanten Grauwerten vor und
beide Komponenten des optischen Flusses bleiben unbestimmt.

Es ist zu beachten, dass allein die Matrix G die Losung der Methode
der kleinsten Quadrate bestimmt. Diese Matrix beinhaltet keine zeitli-
chen Ableitungen, sondern nur raumliche. Das bedeutet, dass die rdaum-
lichen Ableitungen und damit die raumlichen Strukturen des Bildes voll-
standig dariiber bestimmen, ob und wie exakt der optische Fluss berech-
net werden kann.

14.3.3 Fehleranalyse

Durch Rauschen kann die Bestimmung des optischen Flusses systema-
tisch verfalscht werden. Hier zeigen wir, wie wir den Einfluss von Rau-
schen in einer sehr allgemeinen Art und Weise analysieren konnen. Wir
nehmen an, dass eine Bildsequenz aus einer sich mit einer konstanten
Geschwindigkeit u bewegenden Struktur besteht, tiberlagert mit mittel-
wertfreiem, isotropem Rauschen:

g (x,t) = g(x —ut) + n(x,t). (14.26)

Dies ist ein sehr allgemeiner Ansatz, da wir keinerlei Annahme tiber die
Form der Grauwertstruktur machen. Der Ausdruck g(x —ut) besagt nur,
dass eine beliebige raumliche Grauwertstruktur sich mit einer konstan-
ten Geschwindigkeit u bewegt. Auf diese Weise haben wir eine allgemei-
ne Funktion g(xi, x2,t) mit drei Parametern auf eine Funktion mit nur
zwei Parametern reduziert: g(x; —ut, x» —u>t). Wir nehmen weiterhin
an, dass die partiellen Ableitungen der Rauschfunktion nicht miteinan-
der und mit den partiellen Ableitungen der Bildfunktion korreliert sind.
Daher benutzen wir die Bedingungen

=0, NpNg=0:28p_q, Gpg =0, (14.27)
und die partiellen Ableitung sind

Vg =Vg+Vn g;=-uVg+om;. (14.28)
Diese Bedingungen ergeben folgenden Wert fir den optischen Fluss:

f=u(VgvgT + vnvnT) 1vgvgT. (14.29)

Der Schliissel zum Verstandnis dieser Matrixgleichung liegt in der Be-
obachtung, dass die Rauschmatrix VnVnT in jedem Koordinatensys-
tem diagonal ist wegen der aus (14.27) gegebenen Bedingungen. Daher
konnen wir die Gleichung in das Hauptachsensystem transformieren, in
dem VgVg' eine Diagonalmatrix ist. Dann erhalten wir

f-u gx2 + 02 0 ! gxv> 0
0 gy'% + 0 0 gy? |
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Solange das Rauschen nicht null ist, existiert die Inverse der ersten Ma-
trix immer und wir erhalten

gx'? 0
/2 2
f=u| 9 Tom | (14.30)
0 _Jy
gy'? + op

Diese Gleichung zeigt, dass die Bestimmung des optischen Flusses zu
kleineren Werten hin verfalscht ist. Wenn die Varianz des Rauschens so
groB ist wie das Betragsquadrat des Gradienten, dann sind die geschatz-
ten Werte nur halb so grolt wie die wahren Werte. Dieses Verhalten macht
die differentielle Methode zu einem nicht robusten Verfahren, da sie bei
hohem Rauschen falsche Werte liefert.

Wenn das Rauschen vernachldssigbar ist, dann wird der optische
Fluss korrekt geschitzt. Dieses Ergebnis steht im Widerspruch zu der
weitverbreiteten Feststellung, dass differentielle Methoden keine genau-
en Ergebnisse liefern, falls der Grauwertverlauf nicht gut durch eine
Taylorreihen-Entwicklung erster Ordnung approximiert werden kann (sie-
he z.B. [187]). Kearney et al. [106] fiihrt z.B. eine Fehleranalyse des
Gradientenverfahrens durch und kommt zu dem Schluss, dass es fehler-
hafte Werte liefert, sobald raumliche Ableitungen zweiter Ordnung nicht
vernachlassigt werden konnen.

Diese widerspriichlichen Aussagen kldren sich auf, wenn wir die zu-
satzlichen Fehler betrachten, die durch eine inadequate Diskretisierung
der partiellen Ableitungen verursacht werden (siehe dazu die Diskussion
uber optimale Ableitungsfilter in Abschn. 12.3). Der Fehler des optischen
Flusses hangt direkt mit den Fehlern in der Richtung des diskreten Gra-
dienten zusammen (vergleiche dazu auch die Diskussion tiber die Ori-
entierungsanalyse in Abschn. 13.3.6). Daher sind sorgfaltig optimierte
regularisierte Gradientenoperatoren, wie wir sie in Abschn. 12.5.5 dis-
kutiert haben, unerlasslich fiir die genaue Bestimmung des optischen
Flusses.

14.3.4 Orts/Zeit-Energiemodelle*

In der biologischen Bildverarbeitung werden haufig gabordhnliche Quadratur-
filter zur Bewegungsbestimmung verwendet (Abschn. 13.4.5). Sie sind die Basis
fiir sogenannte Orts/Zeit-Energiemodelle oder Bewegungsenergiemodelle |2, 3,
]. Diese Begriffe sind leicht missverstandlich. Gemeint ist nicht die kinetische
Energie von sich bewegenden Objekten, sondern die Energie (quadrierte Ampli-
tude) eines Signals an einem Sensor in einem bestimmten Intervall kw. Wir
werden nun diesen Ansatz mit der zuvor besprochenen differentiellen Methode
vergleichen.
Eines der einfachsten Modelle fiir die eindimensionale Bewegungsanalyse ver-
wendet nur drei Quadraturfilter. Dieser Satz gerichteter Filter detektiert Ob-
jekte, die sich nach rechts oder links bewegen oder stillstehen. Wir bezeichnen
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Abbildung 14.13: Transferfunktion der Faltungsoperatoren in (14.35) zur De-
tektion von Objekten, die sich nach rechts oder links bewegen oder stillstehen:
aR',bL undcS'.

den quadrierten Betrag dieser Quadraturfilter mit R, £ und S. Dann erhalten wir
eine Abschatzung des eindimensionalen optischen Flusses unter Verwendung
des Operators [2, 3]:
R-L
5
Eine interessante Verbindung zwischen diesem Ansatz und der differentiellen
Methode finden wir, wenn wir letztere (Abschn. 14.3.2) auch als Methode zur
Energieextraktion betrachten. Den Vergleich fithren wir hier fiir die Analyse
der eindimensionalen Bewegung, also in einem 2D-Orts/Zeit-Bild, durch. In die-
sem Fall kann die Losung der differentiellen Methode in Operatornotation nach
(14.25) als

U- (14.31)

th (Dt B Dx)
th (Dx - Dx)
geschrieben werden. Wir formulieren diese Gleichung neu mit einer leichten
Modifikation, bei der die Operatoren mit der Binomialmaske B,; geglattet wer-

U = — (14.32)
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den, bevor wir die Ableitungsoperatoren anwenden (Abschn. 12.5):

th [(Dtht) ) (Dx:th)]

U = B [(DxBre) - (DxBei)]”

(14.33)

Die Glattung mit By, ist nichts anderes als eine Regularisierung des Ableitungs-
operators. Die Indizes xt bedeuten, dass die Glattung entlang der zeitlichen
und der raumlichen Achse durchgefiihrt wird. Verwenden wir

AB = % [(A+B)?-(a-B8)?] (14.34)

und die Abkiirzungen
R = (Dx + Dt)th, L= (Dx - Dt)gxt, S = Zngxt, (14-35)

konnen wir (14.33) umschreiben und erhalten einen (14.31) sehr dhnlichen Aus-

druck:

Byt (R -R' =L - L)
fot(S, " S')

Die Filter R', £ und S’ sind Ableitungen von Binomialfiltern. Die Transferfunk-
tionen zeigen, dass Objekte selektiert werden, die sich nach rechts oder nach
links bewegen oder in Ruhe sind (Abb. 14.13). Diese Filter sind keine Quadratur-
filter. Die Quadrierung der Filterantworten und eine weitere Glattung mit B,
fithrt jedoch in Ndherung zu einer phasenunabhéngigen Detektion der quadrier-
ten Amplitude wie mit einem Quadraturfilter unter bestimmten Bedingungen.
Stellen wir uns eine feinskalige periodische Struktur vor. Die Ableitungsfilter
werden diese Strukturen bewahren, aber den mittleren Grauwert entfernen. Da-
her fiihrt die Quadrierung zu einem mittleren Grauwert, dessen Betrag halb so
grol’ ist wie die Grauwertamplitude, und zu einer schnellen raumlichen Grau-
wertoszillation mit der doppelten Wellenzahl (halben Wellenldnge). Wenn die
nachfolgende Glattung diese Oszillationen entfernt, ergibt sich wie bei einem
Quadraturfilter eine phasenunabhingige Antwort auf das Filter. Anders als bei
Quadraturfiltern kénnen wir diese Ergebnisse nur in Regionen erzielen, in de-
nen die Skalen der Strukturen fein genug sind, so dass die doppelte Wellenldnge
mit dem Glattungsfilter entfernt werden kann.

U = (14.36)

14.4 Tensormethode

Die Tensormethode fir die Analyse der lokalen Orientierung wurde be-
reits in Abschn. 13.3 im Detail besprochen. Da sich Bewegung in 3D-
Orts/Zeit-Bildern als Orientierung darstellt, miissen wir lediglich die Ten-
sormethode auf drei Dimensionen ausdehnen. Zunachst werden wir in
Abschn. 14.4.1 noch einmal das fiir den Tensoransatz verwendete Opti-
mierungskriterium betrachten, um diese Technik von der differentiellen
Methode (Abschn. 14.3) zu unterscheiden.
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14.4.1 Optimierungsstrategie

In Abschn. 13.3.1 haben wir festgestellt, dass die optimale Orientierung
dadurch gegeben ist, dass sie minimale Abweichungen von der Richtung
des Gradienten aufweist. Wir haben dazu das quadrierte Skalarprodukt
zwischen dem Gradientenvektor und einem Einheitsvektor eingefiihrt,
der die optimale Orientierung widergibt:

(VgTn)? = |Vgl|?cos® (£(Vg,n)). (14.37)

Dieses MaR kann in Vektorraumen beliebiger Dimension benutzt werden.
Daher nehmen wir fiir die Orientierung im Orts/Zeit-Raum des Orts/Zeit-
Gradienten

T
0g 0g 0dg T
Vxtg = [ax’ @, at] = [gx,gy,gt] (14.38)
und schreiben
(Vxtg™1)? = |Vig|? cos? (£(Viig,m)). (14.39)

Bei der 2D-Orientierungsanalyse haben wir den Ausdruck
/ NT = 2 2.7 _\2
Jw(x -x") (Vg(x ) n) d°x’ = (Vg(x')n) (14.40)

maximiert, um die optimale Orientierung zu finden. Fiir die Analyse von
Bewegung im Orts/Zeit-Raum sind wir nicht interessiert an der Rich-
tung maximaler Grauwertdnderungen, sondern an der minimaler Grau-
wertanderung. Diese Orientierung geben wir mit dem Einheitsvektor
é3 = [e31,e32,e33]7 an. Nach den Uberlegungen in Abschn. 14.2.4 (14.2)
ergibt sich der optische Fluss aus diesem 3D-Vektor als

1[ es1 } (14.41)

es3 | es32

Durch Analogieschluss zu (14.40) minimieren wir deshalb
Jw(x —xt—t) (Varg(x', t)es)  d2x'dt’ = (V@) (14.42)

Die Fensterfunktion w wird auch in die Zeitrichtung erweitert und be-
stimmt die GroRe und die Form der Nachbarschaft um den Punkt [x, t]7,
uber die die Orientierung gemittelt wird. Gleichung (14.42) muss mit
dem entsprechenden Ausdruck (14.16), der bei der differentiellen Me-
thode minimiert wird, verglichen werden:

(fVg +gi)°. (14.43)
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Man beachte den geringfiigigen Unterschied in den Optimierungsstra-
tegien zwischen (14.42) und (14.43). Beides sind Ansatze in dem Sinn,
dass der optische Fluss so bestimmt wird, dass die Abweichungen von
der Kontinuitatsgleichung nach der Methode der kleinsten Quadrate mi-
nimal werden. Es wird jedoch einmal der optische Fluss direkt bestimmt
und einmal ein 3D-Einheitsvektor. Letzteres lauft auf eine Methode der
totalen kleinsten Quadrate hinaus (englisch total least squares) [84]. Die-
se Methode ist der Problemstellung besser angepasst, da sie nicht nur
die zeitlichen Ableitungen als fehlerbehaftet betrachtet wie in (14.43),
sondern alle Komponenten des Orts/Zeit-Gradienten.

In Analogie zur Diskussion in Abschn. 13.3.1 koénnen wir schliefen,
dass die Bestimmung des optischen Flusses in Orts/Zeit-Bildern dquiva-
lent ist zu dem Problem, den Eigenvektor e; zu dem kleinsten Eigenwert
A3 des Strukturtensors

IxIx YGxYGy YxYt
J=1 9x9y 9y9y Gy9t (14.44)
IxgGt Yy9dt YIiIt

zu finden, wobei g, g4 mit p,q € {x,y,t} gegeben ist durch
Ip9q(x,t) = Jw(x - X' t—t)gy(x',t)ga(x',t)d%x'dt’. (14.45)

An diesem Punkt kénnen wir die Tensormethode mit der differenti-
ellen Technik erster Ordnung vergleichen. Wahrend die Tensormethode
eine Eigenwertanalyse eines symmetrischen Tensors mit sechs regulari-
sierten Produkten aus rdumlichen und zeitlichen partiellen Ableitungen
durchfihrt, benutzt die differentielle Methode nur finf dieser Terme.
Nicht benutzt wird der Term g;g;. Wir werden im nédchsten Abschnitt
sehen, dass dieser Zusatzterm es der Tensormethode erlaubt, direkt fest-
zustellen, ob in einer konstanten Nachbarschaft tiberhaupt eine konstan-
te Geschwindigkeit vorliegt. Dies ist nicht moglich mit der differentiellen
Methode.

14.4.2 Eigenwertanalyse

Leider ist die Eigenwertanalyse eines symmetrischen 3 x 3-Tensors nicht
so einfach wie bei einem symmetrischen 2 x 2-Tensor. In zwei Dimen-
sionen konnten wir das Eigenwertproblem direkt 16sen. So haben wir in
Abschn. 13.3.3 die drei unabhingigen Komponenten des symmetrischen
2 X 2-Tensors in die drei Parameter Orientierung sowie Bestimmtheits-
und Kohdrenzmal transformiert.

Der symmetrische 3 x 3-Tensor enthdlt nun sechs unabhédngige Kom-
ponenten, und wir miissen eine korrespondierende Anzahl von Para-
metern finden, die die lokale Struktur des Orts/Zeit-Bildes adaquat be-
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schreiben. Wieder ist es hilfreich, diese sechs Parameter in rotationsva-
riante und -invariante Parameter zu zerlegen.

Wie bereits erwdhnt, kann die Losung des Eigenwertproblems nicht
einfach angegeben werden, sondern benotigt ein geeignetes numerisches
Verfahren. Wir werden dieses Problem nicht behandeln, da es zwar nicht
einfach, jedoch ein Standardproblem der numerischen Mathematik ist,
fiir das es eine Anzahl effizienter Losungen gibt [60, ]. Wir nehmen al-
so an, dass wir das Eigenwertproblem geldst haben und dass ein Satz von
drei orthonormalen Eigenvektoren und drei Eigenwerte zur Verfigung
stehen. Mit der Losung des Eigenwertproblems haben wir im wesent-
lichen ein Hauptachsen-Koordinatensystem, in welchem der Struktur-
tensor diagonal liegt und welches die Eigenwerte als Diagonalelemente
enthalt:

Ar 0O
J=1 0 A 0 |[. (14.46)
0 0 Az

Ohne Beschrankung der Allgemeingiiltigkeit haben wir die Eigenwerte
der GroRe nach sortiert:

A1 = A2 > A3 = 0. (14.47)

Das Hauptachsen-Koordinatensystem wird von den drei Eigenvek-
toren aufgespannt. Die Rotation in dieses Koordinatensystem erfor-
dert drei unabhédngige Parameter, wie in Abschn. 7.2.2 besprochen. Drei
der sechs Parameter werden also zur Beschreibung der Orientierung im
Orts/Zeit-Raum benutzt. Diese Information ist in den drei orthonorma-
len Eigenvektoren enthalten.

Die iibrigen Parameter sind die drei rotationsinvarianten Eigenwer-
te. Wir werden nun zeigen, wie die unterschiedlichen Klassen lokaler
Strukturen in Orts/Zeit-Bildern durch die drei Eigenwerte unterschieden
werden konnen. Dieser Ansatz hilft uns auch zu einer effizienten Imple-
mentierung der tensorbasierten Bewegungsanalyse.

Wir kénnen vier Klassen von Nachbarschaften in einem Orts/Zeit-Bild
unterscheiden. Sie entsprechen den Rangen O bis 3 des symmetrischen
Tensors:

Konstanter Grauwert. Alle Elemente und Eigenwerte des Tensors sind
null:
Al =A2 =A3 =0. (14.48)

Der Rang des Tensors ist gleichfalls null. Daher ist ebenfalls die Ge-
schwindigkeit null. Diese Bedingung ist leicht erkennbar. Die Summe
der Eigenwerte muss unterhalb einer kritischen Grenze sein, die durch
den Rauschpegel in der Bildsequenz bestimmt wird. Da die Summe der
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Eigenwerte gleich der Spur des Tensors ist, brauchen wir keine Eigen-
wertanalyse, um diese Bedingung zu priifen:

3

Spur(J) = > Gpdp <Y, (14.49)
p=1

wobei y ein geeignetes Mal fiir den Rauschpegel der Bildsequenz ist.
Bei allen Punkten, fiir welche die Bedingung (14.49) erfillt ist, kann die
Eigenwertanalyse entfallen.

Raumliche Orientierung und konstante Bewegung. In diesem Fall
sind zwei Eigenwerte null, da die Grauwerte sich nur in einer Richtung
andern:

A1 >0 und Az =A3=0. (14.50)

Der Rang des Tensors ist eins. Die raumliche Grauwertstruktur zeigt
eine lineare Symmetrie. Auch diese Bedingung lasst sich leicht iiber-
priifen, ohne eine Eigenwertanalyse durchzufiihren, da die Determinante
des oberen 2 x 2-Teiltensors unter einer Schwelle y? sein muss:

x0x GvTy — GxGy° < Y. (14.51)

Der zu dem einzigen Eigenwert ungleich null gehoérende Eigenvektor e;
zeigt in Richtung der maximalen Grauwertanderung. Er liefert sowohl
die rdumliche Orientierung als auch die Geschwindigkeit in dieser Rich-
tung. Zu beachten ist, dass wegen des Blendenproblems nur die normale
Geschwindigkeit, d. h., die Geschwindigkeit in Richtung des rdaumlichen
Gradienten, errechnet werden kann (Abschn. 14.2.2). Die raumliche Ori-
entierung wird durch die beiden Raumkoordinaten des Eigenvektors e
gegeben. Da der normale optische Fluss in diese Richtung zeigt, ergibt

er sich aus
€1t €1x
= , 14.52
fl e%x +e%y |: ely :| ( :
und sein Betrag zu
2 2
€1t €1t
= = . 14.53
- J Jl—ea e

Verteilte raumliche Strukturen und konstante Bewegung. In diesem
Fall ist nur ein Eigenwert null:

A1,A2 >0 und A3z =0. (14.54)

Da die Bewegung konstant ist, bewegt sich das Hauptachsen-Koordina-
tensystem mit der Szene. Der Eigenvektor e3 zum Eigenwert null zeigt
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in die Bewegungsrichtung. Damit ergibt sich der optische Fluss zu

1 €3x
= — (14.55)
r est [ €3y }
und sein Betrag zu
2 2 2
ées;,. +e 1-—e
Ifl :J xS :J oL, (14.56)
€3t €3t

Verteilte raumliche Strukturen und nichtkonstante Bewegung. Hier
sind alle drei Eigenwerte groRer als null, und der Rang des Tensors ist
drei:

Al,Az,?\g > 0. (14.57)

In diesem Fall kann der optische Fluss nicht sinnvoll berechnet werden.

Nach dieser detaillierten Klassifizierung wenden wir uns der Frage
zu, welche drei von der Geschwindigkeit und der raumlichen Orientie-
rung der Grauwertparameter unabhdngigen rotationsinvarianten Para-
meter zur Beschreibung der Struktur aus dem Strukturtensor extrahiert
werden konnen.

BestimmtheitsmaR. Der erste Parameter ist sicher wieder ein Bestimmt-
heitsmaR, welches ein Mal fiir die Grauwertdanderungen ist. Es bestehen
die zwei Moglichkeiten, entweder das mittlere Quadrat des raumlichen
Gradienten (Spur des oberen 2 x 2-Teiltensors) oder das mittlere Qua-
drat des Orts/Zeit-Gradienten zu wahlen. Aus praktischen Griinden ist
das mittlere Quadrat des raumlichen Gradienten vorzuziehen, da der
raumliche Gradient sich in einer Sequenz nicht verandert, wenn die Ge-
schwindigkeit zunimmt. Das mittlere Quadrat des Orts/Zeit-Gradienten
dagegen wachst mit zunehmender Geschwindigkeit, da groRere zeitliche
Gradienten addiert werden. Daher ist tiberraschenderweise das mittlere
Quadrat des Raumgradienten das bessere Bestimmtheitsmal:

Cc =GxYx t dyGy- (14.58)

Raumliches KohdarenzmalR. Als zweites Mall verwenden wir die be-
reits aus der Analyse lokaler Nachbarschaften bekannte Kohérenz (Ab-
schn. 13.3.4) und bezeichnen es als raumliches KohdrenzmalR:

_ (gx9x — gygy)2 + 4gxgy2
(gx9gx + gygy)z '

(14.59)

s

Sein Wert liegt zwischen null und eins und gibt an, ob nur der normale
optische Fluss oder beide Komponenten des optischen Flusses bestimmt
werden konnen.
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Totales Kohdarenzmal. SchlieRlich bendtigen wir ein zusatzliches MaR,
das uns sagt, ob wir es mit einer lokalen Nachbarschaft mit konstanter
Geschwindigkeit zu tun haben. Es sollte von der raumlichen Kohédrenz
unabhingig sein. Das folgende MaR, das den groRten und den kleinsten
Eigenwert verwendet, erfiillt diese Bedingung:

(A= A3 )2
Ct = <7A1 Al (14.60)

Das totale Kohdrenzmal ist eins, sobald der Eigenwert A3 null ist. Die
beiden librigen Eigenwerte konnen dann jeden beliebigen anderen Wert
annehmen. Die totale Kohdrenz geht gegen null, wenn alle drei Eigen-
werte gleich sind. Im Gegensatz zu den anderen beiden MaRen c, und
¢, erfordert die totale Kohdrenz eine Eigenwertanalyse, da der kleinste
und der groRte Eigenwert fiir die Berechnung notwendig sind.

Bei der Interpretation des Males ist folgender Sonderfall zu beachten:
Das totale Kohdrenzmal ist auch eins bei einem raumlich orientierten
Muster und einer nicht konstanten Bewegung. Dieser Fall kann jedoch
aus der Tatsache erkannt werden, dass dann sowohl die raumliche als
auch die totale Kohérenz eins sind, aber nur ein Eigenwert null ist. Ein
weiteres einfaches Kriterium ist, dass der Eigenvektor des Eigenwertes
null dann in der x y-Ebene liegt. Daraus ergibt sich, dass e33 = 0, und wir
erhalten nach (14.55) einen unendlichen Wert fiir den optischen Fluss-
vektor.

14.5 Differentielle Methoden zweiter Ordnung*

14.5.1 Grundlagen®

Die differentielle Methode erster Ordnung hat das grundlegende Problem, dass
mit der Kontinuitat des optischen Flusses nur eine Bedingung fiir die beiden un-
bekannten Komponenten des optischen Flusses vorliegt (Abschn. 14.3.1). Bisher
konnten wir dieses Defizit nur dadurch wettmachen, dass wir die Geschwindig-
keit in einer Nachbarschaft als konstant betrachtet haben und dadurch diese
zur Bestimmung des optischen Flusses heranziehen konnten (Abschn. 14.3.2).
Ein anderes Vorgehen ist es, mehr als ein Eigenschaftsbild oder Mehrkanalbil-
der zu benutzen. Damit haben wir zwei oder mehr unabhéngige Bedingungen
an einem Punkt und sind damit in der Lage, beide Komponenten des optischen
Flusses lokal zu bestimmen. Der entscheidende Punkt ist jedoch, dass wirk-
lich zuséatzliche Information eingebracht wird. Es hilft nicht, wenn die neue
Bedingung mit schon vorhandenen korreliert ist.

Auf diesem Wege kommen wir zu einer wichtigen Verallgemeinerung der dif-
ferentiellen Methode. Wir konnen jede beliebige Vorverarbeitung auf Bildse-
quenzen anwenden oder beliebige Eigenschaften extrahieren und darauf die
bisher diskutierten Methoden anwenden. Wenn die Kontinuitdat des optischen
Flusses im Originalbild erhalten ist, so gilt dies auch fiir jedes abgeleitete Eigen-
schaftsbild. Wir konnen dabei sowohl nichtlineare Punktoperationen als auch
Nachbarschaftsoperationen anwenden.
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14.5.2 Direke L6sung zweiter Ordnung*

Wir diskutieren zuerst die Methode von Girosi et al. [58]. Er wendete die Kon-
tinuitat des optischen Flusses auf zwei Eigenschaftsbilder an, ndamlich die hori-
zontale und vertikale raumliche Ableitung:

0

SVGx + gxt
(14.61)
0.

IVgy + gyt

Daraus ergibt sich eine differentielle Methode zweiter Ordnung mit der Losung

f=-H'vg; falls detH =0, (14.62)
wobei H die Hesse-Matrix ist, wie sie in (12.4) definiert wurde.

14.5.3 Lésung mit Mehrkanalbildern*
Wenn wir auch die normale Kontinuitatsgleichung fiir den optischen Fluss er-

ganzen, ergibt sich folgendes tiberbestimmtes Gleichungssystem mit drei Glei-
chungen und zwei Unbekannten:

Ix Iy fi gt
Ixx Yxy =—1 9xt |- (14.63)
Ixy Yyy g Iyt

In diesem Zusammenhang sind auch Bilder, die mit verschiedenen Sensoren
aufgenommen werden, eine vielversprechende Methode. Markandey und Flinch-
baugh [ ] benutzten z.B. multispektrale Bilder, aufgenommen im Sichtbaren
und im Infraroten. Bildsequenzanalyse von Szenen, die mit Lichtquellen aus
unterschiedlichen Richtungen beleuchtet wurden, sind von Woodham [ ] un-
tersucht worden. Diese Vorgehensweise ist besonders interessant, da damit
direkte Reflexe von glainzenden Oberflachen detektiert werden konnen, und da-
mit eine wichtige Quelle von Fehlern ausgeschlossen werden kann.

14.5.4 Differentialgeometrische Modellierung*

Die Diskussion in den vorangegangenen Abschnitten hat gezeigt, dass die raum-
liche Struktur der Grauwerte die Bewegung bestimmt. Diese grundlegende Tat-
sache wird beim bisherigen Ansatz nicht angemessen beriicksichtigt, da er sich
lediglich auf raumliche Ableitungen erster Ordnung stiitzt. Differentielle Me-
thoden zweiter Ordnung erlauben eine direkte, lokale Losung unter der Voraus-
setzung, dass die Hesse-Matrix invertiert werden kann (14.61). In diesem Ab-
schnitt betrachten wir die differentiellen Methoden unter dem Gesichtspunkt
der Differentialgeometrie. Wir nehmen an, dass sich die Grauwertstrukturen
in zwei aufeinanderfolgenden Bildern nur durch eine lokal konstante Verschie-
bung s unterscheiden:

g(x—1/2s,t;) =g(x+1/2s,t2). (14.64)

Dieser Ansatz enthdlt eine andere Formulierung der Kontinuitatsgleichung un-
ter der Annahme, dass lokal nur eine Translation des Bildes stattfindet unter
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Vernachlassigung jeglicher Rotationen oder Deformationen von Oberflachen-
elementen. Wir gehen also davon aus, dass sich das Geschwindigkeitsfeld in
einer kleinen Nachbarschaft nicht dndert. Aus Symmetriegriinden verteilen wir
die Verschiebung gleichméRig iiber die beiden Bilder. Unter der Voraussetzung,
dass der Verschiebungsvektor s und die Grofe des Oberflaichenelements klein
ist, konnen wir die Grauwerte im Punkt x = O in eine Taylorreihe entwickeln.
Zundchst betrachten wir eine Entwicklung erster Ordnung, d.h., wir approxi-
mieren die Grauwertverteilung mit einer Ebene:

g(x=+1/2s)=go+Vg-(x+1/2s). (14.65)

Die Ebenen beider Bilder unterscheiden sich nur durch die Verschiebung s. Wir
sortieren die Terme in (14.65) nach zunehmender Potenz von x, um einen Ko-
effizientenvergleich durchfiihren zu kénnen:

g(x=+1/2s)=go+1/2Vgs+ Vg x. (14.66)
—_—
Offset Steigung

Die ersten zwei Terme enthalten den Offset und der dritte die Steigung der
Ebene. Nun kénnen wir die Verschiebung s = (p,q)T aus der Bedingung ablei-
ten, dass beide Ebenen identisch sein miissen. Also miissen auch die beiden
Koeffizienten identisch sein, und wir erhalten zwei Gleichungen:

go(t1) —go(ta) = 1/2(Vg(t1) + Vg(t2))s,
Vg(tl) = Vg(tz)-

(14.67)

Die zweite Gleichung besagt, dass der Gradient in beiden Bildern gleich sein
muss. Andernfalls wére ein Ebenenfit der rdumlichen Grauwerte auch keine
sinnvolle Darstellung. Die erste Gleichung entspricht der Kontinuitdt des op-
tischen Flusses (14.9). In (14.67) ist nur die zeitliche Ableitung bereits diskret
als Differenz der mittleren Grauwerte beider Bilder ausgedriickt. Daher ist der
Gradient durch den mittleren Gradienten in beiden Bildern ersetzt. Zusatzlich
verwenden wir das Verschiebungsvektorfeld (VVF) s anstelle des optischen Flus-
ses f. Wie erwartet, ergibt ein Ebenenfit der Grauwertverteilung nichts Neues.
Immer noch kénnen wir die Geschwindigkeitskomponente lediglich in Richtung
des Grauwertgradienten bestimmen. Daher miissen wir (14.64) in eine Taylor-
reihe zweiter Ordnung entwickeln und erhalten

g(x=1/2s) 9o

+ gx - (x£1/251) + gy - (¥ £1/252)
+ 1/2gxx - (x £1/251)° +1/2gyy - (¥ £ 1/25)°
+ Gxy - (x £1/251) (¥ £1/252).

Nagel [141] fiihrte eine dhnliche Modellierung der Grauwertgeometrie durch,
indem er sie in eine Taylorreihe zweiter Ordnung expandierte. Er erhielt al-
lerdings komplexe nichtlineare Gleichungen, die nur unter bestimmten Bedin-
gungen einfach zu l6sen sind. Diese Bedingungen nannte er Grauwertecke und
Grauwertextremum. Der Grund fir die unterschiedlichen Ergebnisse liegt im
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Losungsansatz. Nagel verglich die Taylorreihen zweier Bilder im Sinne der Me-
thode der kleinsten Quadrate, wiahrend hier ein direkter Koeffizientenvergleich
durchgefiihrt wird.

Ein Vergleich der Koeffizienten des Fits zweiter Ordnung ergibt insgesamt sechs
Gleichungen. Die quadratischen Terme ergeben drei Gleichungen, die besagen,
dass alle rdumlichen Ableitungen zweiter Ordnung in beiden Bildern tiberein-
stimmen miussen:

Ixx(t1) = Gxx(t2),
9yy(t1) = gyy(t2),
gxy(tl) = gxy(tz)-

Ist dies nicht der Fall, lasst sich entweder die Grauwertverteilung nicht adaquat
durch eine Taylorreihe zweiter Ordnung beschreiben, oder die Voraussetzung
einer konstanten Verschiebung in der Nachbarschaft ist nicht erfiillt. Der Ko-
effizientenvergleich der Terme nullter und erster Ordnung resultiert in den fol-
genden drei Gleichungen:

—(go(t2) = go(t1)) 3 (9x (1) + gx(t2)) 1
1
3

+1 (ay(t) + gy (1)) 52,
(14.69)

—(gx(tZ) _gx(tl))
—(gy(t2) — gy(t1))

IxxS1 + GxyS2,

GyyS2 + GxyS1.

Uberraschenderweise liefert der Koeffizientenvergleich fiir die Terme nullter
Ordnung (Offset) das gleiche Ergebnis wie der Ebenenfit (14.67). Das bedeutet,
dass das VVF durch einen einfachen Ebenenfit korrekt berechnet wird, selbst
wenn die Grauwertverteilung nicht mehr durch eine Ebene wiedergegeben wird,
sondern durch ein Polynom zweiter Ordnung.

Die beiden anderen Gleichungen kénnen als ein einfaches lineares Gleichungs-
system mit zwei Unbekannten geschrieben werden:

|: Ixx YGxy :| |: S1 } |: 9x (t2) — gx(t1) }

=— . (14.70)
Ixy Yyy $2 gy (t2) — gy (t1)
Die 2 x 2-Matrix auf der linken Seite ldsst sich leicht invertieren, falls gxxgy, —
(gxy)? nicht verschwindet. Aus diesem Grund ist es moglich, die Verschiebung
zwischen zwei Bildern aus einer lokalen Nachbarschaft abzuschédtzen, wenn
wir die Krtimmung der Grauwertverteilung berticksichtigen. Bisher haben wir
die Bedingungen, die eine Grauwertverteilung erfiillen muss, damit (14.69) um-
kehrbar wird, noch nicht besprochen. Diese Bedingungen sind gegeben, wenn
entweder ein Grauwertextremum oder eine Grauwertecke vorliegt. Wie bereits
erwdhnt, wurden diese Begriffe durch Nagel [14 1] gepragt. In einem Grauwertex-
tremum (und ebenfalls in einem Sattelpunkt) sind die beiden Hauptkrimmun-
gen ungleich null. Dann ist (14.70) l6sbar. An einer Grauwertecke ist nur eine
Hauptkriimmung null, nicht jedoch der Gradient in dieser Richtung. Daher kann
die erste und zweite Gleichung aus (14.69) zur Bestimmung beider Komponen-
ten des optischen Flussvektors verwendet werden.
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Fir die differentialgeometrische Methode ist keine Glattung erforderlich, da Ab-
leitungen zweiter Ordnung nur an einem Punkt verwendet werden. Trotzdem
wird fiir eine stabilere Abschédtzung der Ableitungen oft eine Glattung des Bil-
des angewandt. Da Faltungsoperationen kommutativ sind, kann diese Glattung
auch nach Berechnung der Ableitungen durchgefiihrt werden.

Die Differenz der rdumlichen Ableitungen erster Ordnung in den Bildern zum
Zeitpunkt t, und t; in (14.70) ist eine diskrete Naherung fiir eine zeitliche Ablei-
tung, die durch einen zeitlichen Ableitungsoperator ersetzt werden kann. Dann
muss auch der Verschiebungsvektor durch den optischen Flussvektor ersetzt
werden. Damit erhalten wir schlieflich die folgende kontinuierliche Formulie-
rung des differentialgeometrischen Verfahrens:

{gxx Txy } { fl} {gﬁ}
. =—1 . (14.71)
Ixy Yyy fo Iyt

14.6 Korrelationsmethode

14.6.1 Grundlagen

Wie die differentielle Methode hat auch die Korrelationsmethode ihren
Ursprung in einer Analyse der Verschiebung zwischen zwei aufeinander-
folgenden Bildern. Um ein charakteristisches Merkmal aus dem ersten
Bild im zweiten zu finden, verwenden wir das erste Bild g(t;) = g; und
vergleichen es mit dem zweiten verschobenen Bild g(t,) = g» innerhalb
eines bestimmten Suchbereichs. In diesem Bereich suchen wir nach der
Position der optimalen Ahnlichkeit zwischen den beiden Bildern. Wann
betrachten wir zwei Merkmale als gleich? Das AhnlichkeitsmaR sollte
unempfindlich gegeniiber Beleuchtungsianderungen sein. Wir betrach-
ten also zwei rdumliche Muster als gleich, wenn sie sich nur um einen
konstanten Faktor o unterscheiden, der die Beleuchtungsunterschiede
wiedergibt. In der Sprache der Vektorrdaume bedeutet dies, dass die bei-
den Merkmalsvektoren g, und g, parallel sind. Das ist genau dann der
Fall, wenn in der Cauchy-Schwarz-Ungleichung Gleichheit auftritt:

2 I 00

< J gi(x)d’x J gi(x —s)d’x.  (14.72)

o0

J g1(x)g2(x — s)d’x

Anders ausgedriickt, wir miissen den Kreuzkorrelationskoeffizienten ma-
ximieren:

[ 9130092 (x - 5102
r(s)=——— = 73 - (14.73)
Jg%(x)de J g3(x - s)de)
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Der Kreuzkorrelationskoeffizient ist ein niitzliches AhnlichkeitsmaR. Er

ist null bei vollig ungleichen (orthogonalen) Mustern und erreicht einen
Maximalwert von eins bei gleichen Merkmalen.

Ahnlich wie bei der differentiellen Methode (Abschn. 14.3) kann die
Korrelationsmethode als Kombination von Faltungs- und Punktopera-
tionen durchgefiihrt werden. Der erste Schritt ist wieder die Einfithrung
einer Fensterfunktion w in die Definition des Kreuzkorrelationskoeffizi-
enten. Dieses Fenster wird iiber das Bild bewegt, um den lokalen Kreuz-
korrelationskoeffizienten zu berechnen. Gleichung (14.73) wird dann zu

J w(x —x)g1(x')g2(x' — s)d?x’
r(x,s) = —= 2. (14.74)

J w(x - x')g?(x')d2x’ J w(x - x')g3(x’ —s)d2x’

Der resultierende Kreuzkorrelationskoeffizient ist eine vierdimensio-
nale Funktion, die von der Position im Bild x und der Verschiebung s
abhangt.

14.6.2 Schnelle iterative Maximumsuche

Die Korrelationsmethode ist in der bislang vorgestellten Form eine sehr
rechenaufwendige Operation. Wir konnen sie betrdchtlich beschleuni-
gen, wenn wir die Berechnung auf einen schnellen Ansatz zur Suche
nach der Position des Maximums von v beschranken, da dies alles ist,
was uns interessiert.

Eine Moglichkeit zur direkten Berechnung der Position des Maximums
ist die Naherung der Kreuzkorrelationsfunktion durch eine Taylorreihe.
Wir entwickeln also den Kreuzkorrelationskoeffizienten an der Position
des Maximums § in eine Taylorreihe zweiter Ordnung:

Q

7(s) 7(3) + 37xx (3) (51 = 51)% + 3731 (3) (52 — 52)?

+¥xy (8)(s1 — 51)(s2 = 32) (14.75)
= 7(3) +3(s-HTHGE) (s - 3),

wobei H die in (12.4) definierte Hesse-Matrix ist. Wir wissen die Positi-
on des maximalen Korrelationskoeffizienten nicht. Daher nehmen wir
an, dass die Ableitungen zweiter Ordnung in der Ndhe des Maximums
konstant sind und berechnen das Maximum aus der Position der vor-
angegangenen Iteration s'¥. Falls wir keine andere Information haben,
setzen wir unsere initiale Schatzung auf null: s = 0. Solange wir noch
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nicht die Position des maximalen Korrelationskoeffizienten gefunden ha-
ben, wird die erste Ableitung bei s noch nicht verschwinden und kann
aus (14.75) berechnet werden:

vr(s™) = H(s®)(s® —3). (14.76)

Unter der Annahme, dass die Hesse-Matrix invertierbar ist, erhalten wir
daraus folgende Iteration:

st = ¢ _ g-l(s)ygy(sD) mit s© =0. (14.77)

Diese Art der Iteration ist als Newton-Raphson-Iteration bekannt [156].
Um die Verschiebung zu berechnen, miissen wir also nur die ersten und
zweiten Ableitungen des Kreuzkorrelationskoeffizienten berechnen.

14.6.3 Bewertung und Vergleich

Im Gegensatz zu den differentiellen Methoden, die auf der Kontinuitat
des optischen Flusses basieren, erlaubt der Korrelationsansatz Verande-
rungen der Lichtintensitat zwischen den beiden Bildern insofern, dass
die Beleuchtung innerhalb eines gewéhlten Fensters global unterschied-
lich sein kann. Dadurch sind Techniken, die auf der Korrelationsme-
thode basieren, sehr hilfreich fiir einen Sonderfall der Bewegungsana-
lyse, namlich die Verarbeitung von Stereobildern, bei denen zwischen
dem linken und dem rechten Bild wegen der zwei unterschiedlichen ver-
wendeten Kameras immer geringe Intensitdatsvariationen auftreten. Tat-
sdchlich ist die im vorigen Abschnitt beschriebene schnelle Suche nach
Maxima der Standardansatz zur Bestimmung der Disparitdt von Stereo-
bildern. Quam [158] verwendet diese Methode zusammen mit einer
Grob-zu-fein-Strategie und Nishihara [146] in einer modifizierten Ver-
sion mit dem Vorzeichen des Laplacian-of-Gaussian-Filters als Merkmal.
Nishihara berichtet eine Genauigkeit von etwa 0,1 Bildpunkten fiir kleine
Verschiebungen. Gelles et al. [57] konnen mit der Korrelationsmethode
Bewegungen in Zellen mit einer Prazision von etwa 0,02 Bildpunkten be-
stimmen. Allerdings benutzen sie einen aufwendigeren Ansatz durch
Berechnung des Zentroids der Kreuzkorrelationsfunktion. Der modella-
daptierte Ansatz von Diehl und Burkhardt [37] kann als erweiterte Kor-
relationsmethode angesehen werden, da er auch Rotation und andere
Bewegungsformen zuldsst. Aufgrund der nichtlinearen Parameter ist
ein iterativer Ansatz erforderlich.

Die Korrelationsmethode unterscheidet sich von allen anderen in die-
sem Buch diskutierten Methoden zur Bewegungsbestimmung, weil ihr
Konzept auf dem Vergleich von nur zwei Bildern basiert. Selbst wenn wir
die Korrelationsmethode durch mehrere Korrelationen auf mehr als zwei
Bilder ausdehnen, bleibt sie ein Ansatz mit einem diskreten Zeitschritt,
dem die Eleganz der anderen Methoden fehlt, die im kontinuierlichen
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Raum formuliert werden konnen. Ein weiterer Nachteil der Korrelati-
onsmethode ist der hohe Rechenaufwand.

14.7 Phasenmethode?

14.7.1 Grundlagen#

Mit Ausnahme der rechenaufwendigen Korrelationsmethode reagieren alle an-
deren Methoden, die den optischen Fluss berechnen, mehr oder weniger emp-
findlich auf zeitliche Anderungen der Beleuchtung. Es stellt sich damit die Fra-
ge, ob wir statt dem Grauwert selbst ein anderes Merkmal benutzen kénnen,
das unempfindlicher gegeniiber Beleuchtungsanderungen ist, aber immer noch
die wesentliche Bildinformation enthélt. Fleet und Jepson [50] und Fleet [47]
schlagen vor, die Phase fiir die Berechnung des optischen Flusses zu verwen-
den. Wir haben die kritische Rolle der Phase bereits in Abschn. 2.3.6 und 13.4.1
besprochen. In Abschn. 2.3.6 wurde gezeigt, dass die Phase der Fouriertransfor-
mierten eines Signals die entscheidende Information trdgt. Ein Bild ist immer
noch zu erkennen, wenn die Amplitudeninformation verloren ist, nicht jedoch,
wenn die Phase fehlt [124]. In unserem Zusammenhang ist nun wichtig, dass die
globale Beleuchtung nur die Amplitude eines Signals beeinflusst, nicht jedoch
seine Phase.

Als Einfiihrung in die Phasenmethode betrachten wir eine ebene 1D-Welle mit
der Wellenzahl k und der Kreisfrequenz w, die sich mit einer Phasengeschwin-
digkeit von u = w/k vorwarts bewegt:

g(x,t) = goexp[—i(¢p(x,t))] = goexp[-i(kx — wt)]. (14.78)

Die Position und damit auch die Verschiebung wird durch die Phase bestimmt.
Die Phase hingt sowohl von der raumlichen als auch der zeitlichen Koordinate
ab. Bei einer ebenen Welle variiert die Phase linear in Zeit und Raum:

¢d(x,t) = kx — wt = kx — ukt, (14.79)

wobei k die Wellenzahl ist und w die Frequenz der Welle. Die Berechnung
der zeitlichen und raumlichen Ableitungen der Phase, d.h. des Gradienten im
Orts/Zeit-Raum, liefert sowohl die Wellenzahl als auch die Frequenz der sich
bewegenden periodischen Strukturen:

Vit = [ (3)’; } _[ _u’j } (14.80)

Die Geschwindigkeit ergibt sich dann als das Verhéltnis der Frequenz zur Wel-
lenzahl: w
e —0rp /Oxp . (14.81)
Diese Formel ist der auf dem optischen Fluss basierenden Schiatzung (14.11)
sehr dhnlich. In beiden Fallen ist die Geschwindigkeit als Verhéltnis der zeitli-
chen und raumlichen Ableitungen ausgedriickt.

Die direkte Berechnung der partiellen Ableitungen aus dem Phasensignal ist we-
gen der dem Phasensignal eigenen Diskontinuitdt nicht ratsam (Beschriankung

u =
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auf das Hauptintervall [T, 77[). Wie bereits in Abschn. 13.4.6 diskutiert, ist es
moglich, die Phasengradienten direkt aus dem Ergebnis eines Quadraturfilter-
paars zu berechnen. Bezeichnen wir das Quadraturfilterpaar mit g, (x,t) und
q-(x,t), ergibt sich der Orts/Zeit-Phasengradient aus (vgl. (13.65))

d+(X,t) Vrq (x,8) —q(x,t) Vg (x,t)

\Y, ,t) = 14.82
xebtet A (x,0) + a2 (x, ) (14.82)

Mit (14.81) ist der aus der Phase berechnete optische Fluss
f=- 4+ 0tq- —q- 019+ (14.83)

4+ 0xq- —q-0xq+

14.7.2 Bewertung und Vergleich*

Zundchst scheint die Phasenmethode nichts Neues zu bieten. Der Ersatz des
Grauwerts durch die Phase ist jedoch eine deutliche Verbesserung, weil die Pha-
se viel weniger als der Grauwert selbst von der Beleuchtung abhangt. Verwen-
den wir nur das Phasensignal, kann sich die Amplitude der Grauwertvariationen
verandern, ohne dass Geschwindigkeitsschitzungen tiberhaupt beeintrachtigt
werden.

Bisher haben wir nur eine ideale periodische Grauwertstruktur betrachtet. Im
allgemeinen setzen sich Bilder jedoch aus Grauwertstrukturen mit unterschied-
lichen Wellenzahlen zusammen, aus denen wir keine sinnvollen Phasenschét-
zungen erhalten konnen. Also miissen wir das Bild in einzelne Wellenzahlbe-
reiche zerlegen. Dies impliziert, dass die Phasenmethode nicht fiir zweidimen-
sionale Verschiebungen geeignet ist, sondern im wesentlichen ein 1D-Konzept
darstellt, welches Bewegung einer linear orientierten Struktur, z.B. einer ebe-
nen Welle, in Richtung ihrer Grauwertgradienten misst. Aus dieser Tatsache
leiten Fleet und Jepson [49] ein neues Paradigma der Bewegungsanalyse ab. Das
Bild wird mit direktionalen Filtern zerlegt, und in jeder der Komponenten wird
die Normalengeschwindigkeit bestimmt. Das zweidimensionale Bewegungsfeld
wird dann aus diesen Normalengeschwindigkeiten zusammengesetzt. Dieser
Ansatz hat den Vorteil, dass die Zusammensetzung zu einem vollstandigen Be-
wegungsfeld in einen zweiten Verarbeitungsschritt verlegt wird, der an die im
Bild auftretende Bewegungsform angepasst werden kann. Daher kénnen mit
diesem Ansatz auch komplexere Fille wie die Uberlagerungen transparenter
Objekte gehandhabt werden.

Fleet und Jepson [49] verwenden einen Satz von Gaborfiltern (Abschn. 13.4.5)
mit einer Winkelauflésung von 30° und einer Bandbreite von 0,8 Oktaven fiir die
gerichtete Bandpasszerlegung. Alternativ konnen eine Bandpasszerlegung und
Hilbertfilter (Abschn. 13.4.2) verwendet werden. Die Motivation fir diese Idee
stammt aus der Tatsache, dass die Zerlegung mit einem Satz von Gaborfiltern,
wie von Fleet und Jepson vorgeschlagen, keine einfache Rekonstruktion des
Originalbildes ermdéglicht. Die gaborzerlegten Teilbilder addieren sich nicht
exakt zum Originalbild. Die resultierende Transferfunktion besitzt vielmehr
eine betrdchtliche Welligkeit, wie Riemer [ ] zeigt.

Eine Bandpasszerlegung mit zum Beispiel einer Laplacepyramide [20, 21] hat
nicht diesen Nachteil (Abschn. 5.3.3). Zusatzlich ist sie vom Rechenaufwand
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her effizienter. Andererseits stehen wir dem Problem gegeniiber, dass wir kei-
ne gerichtete Zerlegung erhalten. Jahne [86, 87] zeigt, wie das Konzept der
Laplacepyramide effizient zu einer pyramidalen Richtungszerlegung erweitert
werden kann. Jede Ebene der Pyramide wird weiter in zwei oder vier gerichtete
Komponenten zerlegt, die sich direkt zu den zugehorigen isotrop gefilterten
Pyramidenebenen addieren (siehe auch Abschn. 5.3.4).

14.7.3 Vom normalen Fluss zum 2D-Fluss¥

Da die Phasenmethode lediglich den optischen Fluss senkrecht zur Richtung
der herausgefilterten Strukturen liefert, brauchen wir eine Technik zur Bestim-
mung des zweidimensionalen optischen Flusses aus dem normalen Fluss. Die
grundlegende Beziehung zwischen beiden Fliissen ist wie folgt. Wir nehmen
an, dass f, ein normaler Flussvektor ist. Er ist das Ergebnis der Projektion
des 2D-Flussvektors f in die Richtung des normalen Flusses. Dann kénnen wir

schreiben: )
Jo=F.1 (14.84)

wobei f, ein Einheitsvektor in Richtung des normalen Flusses ist. Aus (14.84)
ist offensichtlich, dass wir den unbekannten zweidimensionalen optischen Fluss
tiber die Methode der kleinsten Quadrate berechnen kénnen, wenn uns mehr als
zwei Schatzwerte des normalen Flusses in unterschiedliche Richtungen vorlie-
gen. Dieser Ansatz ergibt auf dhnliche Weise wie in Abschn. 14.3.2 das folgende
lineare Gleichungssystem:

|: Sixfix  fixfiy :| |: Sx :| _ [ Jixfu :| (14.85)

fo.}ELy fiyfiy fy finy
mit
fipfia= Jw(x —x't =) fipfLad®x'dt’ (14.86)
und
fj.pfj. = Jw(x -x',t- t,)flprdzx,dt/. (14.87)

14.8 Literaturhinweise zur Vertiefung*

Zur Bewegungsanalyse gibt es die folgenden Mongraphien: Singh [187], Fleet
[48] und Jahne [88]. Einen guten Uberblick verschaffen auch die Artikel von Be-
auchemin und Barron [7] und Jahne und HauRecker [90, Chapter 10]. Letzterer
beinhaltet auch die Schatzung von Bewegungsfeldern hoherer Ordnung. Leser,
die sich fir die visuelle Detektion von Bewegung in biologischen Systemen inter-
essieren, seien auf die Monographie von Smith und Snowden [ | verwiesen.
Die Erweiterung der Bewegungsanalyse auf Parameter dynamischer Prozesse
und Beleuchtungsdnderungen ist in HauRecker und Fleet [72] und Haulecker
[71] beschrieben.



15 Textur

15.1 Einfiihrung

In Kapitel 11 und 12 haben wir Glattung und Kantendetektion bespro-
chen und in Kapitel 13 einfache Nachbarschaften. Nun werden wir die-
se wichtigen Bausteine verwenden und erweitern, um komplexe Muster,
die in der Bildverarbeitung als Textur bezeichnet werden, zu analysie-
ren. Solche Muster machen den Unterschied zwischen einer kiinstlichen
Objektwelt, deren Oberflachen lediglich durch Farb- und Reflexionsei-
genschaften gekennzeichnet sind, und realen Bildern aus.

Wir konnen Muster mit unserem Sehsystem leicht erkennen und von-
einander unterscheiden (Abb. 15.1). Sehr viel schwieriger ist die Charak-
terisierung und Unterscheidung der eher ,diffusen” Grofen einer Textur
mit exakt definierten Parametern, die es einem Computer ermoéglichen,
diese Aufgabe durchzufiihren.

In diesem Kapitel werden wir systematisch Operatoren zur Analyse
und Unterscheidung von Mustern untersuchen. Mit Hilfe dieser Opera-
toren lassen sich selbst komplexe Muster mit wenigen, jedoch charak-
teristischen GroRen beschreiben. Dabei reduzieren wir das Problem der
Mustererkennung auf die einfache Unterscheidung von Grauwerten.

Wie konnen wir eine Textur definieren? Ein beliebiges, iiber einen
groRen Bereich eines Bildes ausgedehntes Muster wird sicher nicht als
Textur erkannt. Eine grundlegende Eigenschaft der Textur ist also das
kleine elementare Muster, das sich periodisch oder quasiperiodisch im
Raum wiederholt wie das Muster auf einer Tapete. Es geniigt also, das
kleine Grundmuster und die Wiederholungsregeln zu beschreiben. Letz-
tere definieren die charakteristische Grofe der Textur.

Die Texturanalyse ldsst sich mit der Analyse von Festkorperstruktu-
ren vergleichen, einem Forschungsbereich, den wir in der Festkorperphy-
sik, in der Chemie und in der Mineralogie finden. Ein Festkorperphysiker
beschiftigt sich mit den Wiederholungsmustern und der Verteilung von
Atomen in der Elementarzelle. Die Texturanalyse wird durch die Tat-
sache verkompliziert, dass sowohl das Muster als auch die periodische
Wiederholung signifikanten zufélligen Schwankungen unterliegen kann
(Abb. 15.1).

Texturen konnen hierarchisch aufgebaut sein, d. h., sie kbnnen bei un-
terschiedlicher Vergrolerung sehr unterschiedlich aussehen. Ein scho-
nes Beispiel ist die in Abb. 15.1a dargestellte Gardine. Bei der groRten
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Abbildung 15.1: Texturbeispiele: a Gardine; b Holz; ¢ Hundefell; d Rauhfaser-
tapete; e und f Stoff.

Auflosung liegt unsere Aufmerksamkeit auf dem einzelnen Gewebefaden
(Abb. 15.2a), und die charakteristische GroRe ist die Dicke der Faden,
welche auch eine lokale Orientierung aufweisen. Bei der ndchstgrobe-
ren Auflésung erkennen wir die Maschen des Gewebes (Abb. 15.2b) mit
dem Maschendurchmesser als charakteristischer GroRe. In dieser Ebe-
ne ist die lokale Orientierung gleichméRig in alle Richtungen verteilt. Bei
noch geringerer VergroRerung erkennen wir die einzelnen Maschen nicht
mehr, sondern nur noch die Falten des Vorhangs (Abb. 15.2c). Auch sie
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iz

Abbildung 15.2: Hierarchische Organisation eines Musters, gezeigt am Beispiel
der Gardine aus Abb. 15.1a durch Aufnahme in unterschiedlichen Auflosungen.
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werden durch eine eigene charakteristische GroRe gekennzeichnet, die
Faltendichte und ihre Orientierung. Diese Betrachtungen unterstreichen
die Bedeutung der mehrskaligen Texturanalyse. Die an anderer Stelle in
diesem Buch diskutierten mehrskaligen Datenstrukturen (Kapitel 5) sind
also wesentlich fiir die Texturanalyse.

Bedingt durch die Aufgabenstellung, lassen sich die Texturparame-
ter generell in zwei Klassen unterteilen. Die erste Klasse enthdlt die
rotations- und groReninvarianten Parameter, die zweite dagegen die nicht
rotations- und nicht gréReninvarianten. Stellen wir uns eine typische
industrielle oder wissenschaftliche Anwendung vor, bei der es darauf
ankommt, zufallig in einem Bild orientierte Objekte zu erkennen. Es
interessiert uns die Unterscheidung der Objekte voneinander, nicht die
Orientierung der einzelnen Objekte. Texturparameter, die von der Orien-
tierung abhdngen, sind also uninteressant. Wir konnen sie zwar nutzen,
aber nur, wenn die Objekte eine charakteristische Form haben, die es uns
erlaubt, ihre Orientierung zu bestimmen. Ahnliche Argumente gelten fiir
groReninvariante Eigenschaften. Befinden sich die interessierenden Ob-
jekte in unterschiedlichen Entfernungen von der Kamera, sollten die zu
ihrer Erkennung verwendeten Texturparameter zusitzlich groReninva-
riant sein. Sind sie es nicht, ist die Objekterkennung abhéngig von der
Entfernung zur Kamera. Verandern sich jedoch die Textureigenschaften
mit der VergréoRerung wie im Beispiel der Gardine in Abb. 15.1a gibt es
uberhaupt keine groReninvarianten Textureigenschaften. Damit wird die
Verwendung von Mustern zur Objektcharakterisierung bei unterschied-
lichen Entfernungen zu einer schwierigen Aufgabe.

In den bisherigen Beispielen haben uns mehr die Objekte selbst als
ihre Orientierung im Raum interessiert. Die Oberflachenorientierung ist
ein Schliisselmerkmal in einer anderen Bildverarbeitungsaufgabe, nam-
lich der Rekonstruktion einer dreidimensionalen Szene. Wissen wir, dass
die Oberflache eines Objekts ein gleichmé&Riges Muster hat, konnen wir
Orientierung und GroRe des Musters zur Analyse der Orientierung der
Flache im Raum verwenden. Dazu benétigen wir die charakteristischen
GroRen und Orientierungen der Textur.



438 15 Textur

Die Texturanalyse ist einer der Bereiche der Bildverarbeitung, bei dem
es noch an Grundlagen fehlt. Dementsprechend finden wir in der Li-
teratur viele unterschiedliche empirische und semiempirische Ansatze.
Mit diesen Ansadtzen werden wir uns hier nicht beschéaftigen, sondern
mit einer einfachen Methode, die aus elementaren Operatoren komplexe
Texturoperatoren aufbaut.

Fir die Texturanalyse bendtigen wir nur vier fundamentale Textur-
operatoren:

e Mittelwert,

o Varianz,

e Orientierung und
o Grofle.

Diese Operatoren werden in unterschiedlichen Ebenen der Bildverarbei-
tungshierarchie angewandt. Haben wir z.B. die lokale Orientierung und
GroRe berechnet, konnen Mittelwert- und Varianzoperatoren wiederum
angewandt werden, diesmal aber nicht, um Mittelwert und Varianz der
Grauwerte, sondern der lokalen Orientierung und der lokalen Grofke zu
berechnen.

Die vier elementaren Texturoperatoren lassen sich in die oben er-
wahnten zwei Klassen aufteilen. Mittelwert und Varianz sind rotations-
und groReninvariant, wahrend die Operatoren Orientierung und Grofe
natiirlich gerade die Orientierung bzw. die GroRe bestimmen. Somit ha-
ben wir die wichtige Klassentrennung der Parameter bereits vollzogen.
Die Bedeutung dieses Ansatzes liegt in der Einfachheit und Orthogo-
nalitdt des Parametersatzes sowie in der Moglichkeit, ihn hierarchisch
anzuwenden.

15.2 Statistik erster Ordnung

15.2.1 Grundlagen

Alle Texturparameter, die auf einer Statistik erster Ordnung, d. h. lokalen
Grauwerthistogrammen beruhen, sind invariant gegeniiber einer Permu-
tation der Pixel. Daher hdngen sie weder von der Orientierung noch der
GroRe der Objekte ab. Letzteres allerdings nur, solange feine Struktu-
ren bei groberen Auflosungen nicht verschwinden. Daher kénnen wir
diese Klasse von Texturparametern als rotations- und skaleninvariant
betrachten.

Diese Invarianz der Statistik erster Ordnung gegentiber Pixelpermu-
tationen hat jedoch auch einen gravierenden Nachteil. Texturen, die bei
gleicher Verteilung der Grauwerte unterschiedliche raumliche Muster ha-
ben, konnen nicht unterschieden werden. Dazu ein einfaches Beispiel.
Eine Textur mit gleich breiten weillen und schwarzen Streifen und ei-
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ne Textur mit einem schwarz/weilen Schachbrettmuster haben die glei-
che bimodale Grauwertverteilung bei vollig unterschiedlicher raumlicher
Struktur der Muster.

Daher konnen viele Texturen anhand von Parametern, die aus loka-
len Histogrammen berechnet wurden, nicht unterschieden werden. Fir
eine bessere Unterscheidungsmoglichkeit miissen weitere Klassen von
Texturparametern eingesetzt werden.

15.2.2 Lokale Varianz

In Abschn. 3.2.2 haben wir gelernt, wie Grauwertverteilungen auler durch
den Mittelwert auch durch Varianz und hohere Momente charakterisiert
werden. Fiir die Texturanalyse miissen diese Parameter in einer lokalen
Nachbarschaft gemittelt werden. Dies fiihrt uns zu einem neuen Opera-
tor zur Schatzung der lokalen Varianz.

Im einfachsten Fall kénnen wir eine Maske M wahlen und die Para-
meter allein aus den Pixeln in diesem Fenster berechnen. Der Varianz-
operator z.B. ergibt sich dann zu

1 _
Vion = —— Z (gm—m’,n—n’ - gmn)z- (15.1)
P-1 .=
m',n'eM
Die Summe lauft iiber die P Bildpunkte des Fensters. Der Ausdruck
Imn bezeichnet den tber dasselbe Fenster M berechneten Mittelwert

der Grauwerte im Punkt [m, n]’:

_ 1
Imn = F z Im-m’' mn-n’'- (152)

m’'.n'eM

Wichtig ist zu beachten, dass der Varianzoperator nicht linear ist. Trotz-
dem &dhnelt er der allgemeinen Form einer Nachbarschaftsoperation, der
Faltung. Die Kombination von (15.1) und (15.2) macht deutlich, dass der
Varianzoperator aus einer linearen Faltung und nichtlinearen Punktope-
rationen besteht:

2
1 1
Vinn = P_1 Z ggn—m’,n—n' - (P Z gmm’,nn’) , (15.3)
m',n' eM m',n'eM
oder in Operatorschreibweise:
V=RI-7) - (R-R). (15.4)

Der Operator R bezeichnet eine Glattung tiber alle Bildpunkte mit ei-
nem Rechteckfilter der GroRe des Fensters W. Der Operator 7 ist der
Identitdtsoperator. Der Operator 7 - 7 fiihrt also eine nichtlineare Punk-
toperation durch, namlich die Quadrierung der Grauwerte jedes Pixels.
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Abbildung 15.3: Auf verschiedene Bilder angewandter Varianzoperator:
a Abb. 11.6a; b Abb. 15.1e; ¢c Abb. 15.1f; d Abb. 15.1d.

SchlieRlich subtrahiert der Varianzoperator das Quadrat eines geglatte-
ten Grauwertes von den gegldtteten quadrierten Grauwerten. Aus der
Diskussion der Glattung in Abschn. 11.3 wissen wir, dass ein Rechteck-
filter kein gutes Glattungsfilter ist. Wir erhalten also einen besseren Va-
rianzoperator, wenn wir das Rechteckfilter R durch ein Binomialfilter B
ersetzen:

V=8B1-1)-(B-B). (15.5)

Der Varianzoperator ist isotrop und dariiber hinaus auch groReninva-
riant, solange das Fenster groRer als die grofte Struktur in den Texturen
ist und solange keine feinen Strukturen der Textur verschwinden, wenn
Objekte weiter von der Kamera entfernt sind. Daraus lasst sich vermu-
ten, dass ein groReninvarianter Texturoperator nur existiert, wenn die
Textur selbst grofeninvariant ist.

Abb. 15.3 zeigt die Anwendung des Varianzoperators (15.5) mit B!6
auf verschiedene Bilder. In Abb. 15.3a stellt sich der Varianzoperator
als isotroper Kantendetektor dar, da das Originalbild Bereiche mit mehr
oder weniger gleichmaRigen Grauwerten enthélt. Die librigen drei Bei-
spiele in Abb. 15.3 zeigen Varianzbilder gemusterter Oberflachen. Der
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Varianzoperator kann die Bereiche mit den feinen horizontalen Strei-
fen in Abb. 15.1e von den gleichméaRigeren Flachen unterscheiden. Sie
erscheinen als gleichmaiRige helle Bereiche im Varianzbild (Abb. 15.3b).
Die beiden Texturen in Abb. 15.3¢c kann der Varianzoperator jedoch nicht
unterscheiden. Da die Auflésung noch deutlich kleiner ist als die Wie-
derhollange der Textur, kann der Varianzoperator keinen einheitlichen
Mittelwert der Varianz in dem Muster liefern. Fiir die Rauhfasertapete
(Abb. 15.3d) liefert der Varianzoperator keine gleichféormige Antwort, da
die Strukturen zu starke Fluktuationen aufweisen.

15.2.3 Hohere Momente

Neben der Varianz konnen wir auch die hoheren Momente der Grauwert-
verteilung verwenden (siehe Abschn. 3.2.2 fiir eine detaillierte Beschrei-
bung). Wir wollen die Bedeutung dieses Ansatzes mit zwei Beispielen
recht unterschiedlicher Grauwertverteilungen illustrieren, einer Normal-
verteilung und einer bimodalen Verteilung:

_ 1 9-9 IR S -
p(g)—moexp( 202), p(g)—z(é(g+0)+5(g o).

Beide Verteilungen haben denselben Mittelwert und dieselbe Varianz,
unterscheiden sich jedoch in Momenten héherer Ordnung.

15.3 Rotations- und groRenvariante Texturparameter

15.3.1 Lokale Orientierung

Da die lokale Orientierung bereits detailliert in Kapitel 13 diskutiert wur-
de, besprechen wir hier nur einige Beispiele, um die Bedeutung der loka-
len Orientierung fiir die Texturanalyse zu veranschaulichen. Im Hinblick
darauf, dass dieses Buch lediglich Grauwertbilder enthéalt, beschranken
wir uns auf Kohdrenzbilder der lokalen Orientierung.

Abbildung 15.4 zeigt das in Abschn. 13.3 definierte KohdarenzmalR fiir
die lokale Orientierung. Dieses Mal ist fiir eine ideal orientierte Textur,
bei der sich die Grauwerte nur in einer Richtung dndern, eins und fiir ei-
ne verteilte Grauwertstruktur null. Das KohdrenzmalR geht gegen eins in
Bereichen mit horizontal zueinander verlaufenden Streifen des Stoffes
(Abb. 15.4a) und in den dichten Bereichen des Hundefells (Abb. 15.4b).
Die Orientierungsanalyse der Gardine (Abb. 15.1a) ergibt ein interessan-
tes Kohdrenzmuster (Abb. 15.4c). Die Kohdrenz ist hoch entlang den ein-
zelnen Faden, nicht jedoch dort, wo sich zwei Faden kreuzen, und in den
meisten Teilen des durch die Maschen hindurch sichtbaren Hintergrun-
des. Die Kohédrenz der lokalen Orientierung des Bildes einer Rauhfaserta-
pete (Abb. 15.1d) ergibt ein ungleichméaRiges Kohadrenzbild (Abb. 15.4d),
da diese Textur keine vorherrschende lokale Orientierung aufweist.
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Abbildung 15.4: Kohdrenz der lokalen Orientierung a eines Stoffes mit Regionen
horizontal verlaufender Streifen (Abb. 15.1e), b eines Hundefells (Abb. 15.1c), ¢
einer Gardine (Abb. 15.1a) und d einer Rauhfasertapete (Abb. 15.1d).

15.3.2 Lokale Wellenzahl

In Abschn. 13.4 haben wir die Berechnung der lokalen Wellenzahl aus
einem Quadraturfilterpaar unter Verwendung entweder eines Hilbertfil-
ters (Abschn. 13.4.2) oder eines Quadraturfilters (Abschn. 13.4.5) bespro-
chen. In diesem Abschnitt werden wir diese Techniken zur Berechnung
der charakteristischen Grofle einer Textur nutzen, indem wir zuerst ei-
ne gerichtete pyramidale Zerlegung [86] als Bandpassfilter einsetzen und
dann Hilbertfilter verwenden.

In dem Stoffstiick in Abb. 15.5a sind in bestimmten Bereichen hori-
zontal zueinander verlaufende Streifen zu erkennen. Dieses Bild wird
zuerst bandpassgefiltert unter Verwendung der Ebenen eins und zwei
der vertikalen Komponente einer gerichteten pyramidalen Zerlegung des
Bildes (Abb. 15.5b). Abbildung 15.5c zeigt die Naherung der lokalen
Wellenzahl (Komponente in vertikaler Richtung). Die Bereiche, in de-
nen die Amplitude der zugehorigen Struktur nicht deutlich hoher ist als
der Rauschpegel, sind ausgeblendet (Abb. 15.5d). In allen Bereichen mit
horizontalen Streifen konnte eine lokale Wellenzahl berechnet werden.
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Abbildung 15.5: Bestimmung der charakteristischen Grofien eines Stoffmus-
ters durch Berechnung der lokalen Wellenzahl: a Originalmuster, b gefiltert mit
einem gerichteten Bandpass, der die Ebenen eins und zwei der vertikalen Kom-
ponente einer gerichteten pyramidalen Zerlegung verwendet, ¢ Schdtzung der
lokalen Wellenzahl (alle Strukturen unterhalb einer bestimmten Grenze werden
auf Schwarz abgebildet), d Amplitude der lokalen Wellenzahl und e Histogramm
der lokalen Wellenzahlverteilung (Einheit: Anzahl der Perioden pro Pixel).

Das Histogramm in Abb. 15.5e zeigt, dass die haufigste lokale Wellen-
zahl etwa 0,133 betragt. Sie entspricht einer Struktur, die etwa 7,5mal
pro Wellenldnge abgetastet wird. Beachtenswert ist die lang ausgezoge-
ne Verteilung zu kleinen Wellenzahlen hin. Die Textur muss also eine
zweite, groRere Struktur enthalten. Dies ist tatsdchlich der Fall mit den
schmalen diagonalen Streifen.
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Abbildung 15.6: Wie Abb. 15.5, jedoch auf eine Holzmaserung angewendet.

Abbildung 15.6 zeigt die gleiche Analyse fiir eine Holzstruktur. Dies-
mal ist das Muster mehr zuféllig. Trotzdem ist es moglich, die lokale
Wellenzahl zu bestimmen. Es ist wichtig, die Bereiche auszublenden, in
denen das bandpassgefilterte Bild keine wesentlichen Amplituden auf-
weist. Wird diese Maskierung nicht durchgefiihrt, ist die Schatzung der
lokalen Wellenzahl erheblich gestort. Mit der Maskierung erhalten wir ei-
ne enge Verteilung der lokalen Wellenzahl mit einem Maximum bei einer
Wellenzahl von 0,085.
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a

Abbildung 15.7: Anwendung des Varianzoperators auf die Ebenen 0 bis 3 der
Laplacepyramide des Bildes aus Abb. 15.1f.

15.3.3 Pyramidale Texturanalyse

Die Laplacepyramide stellt eine Alternative zum lokalen Wellenzahlope-
rator dar, da sie eine Bandpasszerlegung eines Bildes durchfiihrt. Diese
Zerlegung berechnet nicht direkt eine lokale Wellenzahl, aber wir erhal-
ten eine Reihe von Bildern, welche die Textur auf unterschiedlichen Ska-
len des Musters zeigen.

Der Varianzoperator nimmt mit einer Laplacepyramide eine sehr ein-
fache Form an, da der mittlere Grauwert — mit Ausnahme der geringsten
Auflosungsstufe — null ist:

YV =BLP . LWP), (15.6)

Abbildung 15.7 zeigt, wie die unterschiedlichen Texturen des Bildes
aus Abb. 15.1fin unterschiedlichen Ebenen der Laplacepyramide erschei-
nen. Bei den feinsten Auflésungen in den Ebenen null und eins der Pyra-
mide wird die Varianz durch die Textur selbst dominiert. So erscheint in
Abb. 15.7aund b die Varianz um die punktférmigen Stiche in einem der
beiden Muster besonders ausgepragt. In der zweiten Ebene der Laplace-
pyramide (Abb. 15.7¢) sind die Stiche durch Glattung verschwunden; die
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Varianz wird klein in diesem Muster, wahrend sie in Bereichen mit groRe-
ren vertikal und diagonal verlaufenden Stichen immer noch signifikant
ist. Die dritte Ebene schlieRlich (Abb. 15.7d) ist zu grob fiir beide Muster
und wird von den Kanten zwischen den Bereichen der beiden Muster, die
unterschiedliche mittlere Grauwerte aufweisen, dominiert.

Die Laplacepyramide eignet sich sehr gut fiir die Analyse hierarchisch
organisierter Texturen, die in unterschiedlichen VergroRerungen ver-
schiedene Charakteristika zeigen, so zum Beispiel die in Abschn. 15.1
besprochene Gardine. Auf diese Weise kénnen wir solche Operatoren
wie die lokale Varianz und die lokale Orientierung in jeder Ebene der
Pyramide anwenden. Die gleichzeitige Anwendung der Varianz und der
lokalen Orientierung in verschiedenen Skalen liefert viele Eigenschaften,
die es ermdglichen, selbst komplexe hierarchisch organisierte Muster zu
unterscheiden. Zu beachten ist, dass die Anwendung dieser Operationen
auf alle Ebenen der Pyramide bei 2D-Bildern die Anzahl der Berechnun-
gen nur um den Faktor 4/3 erhoht.

15.4 Literaturhinweise zur Vertiefung*

Die Lehrbticher von Jain [95, Abschn. 9.11], Pratt [ , Kapitel 17], Abmayr [,
Abschn. 7.3] behandeln auch die Texturanalyse. Weitere Referenzen fiir die
Texturanalyse sind die Monographie von Rao [ ], das Handbuch von Jahne
et al. [91, Vol. 2, Chapter 12] und die Workshop Proceedings herausgegeben
von Burkhardt [18].
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16 Segmentierung

16.1 Einleitung

Alle bisher besprochenen Bildverarbeitungsoperationen dienten letzt-
lich einer besseren Erkennung von Objekten. Dazu wurden geeignete
lokale Objektmerkmale extrahiert, die eine Unterscheidung von anderen
Objekten und vom Hintergrund erlauben. Im ndchsten Schritt entschei-
den wir nun fiir jeden einzelnen Bildpunkt, ob er zu einem Objekt gehort
oder nicht. Dabei entsteht ein Bindrbild, und die Operation wird als Seg-
mentierung bezeichnet. Gehort ein Bildpunkt zu einem Objekt, hat er
den Wert eins, sonst null. Die Segmentierung steht an der Grenze zwi-
schen der ersten Stufe der Bildverarbeitung und der Bildanalyse. Nach
der Segmentierung wissen wir, welcher Bildpunkt zu welchem Objekt
gehort. Damit ist ein Bild in Regionen eingeteilt, und wir kennen die
Diskontinuitdten als die Rander der Regionen. Nach der Segmentierung
konnen wir auch die Form der Objekte mit den in Kapitel 19 diskutierten
Operationen analysieren.

In diesem Kapitel besprechen wir sowohl elementare Segmentierungs-
verfahren als auch fortgeschrittene mathematische Methoden zur Eintei-
lung eines Bildes in Regionen und Erganzung unvollstiandiger Daten. Bei
den elementaren Segmentierungsverfahren konnen wir von grundlegend
verschiedenen Konzepten ausgehen. Pixelbasierte Methoden verwenden
nur die Grauwerte der einzelnen Pixel (Abschn. 16.2). Regionenorien-
tierte Verfahren (Abschn. 16.4) untersuchen Grauwerte in zusammen-
hingenden Regionen, und kantenbasierte Methoden (Abschn. 16.3) er-
kennen Kanten und versuchen ihnen zu folgen. Allen drei Verfahren
ist gemeinsam, dass sie nur auf lokaler Information basieren und diese
sogar nur teilweise nutzen. Pixelbasierte Methoden beachten die lokale
Nachbarschaft iiberhaupt nicht, sondern nur einzelne Bildpunkte. Kan-
tenbasierte Techniken achten nur auf Diskontinuitdten, und regionen-
basierte Verfahren analysieren lediglich homogene Bereiche. Wenn wir
die geometrische Form eines Objekts kennen, bietet sich die modellba-
sierte Segmentierung an (Abschn. 16.5). Wir diskutieren einen Ansatz
fiir die Houghtransformation, der direkt von Grauwertbildern ausgeht
(Abschn. 16.5.3).
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Abbildung 16.1: Segmentierung mit einem globalen Schwellwert: a Originalbild;
b Histogramm; c bis e oberer rechter Sektor von a, segmentiert mit globalen
Schwellwerten von 110, 147 bzw. 185.

16.2 Pixelorientierte Segmentierung

Die punktorientierte oder pixelbasierte Segmentierung stellt vom Ansatz
her die einfachste Methode dar. Es spricht auch einiges dafiir, zuerst die
einfachste Methode zu probieren. Ehe wir eine komplizierte Segmentie-
rungsprozedur anwenden, sollten wir die ganze Palette bisher beschrie-
bener Techniken nutzen, um solche Merkmale zu extrahieren, die ein
Objekt eindeutig charakterisieren. Es ist immer besser, ein Problem an
seinen Wurzeln anzugehen. Wenn ein Bild beispielsweise ungleichmaRig
beleuchtet ist, sollte als erstes die Beleuchtung optimiert werden. Ist dies
nicht moglich, ist der ndchste Schritt die Identifizierung der Ursache fiir
die fehlerhafte Beleuchtung und die Verwendung entsprechender Bild-
verarbeitungstechniken zur Korrektur. Eine mogliche Technik haben wir
in Abschn. 10.3.2 diskutiert.

Haben wir ein gutes Merkmal zur Separierung eines Objekts vom Hin-
tergrund gefunden, zeigt das Histogramm der Grauwerte — oder allge-
meiner der Merkmalswerte — eine bimodale Verteilung mit zwei getrenn-
ten Maxima wie in Abb. 16.1b. Wir konnen nicht erwarten, dass die Wahr-
scheinlichkeit fiir Grauwerte zwischen den beiden Peaks null ist. Selbst
wenn scharfe Objektkanten vorliegen, wird es wegen der endlichen Breite
der Punktantwort des optischen Systems und Bildsensors (Abschn. 7.6.1
und 9.2.1) dazwischen liegende Grauwerte geben. Je kleiner die Objekte
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Abbildung 16.2: Segmentierung eines Bildes mit ungleichmdifSiigem Hintergrund:
a Originalbild; b Profil der Spalte 55 (markiert in a); ¢ bis e die ersten 64 Spalten
aus a nach Segmentierung mit einem globalen Schwellwert von 90, 120 bzw.
150.

sind, desto mehr Flache in dem Bild wird von den Randbereichen der Ob-
jekte eingenommen. Diese fiilllen dann den Grauwertebereich zwischen
den Werten fir die Objekte und den Hintergrund auf (Abb. 16.1b).

Wie kénnen wir unter diesen Umstanden eine optimale Schwelle fiir
die Segmentierung finden? In dem in Abb. 16.1 gezeigten Beispiel er-
scheint dies einfach, da Hintergrund und Objekte relativ gleichméaRige
Grauwerte aufweisen. Wir erhalten also eine gute Segmentierung fir
einen groRen Bereich von Grenzwerten. Erst bei einem niedrigen Grenz-
wert von 110 treten Lécher in den Objekten auf (Abb. 16.1c), wahrend
bei einem hohen Wert von 185 zu nahe am Grauwert des Hintergrundes
einige Hintergrundpunkte als Objektbildpunkte segmentiert werden.

Bei genauem Hinsehen féllt in Abb. 16.1 jedoch auf, dass sich die
Grolbe der segmentierten Objekte mit dem Schwellwert deutlich dndert.
Ein korrekt gewahlter Schwellwert ist also kritisch fiir eine fehlerfreie
Bestimmung der geometrischen Merkmale eines Objekts. Dies ist ohne
Wissen tiber den Typ der Kante zwischen Objekt und Hintergrund nicht
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Abbildung 16.3: Segmentierung eines Bildes mit ungleichmdfiger Hintergrund-
beleuchtung: a Originalbild (Histogramm dazu siehe Abb. 10.10b); b Profil der
Zeile 186 (markiert in a); ¢ Segmentierung des Bildes in a mit einem optimalen
globalen Schwellwert; d Segmentierungsergebnis, nachdem das Bild zuerst auf
den ungleichmdfigen Hintergrund korrigiert wurde (Abb. 10.10c).

moglich. Im Falle einer symmetrischen Kante entspricht der korrekte
Schwellwert dem mittleren Grauwert aus Hintergrund- und Objektbild-
punkten.

Dieses einfache Verfahren versagt jedoch, sobald der Hintergrund
nicht homogen ist oder Objekte mit unterschiedlichen Grauwerten vor-
kommen Abb. 16.2 und 16.3. In Abb. 16.2b sind die segmentierten Buch-
staben in dem oberen helleren Bildteil diinner als im unteren. Eine sol-
che GroRenverfalschung kann fiir manche Aufgabenstellungen, wie z.B.
eine Ziffernerkennnung, toleriert werden. Sie stellt jedoch eine schwer-
wiegende Verfalschung dar, wenn die GroRe und Form von Objekten ver-
messen werden soll.

In weniger giinstigen Fillen kann es unmoglich sein, einen globalen
Grenzwert zu finden, der alle Objekte, sogar solche, die sich klar vom
Hintergrund abheben, segmentiert. Abbildung 16.3a zeigt ein Bild mit
zwei unterschiedlich gefarbten kreisformigen Objekten. Der Grauwert
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der helleren Kreise liegt nahe am Wert des Hintergrundes. Dementspre-
chend weist auch das Histogramm (Abb. 10.10b) keine separaten Maxima
fiir den Hintergrund und die hellen Kreise auf. Wegen der Uberlappung
der Grauwertverteilungen lassen sich selbst mit einem optimalen globa-
len Schwellwert einige der hellen Objekte in der linken Bildhalfte nicht
korrekt segmentieren. Am rechten Bildrand wird sogar ein Teil des Hin-
tergrundes als Objekt erkannt. Wenn wir allerdings zunachst die un-
gleichmalRige Beleuchtung korrigieren (Abb. 10.10), erreichen wir eine
perfekte Segmentierung (Abb. 16.3d). Wir haben allerdings immer noch
das Problem, dass die Bereiche der dunklen Kreise zu groR sind, da der
Grenzwert zu nahe am Hintergrundgrauwert liegt.

16.3 Kantenbasierte Segmentierung

16.3.1 Prinizp

In Abschn. 16.2 wurde festgestellt, dass die punktorientierte Segmentie-
rung selbst bei perfekter Beleuchtung zu einem Fehler der GroRe seg-
mentierter Objekte fiihrt, wenn die Objekte Variationen in ihren Grau-
werten zeigen (Abb. 16.2 und 16.3). Bei einem dunklen Hintergrund wer-
den weniger helle Objekte immer zu klein, die hellsten dagegen immer zu
grolk segmentiert. Die Ursache fiir diesen Fehler liegt darin, dass sich die
Grauwerte an den Objektkanten nur allmdhlich vom Hintergrund zum
Objektwert dndern. Die korrekte GroRe ergibt sich nur, wenn wir den
Mittelwert der Objekt- und der Hintergrundgrauwerte als Schwellwert
verwenden. Allerdings ist dieses Verfahren nur dann moglich, wenn alle
Objekte denselben Grauwert aufweisen oder wenn wir fiir jedes Objekt
einen eigenen Schwellwert festlegen.

Mit einer kantenbasierten Segmentierung lasst sich der Fehler be-
zuglich der GroRe der segmentierten Objekte weitgehend vermeiden oh-
ne Verwendung komplizierter regionenorientierter Schwellwertverfah-
ren. Die kantenorientierte Segmentierung griindet in der Tatsache, dass
die Position einer Kante durch den Maximalwert der Ableitung erster
Ordnung oder einen Nulldurchgang der Ableitung zweiter Ordnung cha-
rakterisiert ist (Abb. 12.1). Wir miissen also lediglich nach einem lokalen
Maximum des Betrags des Grauwertgradienten suchen und dann dieses
Maximum entlang der Objektkante verfolgen.

16.3.2 Fehler durch ungleichmaRige Beleuchtung

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Verfalschungen verschiedener
Segmentierungstechniken, die durch eine inhomogene Hintergrundhel-
ligkeit und variierende Objekthelligkeit induziert werden. Wir nehmen
an, dass die Objektkante addquat durch eine Stufenkante modelliert
wird, die durch eine symmetrische Punktantwort h(x) verschmiert wird.
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Der Einfachheit halber beschrianken wir uns auf den eindimensionalen
Fall. Dann kénnen wir die Helligkeit eines Objekts im Bild mit einer Kante
im Ursprung schreiben als

X [
g(x) =go J h(x)dx mit J hix)dx = 1. (16.1)
Wir nehmen weiterhin an, dass sich die Hintergrundhelligkeit durch eine
quadratische Variation der Form

b(x) = by + b1x + bpx? (16.2)

beschreiben ldsst. Dann ergibt sich die totale Helligkeit im Bild zu
X
g(x) = go j h(x)dx + by + b1 x + bax?>. (16.3)

Die erste und zweite Ableitung sind

Ix(x) = goh(x) + by + 2b>x,
(16.4)
gxx(x) = gOhx(X) + 2bs.

Um das Maximum koénnen wir die Punktantwort h(x) durch eine Parabel
approximieren: h(x) =~ hg — hax?. Mit dieser Naherung erhalten wir

Ix(x) = goho — gOhZXZ + b +2box,
(16.5)
Ixx(xX) = =2gohax + 2b>.

Die Kantenposition ergibt sich als Nulldurchgang der zweiten Ableitung.
Daher ist die Verschiebung der Kantenlage, x, aus (16.5) gegeben durch

Xp =~ b
" goho’
Aus dieser Gleichung konnen wir folgende Schlussfolgerungen ziehen:

(16.6)

1. Kantenbasierte Segmentierung liefert selbst dann eine korrekte Kan-
tenlage, wenn die Hintergrundhelligkeit linear variiert.

2. Im Gegensatz zur intensitatsbasierten Segmentierung (Abschn. 16.2)
hingt die kantenbasierte Segmentierung nicht von der Intensitdt go
der Kante ab.

3. Kantenbasierte Segmentierung ergibt nur dann eine falsche Kanten-
position, wenn sich die Hintergrundhelligkeit nichtlinear mit der Po-
sition dndert. Dann ist der Fehler in der Kantenposition gegeben als
das Verhdltnis der Krimmung der Hintergrundhelligkeit zur maxi-
malen Krimmung der Punktantwort. Das bedeutet, dass der Fehler



16.4 Regionenorientierte Verfahren 455

wachst, je verschmierter die Kanten sind. Der Fehler ist auch um-
gekehrt proportional zu der Objekthelligkeit. Damit sind vor allem
Objekte mit schwachem Kontrast anfillig gegen systematische Fehler
in der Bestimmung der Kantenposition.

16.3.3 Kantenverfolgung

Kantenbasierte Segmentierung ist eine sequentielle Methode. Im Gegen-
satz zur punktorientierten und den meisten regionenorientierten Seg-
mentierungsverfahren kann sie nicht parallel an allen Bildpunkten gleich-
zeitig durchgefiihrt werden, sondern der nachste Schritt hangt von den
vorangegangenen Schritten ab. Dies lauft typischerweise folgenderma-
Ren ab: Ein Bild wird Zeile fiir Zeile nach Maxima des Betrags des Gra-
dienten abgetastet. Wird ein Maximum gefunden, versucht ein Kontur-
verfolgungsalgorithmus, dem Maximum des Gradienten um das Objekt
herum zu folgen, bis der Ausgangspunkt wieder erreicht ist. Dann wird
das nachste Maximum des Gradienten gesucht. Die kantenbasierte Seg-
mentierung beriicksichtigt wie das regionenorientierte Verfahren, dass
ein Objekt eine zusammenhédngende Region ist.

16.4 Regionenorientierte Verfahren

16.4.1 Grundlagen

Regionenorientierte Verfahren bringen einen neuen Aspekt in den Seg-
mentierungsprozess, der den punktorientierten fehlt. Bei diesen wird
ein Bildpunkt aufgrund seines Grauwertes dem Objekt zugeordnet, un-
abhdngig davon, was mit den Nachbarpixeln geschieht. Damit konnen,
losgeldst vom eigentlichen Objekt, einzelne isolierte Punkte oder kleine
Bereiche entstehen. Das entscheidende Merkmal eines Objekts ist aber,
dass es zusammenhéangend ist.

In diesem Abschnitt sollen nicht die Standardmethoden wie ,split
and merge*“ oder Regionenwachstumsverfahren diskutiert werden. Dazu
sei auf Rosenfeld und Kak [171] oder Jain [95] verwiesen. Wir befassen
uns hier mit einem Verfahren, das versucht, die zentralen Probleme der
Segmentierung zu losen.

Wenn wir bei der Segmentierung nicht vom Originalbild, sondern ei-
nem Merkmalsbild ausgehen, repriasentieren die Merkmale nicht einen
einzelnen Bildpunkt, sondern bereits eine kleine Nachbarschaft, deren
GroRe von der MaskengroRe des verwendeten Operators abhéingt. An
den Objektrandern jedoch, an denen die Maske Bildpunkte von Objekt
und Hintergrund einschlieRft, konnen in anderen Bereichen verwendete
Merkmale nicht berechnet werden. Korrekt wére ein Verfahren, mit dem
die MaskengroRe an den Objektrandern entweder auf die Punkte des Ob-
jekts oder des Hintergrundes beschrankt wird. Wie lasst sich dies jedoch
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erreichen, wenn wir Objekt und Hintergrund erst nach Berechnung der
Merkmale unterscheiden kénnen?

Dieses Problem ldsst sich nicht in einem Schritt 16sen, sondern nur
uber ein iteratives Verfahren, bei dem Merkmalsberechnung und Seg-
mentierung abwechselnd aufeinanderfolgen. Dies funktioniert im Prin-
zip so: Im ersten Schritt werden die Merkmale ohne Berticksichtigung
der Objektrander berechnet. Dann wird eine vorlaufige Segmentierung
durchgefiihrt. AnschlieRend werden die Merkmale unter Nutzung der
vorlaufigen Segmentierung erneut berechnet, indem die Maske der Nach-
barschaftsoperationen an den Objektrandern entweder auf Objekt- oder
Hintergrundpixel beschrankt wird, je nach Lage des zentralen Pixels in
der Maske. Merkmalsberechnung und Segmentierung werden wieder-
holt, bis das Verfahren gegen ein stabiles Ergebnis konvergiert.

16.4.2 Pyramid-Linking

Das von Burt [20] vorgeschlagene pyramid linking ist ein effektiver Algo-
rithmus der im vorigen Abschnitt beschriebenen Art. Wir erldutern ihn
an einem eindimensionalen Beispiel mit einer verrauschten Stufenkante
(Abb. 16.4). In diesem Fall ist das berechnete Merkmal einfach der mitt-
lere Grauwert. Der Algorithmus besteht aus den folgenden Schritten:

1. Berechnung der Gaufipyramide. Wie in Abb. 16.4a gezeigt, werden die
Grauwerte von vier benachbarten Pixeln gemittelt und ergeben einen
Bildpunkt auf der nachsthoheren Pyramidenebene. Dies entspricht
einer Glattungsoperation mit einem Rechteckfilter.

2. Segmentierung durch Pyramid-Linking. Da jeder Bildpunkt einen Bei-
trag zu zwei Bildpunkten auf der nachsthéheren Ebene leistet, ist nun
zu entscheiden, zu welchem er wahrscheinlich gehort. Die Entschei-
dung féllt einfach durch Vergleich der Grauwerte und Wahl des am
ndchsten liegenden. Diese Verkniipfung wird in Abb. 16.4b durch ei-
ne Kante, die die beiden Pixel verbindet, angezeigt. Das Verfahren
wird fir alle Ebenen der Pyramide durchgefiihrt. Im Ergebnis bilden
die Verbindungen zwischen den Pyramidenebenen eine neue Daten-
struktur. Ausgehend von der obersten Pyramidenebene, ist ein Bild-
punkt mit mehreren in der nichsttieferen Ebene verbunden. Solch
eine Datenstruktur wird in der Informatik als Baum bezeichnet. Die
Verbindungen sind die Kanten, die Datenpunkte, die die Grauwer-
te der Bildpunkte darstellen, die Knoten. Der Knoten in der obersten
Ebene wird als Wurzel des Baumes bezeichnet und die Endknoten, die
keine weiteren Verbindungen haben, als Bldtter. Ein Knoten, der mit
einem anderen in einer tieferen Ebene verbunden ist, wird Vaterkno-
ten genannt. Dementsprechend wird der Knoten in der niedrigeren
Ebene, der mit einem in einer hoheren Ebene verkniipft ist, Sohnkno-
ten genannt.
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Abbildung 16.4: Pyramid-Linking-Segmentierungsverfahren mit einer eindi-
mensionalen verrauschten Kante: a Berechnung der Gaufipyramide; b Verbin-
dung jedes Knotens mit einem Vaterknoten; ¢ erneute Berechnung der mittleren
Grauwerte; d Endergebnis nach mehreren Iterationen der Schritte b und c.
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>

Abbildung 16.5: Stark verrauschte Bilder a eines Panzers und c eines Blutkorper-
chens, segmentiert mit dem Pyramid-Linking-Algorithmus in b zwei und d drei
Regionen; nach Burt [20].

3. Mittelung miteinander verbundener Bildpunkte. In diesem Schritt wird
die Baumstruktur verwendet, um den mittleren Grauwert neu zu be-
rechnen, indem diesmal nur die verbundenen Bildpunkte berticksich-
tigt werden (Abb. 16.4¢). Der neue Grauwert jedes Vaterknotens wird
also aus dem Mittelwert aller seiner Sohnknoten berechnet. Dieses
Verfahren beginnt in der untersten Ebene und wird durch alle Ebe-
nen der Pyramide bis zur Wurzel fortgesetzt.

Die letzten beiden Schritte werden iterativ bis zu einem stabilen Er-
gebnis wiederholt (Abb. 16.4d). Eine Analyse des Verbindungsbaums
zeigt das Ergebnis der Segmentierungsprozedur. In Abb. 16.4d erkennen
wir zwei Teilbdume, die ihre Wurzeln in der dritten Ebene der Pyrami-
de haben. In der ndchstniedrigeren Ebene entspringen vier Teilbdume.
Die Grauwertunterschiede in dieser Ebene sind jedoch deutlich kleiner.
Wir konnen also schlieRen, dass die Grauwertstruktur in zwei Regionen
geteilt wird. Das Endergebnis der Segmentierung ergibt sich durch Uber-
tragung des Grauwertes an den Wurzeln der beiden Teilbaume auf die
mit ihnen verbundenen Knoten in der untersten Ebene. Diese Werte sind
in Abb. 16.4d in Klammern angegeben.

In Abb. 16.5 ist die Anwendung des Pyramid-Linking auf zweidimen-
sionale Bilder gezeigt. Beide Beispiele machen deutlich, dass selbst sehr
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verrauschte Bilder mit dieser Methode erfolgreich segmentiert werden
konnen.

Das Pyramid-Linking verbindet Segmentierung und die effiziente Be-
rechnung der Mittelwerte von Merkmalen mit Hilfe eines Baumes auf
einer Pyramide. Der Vorteil ist, dass die Anzahl der Segmentierungsebe-
nen nicht vorher bekannt sein muss, sondern sich automatisch aus der
Baumstruktur ergibt. Weitergehende Details zum Pyramid-Linking sind
bei Burt et al. [22] und Pietikdinen und Rosenfeld [151] zu finden.

16.5 Modellbasierte Segmentierung

16.5.1 Einleitung

Alle bisher besprochenen Segmentierungsverfahren verwenden lediglich
lokale Information. In Abschn. 1.6 (Abb. 1.16) ging es um die bemerkens-
werte Eigenschaft des menschlichen Auges, Objekte zu erkennen, selbst
wenn sie nicht vollstandig dargestellt sind. Es ist einleuchtend, dass In-
formationen, wie sie lokale Nachbarschaftsoperatoren liefern, fiir diese
Aufgabe nicht ausreichen. Notwendig ist spezifisches Wissen iiber die
geometrische Form der Objekte, welche mit der lokalen Information ver-
glichen werden muss.

Diese Gedanken fithren uns zur modellbasierten Segmentierung, die
angewandt werden kann, wenn die exakte Form der im Bild enthaltenen
Objekte bekannt ist. Wir betrachten hier nur den einfachen Fall von
geraden Objektkanten.

16.5.2 Parameterraum, Houghtransformation

Das Verfahren, das wir hier diskutieren, erkennt gerade Kanten, selbst
wenn sie durch Rauschen unterbrochen oder nur teilweise sichtbar sind.
Um das Verfahren zu erldutern, gehen wir zundchst einmal von einem
segmentierten Bild aus, welches gerade Kantenstiicke dieses Typs ent-
hélt. Aus der Tatsache, dass ein solcher Kantenpunkt auf einer Geraden
liegt, ergeben sich aussagekraftige Bedingungen, die verwendet werden
konnen, um die Lage der Kante zu bestimmen. Alle Punkte [x,, yn]T
einer Geraden miissen die folgende Bedingung erfiillen:

Yn = ap + A1Xn, (16.7)

wobei ag und a; Achsenabschnitt und Steigung der Geraden sind. Wir
konnen (16.7) auch als Bedingung fiir die Parameter ao und a; lesen:

a; = In _ ia(). (16.8)
Xn Xn
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Abbildung 16.6: Houghtransformation von Geraden: der Datenraum [x, y]T
(a) wird auf den Modellraum [ay, a1 ]T (b) abgebildet.

Dies ist wieder die Gleichung fiir eine Gerade in einem neuen Raum,
der von den Parametern ag und a; aufgespannt wird. In diesem Raum
hat die Gerade den Offset y,/x; und eine Steigung von —1/xy.

Mit nur einem Punkt auf einer Kante konnen wir a¢ und a; nicht
mehr langer frei wihlen, sondern die beiden Parameter miissen Glei-
chung (16.8) erfiillen.

Der von den Modellparametern ag und a; aufgespannte Raum wird
als Modellraum bezeichnet. Jeder Punkt reduziert den Modellraum auf
eine Gerade. Wir konnen also fiir jeden Punkt im Datenraum eine Gerade
im Modellraum zeichnen (Abb. 16.6). Liegen alle Punkte im Datenraum
auf einem geraden Kantenstiick, treffen sich alle zugehorigen Geraden
im Modellraum in dem Punkt, der die Parameter ao und a; des Kanten-
stiicks im Datenraum definiert. Da ein Liniensegment viele Punkte ent-
hilt, erhalten wir eine solide Abschdtzung der beiden Linienparameter.
Ein Geradenstiick im Datenraum wird auf diese Weise auf einen Punkt
im Modellraum abgebildet. Die Transformation aus dem Datenraum in
den Modellraum tiber eine Modellgleichung wird als Houghtransforma-
tion bezeichnet.

Fur praktische Anwendungen wird die Geradengleichung (16.7) nicht
verwendet, da die Steigung einer Geraden unendlich werden kann und
damit fir einen diskreten Modellraum unbrauchbar ist. Eine andere
Moglichkeit besteht darin, den Steigungswinkel der Geraden und den Ab-
stand der Geraden vom Ursprung des Koordinatensystems zu verwen-
den. Mit diesen beiden Parametern kénnen wir die Geradengleichung
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a

Abbildung 16.7: Orientierungsbasierte schnelle Houghtransformation: a und b
ungleichmdflig beleuchtete verrauschte Quadrate; ¢ und d Hough-Modellraum
mit der Entfernung d (horizontale Achse) und dem Winkel 0 (vertikale Achse) der
Geraden nach (16.9) fiir a bzw. b.

schreiben als
fix =d oder xcosf+ ysinf =d, (16.9)

wobei 71 ein normal zur Geraden stehender Vektor ist und € der Winkel
dieses Vektors zur x-Achse des Bildkoordinatensystems.

Der Nachteil der Houghtransformation fiir die Liniendetektion ist der
hohe Rechenaufwand. Fiir jeden Bildpunkt ist eine Gerade im Parame-
terraum zu berechnen, und jeder Punkt im Modellraum, durch den die
Gerade lauft, muss inkrementiert werden.
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16.5.3 Orientierungsbasierte schnelle Houghtransformation

Eine signifikante Beschleunigung der Houghtransformation lasst sich
durch Verwendung zusatzlicher Information aus den ersten Schritten
der Bildverarbeitung erreichen. Die Analyse der lokalen Nachbarschaf-
ten mit der Strukturtensormethode erlaubt nicht nur die Erkennung von
Kanten, sondern liefert auch die Steigung der Kanten. Deshalb haben
wir zwei Informationen fiir jeden Bildpunkt, falls er auf einer Kante liegt:
die Stelle, durch die die Kante geht, und ihre Orientierung. Damit ist ei-
ne Gerade vollstandig beschrieben. Entsprechend korrespondiert jeder
Punkt auf einer Geraden im Bildraum nicht mehr mit einer Geraden —
wie in Abschn. 16.5.2 diskutiert —, sondern mit einem einzigen Punkt
im Parameterraum. Durch die Eins-zu-eins-Korrespondenz wird die Be-
rechnung der Houghtransformation betrachtlich beschleunigt. Fiir jeden
Bildpunkt miissen wir einfach einen Punkt zum Parameterraum hinzu-
figen.

Die Anwendung der orientierungsbasierten Houghtransformation auf
eine schwierige Segmentierungsaufgabe ist in Abb. 16.7 zu sehen. Abbil-
dung 16.7a, b zeigt ungleichmifig beleuchtete verrauschte Bilder eines
Quadrates. Um dessen Kanten zu extrahieren, ist mit der orientierungs-
basierten Houghtransformation keine Segmentierung der Kanten erfor-
derlich. Wir miissen lediglich die Komponenten des Strukturtensors mit
den in Abschn. 13.3.6 beschriebenen Techniken ermitteln. Dann werden
fir jeden Bildpunkt 6 und d nach (16.9) berechnet. Als Wichtungsfak-
tor fiir den Beitrag eines Punktes zum Parameterraum verwenden wir
die Lange des Orientierungsvektors. Auf diese Weise werden die Punkte
entsprechend dem ZuverlassigkeitsmaR fiir die lokale Orientierung und
damit der Kantenstdrke in den Parameterraum eingetragen.

Im Hough-Parameterraum (Abb. 16.7c und d) tauchen vier Cluster
entsprechend den vier Seiten des Quadrats auf. Die Cluster erscheinen
in Paaren, da je zwei Seiten zueinander parallel liegen und sich nur durch
die Entfernung zum Bildzentrum unterscheiden. Beachtenswert ist, wie
gut die Technik selbst bei hohem Rauschpegel funktioniert.

16.6 Literaturhinweise zur Vertiefung*

Pitas [ , Kapitel 6] and Umbaugh [ , Abschn. 2.4] behandeln eine Reihe von
Algorithmen zur Segmentierung.
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17.1 Vereinigung lokaler Analyse mit globalem Wissen

Das in Abschn. 16.5 besprochene modellbasierte Segmentierungsverfah-
ren ist ein erster Schritt, globale Information bei der Erkennung von Ob-
jekten zu berticksichtigen. Es ist jedoch wenig flexibel, da eine exakte
Parametrisierung der zu detektierenden Objekte erforderlich ist. Fiir die
meisten realen Objekte ist es jedoch nicht méglich, solch ein explizites
Modell aufzustellen.

In diesem Kapitel diskutieren wir daher einen sehr allgemeinen An-
satz zur Verkniipfung lokaler mit globaler Information, der kein expli-
zites Modell des Objekts erfordert, sondern flexible Bedingungen zur
Berticksichtigung globaler Information verwendet. Die zugrundeliegen-
de Idee ist wie folgt: Auf der einen Seite sollte ein Modell den im Bild
enthaltenen Daten so weit wie moglich entsprechen. Diese Forderung
wird Ahnlichkeitsbedingung genannt. Auf der anderen Seite sollten die
modellierten Daten einige globale Bedingungen erfillen. Im einfachsten
Fall konnte dies eine Glattheitsbedingung sein.

Im allgemeinen wird es nicht moglich sein, exakte Losungen zu be-
kommen. Da reale Bilddaten immer ein gewisses MaR an Unsicherheit
enthalten, hat auch eine exakte Anpassung an die Daten keinen Sinn. Wir
erwarten vielmehr eine gewisse Abweichung der berechneten Modellwer-
te von den gemessenen Bilddaten, die wir mit der erwarteten Standard-
abweichung des Rauschens der Daten vergleichen konnen.

Daher kommen wir zu einem globalen Optimierungsproblem. Die bei-
den besprochenen Bedingungen miissen in geeigneter Weise miteinander
kombiniert werden, um eine Losung mit einem minimalen Fehler bei ei-
ner vorgegebenen Fehlernorm zu finden.

Dieser Ansatz kann auf eine Fiille von Bildverarbeitungsaufgaben an-
gewendet werden. Darunter sind so verschiedene Aufgaben wie

e Restaurierung von Bildern, die bei der Bildgewinnung Stérungen aus-
gesetzt wurden (Kapitel 7),

e Berechnung von Tiefenbildern aus Stereobildern oder irgendeinem
anderen auf Triangulation basierenden Sensor zur Tiefenbildgewin-
nung (Kapitel 8.2),

e Berechnung von Tiefenbildern mit Methoden wie Gestalt aus Schattie-
rung oder photometrischem Stereo (Kapitel 8.5),
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e Rekonstruktion von Bildern aus 3D-Bildaufnahmetechniken wie der
Tomographie (Abschn. 8.6), die keine direkten Bilder liefern,

¢ Berechnung von Bewegung oder Verschiebungsvektorfeldern aus Bild-
sequenzen (Kapitel 14),

o Aufteilung eines Bildes in Regionen (Segmentierung, Kapitel 16) und
e Berechnung von Objektgrenzen (aktive Konturen oder snakes).

Die meisten der berechneten Parameter sind skalare Felder. Manche
von ihnen, wie Bewegungsfelder oder Oberflachennormalen, sind jedoch
Vektorfelder. Daher werden wir die hier besprochenen Methoden auf
Vektorfelder ausdehnen.

Aber ehe wir damit beginnen, ist es sinnvoll, sich einige generelle
Gedanken tiber den Zweck und die Grenzen der Modellierung zu ma-
chen (Abschn. 17.2). Nachdem wir den generellen Ansatz der auf Variati-
onsmethoden basierenden Bildmodellierung in Abschn. 17.3 besprochen
haben, wenden wir uns in Abschn. 17.4 der wichtigen Frage zu, wie Dis-
kontinuitdten bei globalen Glattheitsbedingungen adaquat berticksich-
tigt werden koénnen. Der Variationsansatz fiihrt zu partiellen Differen-
tialgleichungen, die dquivalent zu Transportgleichungen mit Diffusions-
und Reaktionstermen sind. Daher wirft die Diskussion in Abschn. 17.5
ein anderes, interessantes Licht auf das Problem der Bildmodellierung.

Im zweiten Teil dieses Kapitels wenden wir uns diskreten Methoden
der Bildmodellierung zu und zeigen, dass sie als ein diskretes inverses
Problem verstanden werden kann (Abschn. 17.6). Elektrische Netzwerke
sind dafir ein illustratives Anwendungsbeispiel (Abschn. 17.7). In Ab-
schn. 17.8 zeigen wir schlieRlich am Beispiel der inversen Filterung, wie
inverse Probleme effektiv gelost werden kénnen.

17.2 Zweck und Grenzen von Modellen

Der Begriff Modell reflektiert die Tatsache, dass alle natiirlichen Phéano-
mene nur bis zu einer gewissen Grenze korrekt beschrieben werden
konnen. Eines der wichtigsten Prinzipien in allen naturwissenschaftli-
chen Disziplinen ist die Suche nach der einfachsten und allgemeinsten
Beschreibung eines Sachverhaltes, die die Beobachtungen mit der kleins-
ten moglichen Abweichung wiedergibt. Wenige grundlegende Gesetze
der Physik beschreiben auf diese Weise eine Vielfalt von Phdnomenen
quantitativ.

Im gleichen Sinne sind Modelle niitzliche und giiltige Naherungen fiir
Bildverarbeitungsaufgaben. Modelle miissen jedoch mit entsprechender
Vorsicht verwendet werden. Auch wenn die Daten perfekt mit den Mo-
dellannahmen tibereinzustimmen scheinen, gibt es keine Garantie, dass
die Modellannahmen korrekt sind.
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Abbildung 17.1: Demonstration eines systematischen Fehlers, der nicht aus dem
wahrgenommenen Bild abgeleitet werden kann. a und c Zeichnung des Objektes
und der Beleuchtungsbedingungen. b und d resultierende Grauwertprofile der
Abbildungen a bzw. c .

In Abb. 17.1 ist ein illustratives Beispiel gezeigt. Das Modell geht von
einem flachen, schwarzen Objekt aus, das vor einem weilen Hintergrund
liegt und gleichmiRig beleuchtet wird (Abb. 17.1a). Das Objekt kann
anhand der niedrigen Grauwerte im Bild klar erkannt werden, und die
Uberginge zwischen den hohen und den niedrigen Werten kennzeichnen
die Kanten des Objektes.

Hat jedoch das schwarze Objekt eine nicht zu vernachldssigende Di-
cke und wird die Szene durch paralleles, schridg einfallendes Licht be-
leuchtet (Abb. 17.1c), erhalten wir exakt den gleichen Profiltyp wie bei
den Annahmen in Abb. 17.1a. Wir sehen also im Bild keine Abweichun-
gen von den Modellannahmen. Tatsadchlich wird jedoch nur die rechte
Kante noch korrekt detektiert. Die linke Kante ist aufgrund des schat-
tierten Bereiches nach links verschoben. Dadurch erscheint das Objekt
zu grol.

Abb. 17.2 zeigt ein weiteres Beispiel. Ein schwarzes, flaches Objekt
fillt die Halfte des Bildes auf einem weifen Hintergrund. Das Histo-
gramm, das die Verteilung der Grauwerte darstellt, zeigt eine bimodale
Form mit zwei Spitzen gleicher Hohe. Daraus schliefen wir, dass im
Bild im wesentlichen nur zwei Grauwerte vorkommen, der untere gehort
zum schwarzen Objekt und der obere zum weilen Hintergrund, und je-
der fillt die Halfte des Bildes.

Das bedeutet jedoch nicht, dass jedes bimodale Histogramm von
einem Bild herriihrt, in dem ein schwarzes Objekt auf einem weilken
Hintergrund das halbe Bild ausfiillt. Viele andere Interpretationen sind
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Abbildung 17.2: Systematische Abweichung von einer Modellannahme (schwar-
zes Objekt, weifler Hintergrund), die nicht aus dem Bildhistogramm abgeleitet
werden kann.

moglich. So kann auch ein weiles Objekt auf einem schwarzen Hinter-
grund vorliegen. Das gleiche bimodale Histogramm ergibt sich ebenso
bei einem Bild, in dem Objekt und Hintergrund schwarzweill gestreift
sind. In diesem Fall wiirde eine Segmentierung, die alle Pixel unterhalb
eines bestimmten Grenzwerts als zum Objekt und die ibrigen zum Hin-
tergrund gehorig identifiziert, nicht das Objekt extrahieren, sondern die
schwarzen Streifen. Solch eine einfache Methode funktioniert nur, wenn
das Modell die Annahme erfiillt, dass Objekt und Hintergrund einfarbig
sind.

Diese beiden Beispiele zeigen, dass wir selbst in einfachen Fillen in
Situationen geraten kénnen, in denen die Modellannahmen zu stimmen
scheinen — wie sich aus bestimmten KenngroRen des Bildes, z.B. dem
Histogramm, ableiten ldsst —, tatsdchlich aber sind sie falsch. Wahrend
die falschen Modellannahmen in einfachen Fallen noch relativ leicht zu
erkennen sind, ist dies bei komplexeren Situationen und Modellen sehr
viel schwieriger, wenn nicht gar unmoglich.

17.3 Variationsbasierte Bildmodellierung?’

Wie in der Einleitung (Abschn. 17.1) diskutiert, benotigt ein mathema-
tisch solider Ansatz zur Bildmodellierung eine Modellfunktion oder Ziel-
funktion und ein Fehlerfunktional. Letzteres misst die restlichen Abwei-
chungen zwischen den gemessenen Daten und den berechneten Modell-
werten.

Bei der Bildsegmentierung wére eine stiickweise glatte Funktion f (x)
eine geeignete Zielfunktion. Die freien Parameter dieses Modells sind die
Grauwerte in den einzelnen Regionen und die Grenzkurven zwischen den
Regionen. Diese beiden Parameter sollten in solch einer Weise variiert
werden, dass die Abweichungen zwischen der Modellfunktion f(x) und
den Bilddaten g(x) minimal sind.
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Die globalen Vorgaben dieses Segmentierungsmodells sind trotz der
Allgemeinheit des Ansatzes noch recht starr. Es wiirde bei inhomoge-
ner Beleuchtung versagen. Glattheitsbedingungen sind ein allgemeine-
rer Ansatz. Sie besagen, dass wir nur langsame Anderungen der Werte
erwarten. Damit kdnnen wir auch Segmentierungsprobleme mit inho-
mogener Ausleuchtung losen. Allerdings miissen wir in der Lage sein,
Diskontinuitdten zu erkennen, um an diesen Stellen die Glattheitsbedin-
gung abzuschwachen.

Solche allgemeinen globalen Bedingungen lassen sich in sehr allge-
meiner Weise mit der Variationsrechnung formulieren und l6sen. Ehe
wir die Variationsrechnung auf die Bildmodellierung anwenden, ist es
sinnvoll, mit einem einfachen Beispiel aus der Physik zu beginnen.

17.3.1 Ein einfaches Beispiel aus der Physik

Die Variationsrechnung hat weite Verbreitung in den Naturwissenschaf-
ten gefunden. Sie ist besonders in der Physik zu Hause. Alle grundle-
genden Konzepte der theoretischen Physik konnen als Extremalprinzi-
pien beschrieben werden. Das wahrscheinlich am besten bekannte ist
das Hamiltonprinzip, aus dem die Lagrangegleichung der theoretischen
Mechanik resultiert [59].

Zur Illustration dieskutieren wir die Bewegung eines Massenpunktes.
Ohne externe Krafte bewegt er sich mit konstanter Geschwindigkeit. Je
hoher seine Masse ist, desto hohere Krafte sind notwendig, um seine
Geschwindigkeit zu dndern. Daher wirkt seine Masse gegen Geschwin-
digkeitsanderungen, wenn sich der Massenpunkt durch ein rdumlich und
zeitlich sich &nderndes Potentialfeld V (x, t) bewegt, das auf ihn die Kraft
F = Vyx(x,t) ausiibt. Das Hamiltonprinzip besagt, dass die Bewegung ei-
ner Kurve folgt, fiir die folgendes Integral extremal wird:

t2

J(%mx? - V(x,t)) dt. (17.1)
t

Die zeitliche Ableitung von x ist in (17.1) mit x; bezeichnet. Die Funk-
tion im Integral wird Lagrangefunktion L(x,x;,t) genannt. Die Lagran-
gefunktion hédngt tiber das Potential V(x,t) vom Ort x und der Zeit t
ab und iiber die kinetische Energie m x?/2 des Massenpunktes von der
zeitlichen Ableitung der Position, d. h. der Geschwindigkeit.

Die obige Integralgleichung wird mit der Euler-Lagrange-Gleichung

gelost:

oL d oL d
a_aa—m—O oder kurz L"_a

Mit Hilfe dieser Gleichung kann die Integralgleichung (17.1) fiir eine
vorgegebene Lagrangefunktion in eine Differentialgleichung umgeformt
werden.

Ly, =0. (17.2)

t
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Zur Illustration berechnen wir die Bewegung eines Massenpunktes in
dem harmonischen Potentialtopf V (x) = 1/2ex?. Die Lagrangefunktion
dieses Systems ist

Lx,x;,t) =T -V = %m(xt)2 - %exz. (17.3)
Die Ableitungen der Lagrangefunktion ergeben sich zu
oL oL d oL
s _ = = _—— = . 17.4
0x €% 0xt MXt gy 0x;t mXue ( )

Aus der Euler-Lagrange-Gleichung (17.2) erhalten wir die einfache Diffe-
rentialgleichung zweiter Ordnung

mxg +€x =0, (17.5)

die eine harmonische Schwingung des Massenpunktes in dem Potential-
topf mit der Kreisfrequenz w = +/€/m beschreibt.

17.3.2 Raumliche und raumzeitliche Variationsprobleme

Fir die Bildverarbeitung miissen wir Variationsprobleme fiir in Raum
und Zeit variierende Variablen formulieren. Der Pfad des Massenpunktes
x(t), eine Skalarfunktion, muss durch eine raumliche Funktion f(x) er-
setzt werden, d. h. durch eine Vektor-Skalar-Funktion einer mehrdimen-
sionalen Vektorvariablen. Bei Bildsequenzen ist eine der Komponenten
von x die Zeit .

Konsequenterweise hangt die Lagrangefunktion nun von der Vektor-
variablen x ab. Weiterhin ist sie nicht nur eine Funktion von f (x) und x,
sondern zusatzliche Variablen, die von raumlichen partiellen Ableitun-
gen von f abhangen, spielen eine Rolle. Sie sind notwendig, sobald wir
fordern, dass f an einem Punkt von f in der Nachbarschaft abhingen
soll. Zusammenfassend ergibt sich die folgende allgemeine Gleichung
fiir das Fehlerfunktional £(f) als ein Variationsintegral fir f zu

e(f) = JL (f,fxn,x> dx" — Minimum. (17.6)
o)

Das Integral wird iiber einen bestimmten Bereich des Raumes Q € RW
berechnet. Gleichung (17.6) enthalt bereits das Wissen, dass der Extrem-
wert ein Minimum ist. Dies ergibt sich aus der Tatsache, dass f an be-
stimmten Punkten mit zusatzlichen Bedingungen eine minimale Abwei-
chung von den gegebenen Funktionen zeigen sollte.

Die zugehorige Euler-Lagrange-Gleichung ist:

w
Ly— > x,Ly, =0. (17.7)
p=1
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Der Variationsansatz kann auch auf vektorielle Eigenschaften wie die
Geschwindigkeit bei Bildsequenzen ausgedehnt werden. Dann hangt die
Lagrangefunktion von der vektoriellen Eigenschaft f = [ f1, fo,..., fW]T,
den partiellen Ableitungen jeder Komponente f; der Eigenschaft in alle
Richtungen (f;)x, sowie explizit von der Koordinate x ab:

(f) = JL (f, (fi)xp,x) dx" — Minimum. (17.8)
)

Aus dieser Gleichung erhalten wir eine Euler-Lagrange-Gleichung fir
jede Komponente f; der vektoriellen Eigenschaft:

w
L, = >, 0x,Lis,, = O (17.9)
p=1

17.3.3 Ahnlichkeitsbedingungen

Der Ahnlichkeitsterm wird benutzt, um die Gleichheit zwischen dem mo-
dellierten und dem gemessenen Merkmal zu bestimmen. Im einfachsten
Fall, z.B. der Segmentierung, ist das gemessene Merkmal der Grauwert
selbst, und der Ahnlichkeitsterm S ergibt sich zu

S(f,x) =1f(x)-gx)ln. (17.10)

Diese Formulierung des Ahnlichkeitsterms in der Lagrangefunktion be-
deutet, dass die Abweichung zwischen dem modellierten Merkmal und
dem gemessenen Bild nach der L,,-Norm minimal sein sollte. Die am
haufigsten verwendete Norm ist die L>-Norm, aus der die bekannte Me-
thode der kleinsten Quadrate (least squares, LS) resultiert.

Zur Modellierung der aus den Bilddaten abgeleiteten Merkmale sind
komplexere Ahnlichkeitsterme erforderlich. Fiir eine lineare Restaurie-
rung gehen wir davon aus, dass das Originalbild f(x) durch eine Fal-
tungsoperation mit der Punktantwort h(x) verfalscht wurde (Ndheres
siehe Abschn. 17.8). Daher ergibt sich das gemessene Bild g(x) zu

g(x) = h(x) * f(x). (17.11)

Eine minimale Abweichung zwischen dem gemessenen und rekonstru-
ierten Bild ergibt sich durch den Ahnlichkeitsterm

S(f,x) = lh(x) * f(x) — g(x)n. (17.12)

Als letztes Beispiel betrachten wir die Ahnlichkeitsbedigung fiir die
Bewegungsbestimmung. In Abschn. 14.3.2 haben wir diskutiert, dass der
optische Fluss die Kontinuitatsgleichung (14.9) erfiillen sollte:

f(x,t)Vg(x,t) +ge(x,t) = 0. (17.13)
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Wir benutzten eine Optimierungsmethode, mit der die Abweichung von
der Kontinuitatsgleichung mit der Methode der kleinsten Quadrate mi-
nimiert wurde in (14.15). Mit der L,,-Norm ergibt sich folgender Ahnlich-
keitsterm:

S(f,x,t) =11f Vg + gtlln. (17.14)

Diese Gleichung besagt wiederum nichts anderes, als dass die Kontinui-
tatsgleichung fiir den optischen Fluss (14.9) moglichst gut erfiillt sein
sollte. Zu beachten ist, dass die Gleichheit nun auch explizit von der Zeit
abhangt, da das Minimierungsproblem von Bildern auf Orts/Zeit-Bilder
ausgedehnt wird.

Am Beispiel der Bewegungsbestimmung lernen wir, dass die Ahnlich-
keitsbedingungen allein bei einem Variationsansatz nicht viel nutzen.
Mit (17.14) hangt die Lagrangefunktion nur vom optischen Fluss f ab.
Um die Euler-Lagrange Gleichungen zu berechnen, miissen wir lediglich
die partiellen Ableitungen des Ahnlichkeitsterms (17.14) nach den Kom-
ponenten des optischen Flusses, 0L/2 fi, beriicksichtigen:

Ly, =2(fVg+4di)9x. (17.15)

Durch Einsetzen von (17.15) in (17.9) erhalten wir

(fVg+g:)gx=0 und (fVg+gi)gy=0 (17.16)

oder, als Vektorgleichung geschrieben,
(fVg+4gt) Vg =0. (17.17)

Diese Gleichungen bedeuten zunachst, dass der optische Fluss nicht be-
stimmt werden kann, wenn der raumliche Gradient von Vg ein Nullvek-
tor ist. Ansonsten ergibt sich nur die Bedingung, dass lokal die Konti-
nuitat des optischen Flusses erhalten sein muss, aber es bestehen kei-
nerlei Einschrankungen fiir die zeitliche oder raumliche Variation des
optischen Flusses. Dieses Beispiel demonstriert eindriicklich die Gren-
zen der lokalen Ahnlichkeitsbedingungen. Wirklicher Fortschritt kann
nur erreicht werden, wenn globale Bedingungen mit berticksichtigt wer-
den.

17.3.4 Globale Glattheitsbedingungen

Eine der grundlegenden globalen Regularisierer ist die Glattheit. Bei vie-
len Bildverarbeitungsproblemen ist es sinnvoll zu fordern, dass eine zu
modellierende GroRe sich nur langsam im Raum (und in der Zeit) dndert.
Dies ist z.B. bei einer Segmentierung der Fall. Ein Objekt ist durch die
Tatsache gekennzeichnet, dass es eine zusammenhdngende Region mit
konstanten oder nur langsam sich andernden Merkmalen ist. Ebenso
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ist die Tiefe einer Oberfliche oder das Geschwindigkeitsfeld eines sich
bewegenden Objektes zumindest in den meisten Punkten kontinuierlich.

Aus diesen Griinden suchen wir nun nach passenden Glattheitsbe-
dingungen, die wir zur Lagrangefunktion hinzufiigen, um neben einer
moglichst geringen Abweichung von den Daten auch eine raumlich glat-
te Losung zu erzwingen. Solch ein Term erfordert raumliche partielle
Ableitungen der modellierten Merkmale. Der einfachste Term, der nur
Ableitungen erster Ordnung enthalt, gilt fiir ein skalares Merkmal f in
einem 2D-Bild:

R (furfy) = o (F2+ f2) = 2|V SI2. (17.18)
Fiir ein vektorielles Merkmal f = [ f1, f»]7 ergibt sich

R(fefy) = (IVAIZ+IVLI). (17.19)

In diesem zusdatzlichen Term tauchen die partiellen Ableitungen als
quadrierte Summe auf. Das bedeutet, dass wir den Glattheitsterm mit
derselben Norm (L>-Norm, Summe der kleinsten Quadrate) auswerten
konnen wie den Ahnlichkeitsterm. AuRerdem sind in dieser Formel alle
partiellen Ableitungen gleich gewichtet. Der Faktor «? steht fiir das re-
lative Gewicht des Glattheitsterms im Vergleich zum Ahnlichkeitsterm.

Das komplette Fehlerfunktional fiir die Bewegungsbestimmung mit
Ahnlichkeits- und Glattheitsterm ergibt sich dann zu

L(fifxfy) = (FVg+g0)" + @ (IVAR+IVAE). 1720

Durch Einsetzen dieser Lagrangefunktion in die Euler-Lagrange Gleichung
(17.9) erhalten wir folgendes Differentialgleichungssystem:

(Vg f +ar) 9x - ((fl)xx + (fl)yy) = 0,

(17.21)
(Vg f +gt)gy _0‘2 ((fZ)xx + (f2)yy> = 0.
In einer Vektorgleichung zusammengefalit, ergibt sich

ag p

Vgf+=—|Vg- o Af =0. (17.22)
ot N

N Glattheitsterm

Ahnlichkeitsterm

Wie der optische Fluss aus dieser Formel resultiert, ldsst sich leicht ab-
leiten. Zundachst stellen wir uns vor, dass die Intensitit sich in einer
Richtung stark dndert. Der Ahnlichkeitsterm dominiert dann iiber den
Glattheitsterm, und die Geschwindigkeit wird entsprechend dem loka-
len optischen Fluss berechnet. Ist dagegen die Anderung der Intensitit
klein, dominiert der Glattheitsterm. Die lokale Geschwindigkeit wird so
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berechnet, dass sie soweit wie moglich der Geschwindigkeit in der Nach-
barschaft entspricht. Mit anderen Worten, die Flussvektoren werden aus
den sie umgebenden Flussvektoren interpoliert.

Dieser Prozess sei durch ein Extrembeispiel weiter veranschaulicht.
Betrachten wir ein helles Objekt mit konstanter Helligkeit, das sich vor ei-
nem dunklen Hintergrund bewegt. Der Ahnlichkeitsterm verschwindet
innerhalb des Objektes vollstindig, wahrend an den Kanten die senk-
recht zur ihnen stehende Geschwindigkeit aus nur diesem Term berech-
net werden kann. Dies ist in der Physik ein altes und wohlbekanntes
Problem: Wie berechnen wir die Potentialfunktion Af = 0 ohne Quel-
len und Senken bei gegebenen Randbedingungen an den Randern des
Objekts?

Die Gleichung Af = 0 ist die sogenannte Laplacegleichung. In Be-
reichen, fiir die der Ahnlichkeitsterm null ist, kénnen wir sofort auf die
Form der Losung schlieRen. Da die Ableitungen zweiter Ordnung null
sind, sind die raumlichen Ableitungen erster Ordnung konstant. Daraus
resultiert ein modelliertes Merkmal f, das sich linear im Raum andert.

17.3.5 Elastizitits-Modelle#

An dieser Stelle ist es sinnvoll, ein analoges physikalisches Problem zu betrach-
ten, das uns weiteren Einblick gibt, wie sich Ahnlichkeits- und Glattheitsterm
die Waage halten. In einem physikalischen Modell entsprechen diese beiden
Terme zwei Arten von Kraften.

Wir benutzen wieder das Beispiel der Bewegungsbhestimmung und denken uns
die Bilder als auf eine elastische Membran gemalt. Die Bewegung wird die Mem-
bran von Bild zu Bild verschieben. Speziell wird nicht uniforme Bewegung
die Membran leicht expandieren oder zusammenziehen. Der Ahnlichkeitsterm
wirkt wie eine dulere Kraft, die versucht, die Membran in Richtung des loka-
len Verschiebungsvektors (VV) zu verschieben. Die inneren elastischen Krafte
der Membran versuchen, diese Verschiebungen moglichst gleichmaRig tiber die
ganze Membran zu verteilen, und bewirken damit ein glattes Verschiebungsvek-
torfeld (VVF).

Betrachten wir zunachst die externen Krafte genauer. Es ist nicht sinnvoll, die
Verzerrungen an den Punkten, an denen wir den VV der geschatzten Verschie-
bung berechnen kénnen, starr vorzugeben. Vielmehr werden wir um so groRere
Abweichungen von der berechneten Verschiebung zulassen, je ungenauer sie
bestimmt werden kann. Physikalisch entspricht dies einem Federnpaar, des-
sen Federkonstante proportional zur Genauigkeit ist, mit der der VV bestimmt
werden kann. Der Nullpunkt des Federsystems entspricht dem berechneten
Verschiebungsvektor. Da die Membran zweidimensional ist, werden an jedem
Punkt zwei Federpaare bendtigt. Die Richtung der Federn wird nach der lokalen
Orientierung (Abschn. 13.3) ausgerichtet. An einer Kante kann nur die Verschie-
bung senkrecht zur Kante berechnet werden (Blendenproblem, Abschn. 14.2.2).
Folglich wird hier nur ein Federnpaar senkrecht zur Kante angebracht; die Ver-
schiebung parallel zur Kante ist frei.

Die externen Federkrafte wirken den inneren elastischen Kraften der Membran
entgegen, die versuchen, die unterschiedlichen Verschiebungen auszugleichen
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und die Verformung der Membran minimal zu halten. Unter diesem Blickwinkel
konnen wir die Euler-Lagrange-Gleichung fiir den optischen Fluss (17.22) nun
folgendermaRen verstehen:

(Vg f+g)Vg— o&*Af =0. (17.23)
e — —
Externe Kraft Interne Kraft

Dabei stellt o die Elastizititskonstante dar. Den duReren Kréften wird durch
die inneren die Waage gehalten. Bei den inneren Kraften tauchen die zweiten
partiellen Ableitungen des VVF auf, da ein konstanter Gradient des VVF keine
inneren Krifte erzeugt.

Samtliche Elastizitatseigenschaften der Membran sind in der Konstanten « zu-
sammengefalit. Einen tieferen Einblick in die innere Struktur der Membran er-
héalt man durch Betrachtung der Lagrangefunktion (17.22)

L(ffxyx) =02 (IVLL12+1VF212) + (Vg £+ ai)°. (17.24)
e S  —— ——

-V, Potential

—~
T, Deformationsenergie

Die Lagrangefunktion setzt sich aus dem Potential der duleren Kraft, die aus
der Kontinuitat des optischen Flusses resultiert, und der Deformationsenergie,
die in Bezug zu den inneren Kréften steht, zusammen. Diese Energie taucht hier
anstelle der kinetischen Energie im klassischen Beispiel der Lagrangefunktion
fiir einen Massenpunkt auf (Abschn. 17.3.1), weil das Minimalproblem nicht in
einem Zeit-, sondern in einem Flachenintegral formuliert ist.

Der Term mit der Deformationsenergie kann in mehrere Terme aufgeteilt wer-
den, die den verschiedenen Deformationsarten entsprechen:

T(fi) =5 | ((Fdet (y)" +
[ ——
Dilatation (1 7.25)
(Fox = Fy) + ((Fdy + Fx) + ((F)y = (D)
‘ Sch;;ung o Rot:tion ’

Daran sehen wir, dass die Elastizitatseigenschaften der Membran optimal der
Bewegungskinematik angepasst sind. Jede aufgrund der verschiedenen Modi
der 2D-Bewegung auf der Bildebene mogliche Deformation bekommt gleiches
Gewicht. Das VVF wird also so berechnet, dass seine Divergenz, Rotation und
Scherung gleichermalen minimal gehalten werden.

Physikalisch gesehen ist diese Membran nicht sinnvoll. Die Differentialglei-
chung fiir eine reale physikalische Membran sieht etwas anders aus [45]:

- QA+wV(Vu) — uAu =0. (17.26)

Die Elastizitét einer physikalischen Membran wird durch die beiden Konstanten
A und p beschrieben. A = —pu ist nicht moglich, so dass nur der im Vergleich
zur Modellmembran fiir das VVF zusatzliche Term mit V(Vu) bei einer phy-
sikalischen Membran nie verschwinden kann. Wenn es keine Querkontraktion
gibt, kann A allenfalls null sein.
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Bei dem Membranmodell ist nur die Auslenkung stetig, nicht aber deren ers-
te Ableitung. Diese Unstetigkeiten treten genau an den Punkten auf, an denen
die auBeren Krafte angreifen. Das sieht man direkt an (17.22). Eine lokal ange-
wandte externe Kraft entspricht einer §-Distribution im Ahnlichkeitsterm. Nach
Integration von (17.22) hat das VVF Unstetigkeiten in den Ableitungen erster
Ordnung.

Diese Uberlegungen stellen die bisher betrachteten Glattheitsbedingungen in
Frage, weil wir wissen, dass die Bewegung ebener Oberflachenelemente keine
Unstetigkeiten in der ersten Ableitung aufweist. Eine Glattheit der Ableitun-
gen erster Ordnung kann erzwungen werden, wenn wir Ableitungen zweiter
Ordnung in den Glattheitsterm (17.22) oder die Deformationsenergie (17.24)
einbeziehen. Physikalisch gesehen wird damit aus einer Membran eine diinne
elastische Platte, die nicht wie eine Membran geknickt werden kann.

17.4 Kontrollierte Glattheit

Nach Diskussion der grundlegenden Eigenschaften der Glattheitsbedin-
gungen wenden wir uns nun der Frage zu, wie wir rdumliche und zeit-
liche Unstetigkeiten mit dem Variationsansatz angemessen behandeln
konnen. Bei einem Segmentierungsproblem ist das modellierte Merkmal
an den Objektkanten unstetig. Das gleiche gilt fiir den optischen Fluss.
Die bisher formulierte Glattheitsbedingung erlaubt jedoch keine Diskon-
tinuitdten. Wir haben eine globale Glattheitsbedingung aufgestellt und
erhalten deswegen ein global glattes Merkmalsfeld auch dann, wenn die
Daten Diskontinuitidten haben. Wir miissen daher Methoden entwickeln,
diese in den Daten zu erkennen und bei der Modellierung adaquat zu
beriicksichtigen.

Wir werden zundchst die prinzipiellen Moglichkeiten zur Variation
des Minimalproblems innerhalb des gewdhlten Rahmens diskutieren. Da-
fiir schreiben wir die Integralgleichung (17.6) fiir das Minimalproblem
um, indem wir das Wissen tiber die Bedeutung der Lagrangefunktion
aus dem vorigen Abschnitt einsetzen:

J (S()  + R(fy,)) d"x — Minimum. (17.27)
[S—; ———
Ahnlichkeitsterm  Glattheitsterm

Um Diskontinuitdaten zu beriicksichtigen, sind zwei Vorgehensweisen
moglich:

1. Integrationsficiche. Die Integrationsflache ist eine der Moglichkeiten
zur Losung der Diskontinuitdaten im Merkmal f. Befinden sich inner-
halb der Integrationsflache Diskontinuitaten, resultieren fehlerhafte
Werte. Wir miissen also Algorithmen finden, welche die Kanten in f
erkennen und als Konsequenz die Integrationsflache auf die segmen-
tierten Bereiche beschranken. Dies ist offensichtlich ein schwieriges
iteratives Verfahren. Erstens fallen die Kanten im Bild selbst nicht
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notwendigerweise mit den Kanten des Merkmals f zusammen. Zwei-
tens liegt in vielen Fillen, inshesondere bei der Bewegungsanalyse
nur ein liickenhaftes Merkmalsfeld vor, so dass eine Segmentierung
in einzelne Regionen nicht moglich ist.

2. Glattheitsterm. Die Modifizierung des Glattheitsterms ist eine ande-
re Moglichkeit zur Losung des Diskontinuitatsproblems. An Punkten,
an denen eine Diskontinuitdt vermutet wird, kann die Glattheitsbe-
dingung aufgeweicht werden oder ganz verschwinden. Damit sind
Diskontinuititen erlaubt. Auch dies ist ein iterativer Algorithmus.
Der Glattheitsterm muss eine Steuerungsfunktion enthalten, die un-
ter bestimmten Bedingungen die Glattheitsbedingung abschaltet. Die-
se Eigenschaft wird kontrollierte Glattheit genannt [196].

Im folgenden diskutieren wir zuerst zwei Verfahren zur Modifizie-
rung der Integrationsflache. Die Modifikation des Glattheitsterms wird
im Detail in Abschn. 17.5 behandelt.

Integration entlang von geschlossenen Nulldurchgangen. Hildreth
[75] verwendet das laplacegefilterte Bild und limitiert alle weiteren Be-
rechnungen auf die Nulldurchgange, da diese Grauwertkanten darstellen
(Abschn. 12.2), d. h. die Merkmale, anhand deren wir die normal zur Kan-
te liegende Geschwindigkeitskomponente berechnen konnen. Der grofRe
Vorteil dieses Ansatzes ist, dass durch die Vorauswahl vielversprechen-
der Merkmale die erforderlichen Berechnungen betrachtlich reduziert
werden.

Durch Auswahl der Nulldurchgange wird die Glattheitsbedingung auf
eine bestimmte Konturlinie beschrankt. Dies erscheint hilfreich, da ein
Nulldurchgang wahrscheinlich ein Objekt umgrenzt oder innerhalb von
ihm liegt, jedoch nicht die Objektrdnder nach aulen verldasst. Dies ist
jedoch nicht notwendigerweise der Fall. Besteht ein Nulldurchgang in-
nerhalb eines Objektes, sollte die Geschwindigkeit entlang der Kontur
keine Diskontinuitdaten zeigen. Wahlen wir fiir die Glattheitsbedingung
eine Kontur anstelle einer Flache, dndert sich das Integral von einem
Flachen- zu einem Linienintegral entlang einer Kontur s:

f s - 0%+ @ [((007 + (2]} ds — Mimimum. — (17.28

71 ist ein Einheitsvektor normal zur Kante und f, die Geschwindigkeits-
normale zur Kante.

Die Ableitungen der Geschwindigkeit werden entlang der Konturlinie
berechnet. Die normal zur Kante liegende Komponente f, ergibt sich
unmittelbar aus dem Ahnlichkeitsterm, wiahrend der parallel zur Kante
liegende Geschwindigkeitsterm aus der Glattheitsbedingung entlang der
gesamten Kante abgeleitet werden muss.

Bei aller Eleganz dieses Verfahrens hat es auch einen schwerwiegen-
den Nachteil. Es ist nicht sicher, dass Nulldurchgdnge nur ein Objekt
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Abbildung 17.3: Zwei Bilder der Hamburger Taxiszene, die vom Fachbereich fiir
Informatik der Universitdt Hamburg aufgenommen wurde und seither eine der
bekanntesten Testsequenzen fiir die Bildfolgenanalyse geworden ist.

einschliefen. Wir konnen also nicht annehmen, dass das optische Fluss-
feld entlang den Nulldurchgéingen kontinuierlich ist. Da nur Kanten zur
Berechnung des optischen Flussfeldes verwendet werden, kann nur ei-
ne Komponente des Verschiebungsvektors lokal berechnet werden. Auf
diese Weise werden alle Merkmale, die entweder als Grauwertmaxima
oder Grauwertecken auftreten und eine eindeutige Bestimmung eines
Verschiebungsvektors erlauben, vernachléssigt.

Begrenzung der Integration auf segmentierte Regionen. Ein regio-
nenorienterter Ansatz lasst solche Punkte nicht aus, versucht aber den-
noch, die Glattheit innerhalb von Objekten zu beschranken. Wieder wer-
den Nulldurchgcdinge zur Aufteilung des Bildes in Regionen verwendet.
Die regionenbegrenzte Glattheit missachtet lediglich die Kontinuitats-
bedingung an den Regionengrenzen. Der einfachste Ansatz fiir diese
Bedingungsform ist die Begrenzung der Integrationsflachen auf die ver-
schiedenen Regionen und die separate Auswertung der Flachen.

Wie erwartet bewirkt eine auf Regionen begrenzte Glattheitsbedin-
gung Diskontinuitdten an den Grenzen (Abb. 17.4d) in klarem Kontrast
zu dem global geglatteten optischen Fluss in Abb. 17.4c. Wir konnen das
Taxi sofort an den Grenzen des optischen Flusses erkennen. Wir sehen
aber auch, dass das Auto in weitere Teilregionen mit unterschiedlichem
optischen Fluss aufgeteilt ist, wie dies an dem Taxischild auf dem Dach
und den Riick- und Seitenfenstern zu erkennen ist. Die kleinen Regionen
zeigen insbesondere einen optischen Fluss, der sich signifikant von dem
in groReren Regionen unterscheidet. Eine einfache regionenlimitierte
Glattheitsbedingung spiegelt also nicht die Tatsache wieder, dass inner-
halb von Objekten separierte Regionen existieren konnen. Der optische
Fluss kann uber diese Grenzen hinweg glatt sein.
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Abbildung 17.4: Bestimmung des optischen Flusses in der Taxiszene (Abb. 17.3)
mit der Methode der dynamischen Pyramide: a bis ¢ Drei Ebenen des optischen
Flussfeldes unter Verwendung einer globalen Glattheitsbedingung; d Endergebnis
des optischen Flusses unter Verwendung der regionenorientierten Glattheitsbe-
dingung. Freundlicherweise zur Verfiligung gestellt von M. Schmidt und J. Deng-
ler, Deutsches Krebsforschungszentrum, Heidelberg.

17.5 Diffusionsmodelle

In diesem Abschnitt betrachten wir die variationsbasierte Bildmodellie-
rung unter einem neuen Blickwinkel. Das quadratische Fehlerfunktional
fir die Bewegungsbestimmung (17.20)

<ng+ aa—‘g) Vg - o’Af =0 (17.29)

kann als die stationdre Losung eines Diffusions-Reaktions-Systems mit
homogener Diffusion betrachtet werden, wenn wir die Konstante «? als
die Diffusionskonstante D betrachten:

f, = DAf - <ng+ %—f) vg. (17.30)

In dieser Gleichung ist im Vergleich zur instationdren partiellen Diffe-
rentialgleichung fiir homogene Diffusion (siehe (5.9) in Abschn. 5.2.1) ein
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zusitzlicher Quellterm hinzugefiigt, der den Ahnlichkeitsterm darstellt.
Die Quellstarke ist proportional zu der Abweichung von der Kontinui-
tatsgleichung fiir den optischen Fluss. Daher modifiziert dieser Term
die Werte von f, damit sie die Kontinuitatsgleichung moéglichst gut ein-
halten.

Nach diesem einleitenden Beispiel konnen wir die Beziehung zwi-
schen dem Fehlerfunktional des Variationsansatzes und einem Diffu-
sions-Reaktions-System in allgemeiner Weise formulieren. Die Euler-
Lagrange-Gleichung

w
Z Ox, Ly, —Lf =0, (17.31)
die das Fehlerfunktional

e(f) = JL (f. frp ) dx¥ (17.32)
Q

fiir die skalare Orts/Zeit-Funktion f(x), x € Q minimiert, kann als Gleich-
gewichtslosung des Diffusions-Reaktions-Systems

w
fo= 2 0x,Lp, —Lyf (17.33)
p=1

betrachtet werden.

Im folgenden werden wir den Aspekt der Modellierung, den wir bis-
her noch nicht bertihrt haben, namlich die lokale Modifikation des Glatt-
heitsterms betrachten. In der Sprache der Diffusionsmodelle bedeutet
dies eine lokal variierende Diffusionskonstante im ersten Term auf der
rechten Seite von (17.33). Aus der obigen Diskussion wissen wir, dass
zu jedem Ansatz fir eine lokal variierende Diffusionskonstante ein ent-
sprechendes Fehlerfunktional fiir den Variationsansatz existiert.

Im Abschn. 5.2.1 haben wir den homogenen Diffusionsprozess be-
trachtet, der eine Multiskalenreprasentation eines Bildes, den linearen
Skalenraum, erzeugt. Wenn nun der Glattheitsterm abhédngig gemacht
wird von lokalen Eigenschaften des Bildes, wie z.B. einer Funktion des
Gradienten, dann fihrt der dazugehorige inhomogene Diffusionspro-
zess zu der Erzeugung eines nichtlinearen Skalenraums. Beziiglich der
Modellierung ist der interessante Punkt hier, dass eine Bildsegmentie-
rung erreicht werden kann, ohne einen Ahnlichkeitsterm zu benutzen.

17.5.1 Inhomogene Diffusion

Der einfachste Ansatz fiir einen raumlich variierenden Glattheitsterm,
der Diskontinuitaten berticksichtigt, ist, den Diffusionskoeffizienten an
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Kanten zu reduzieren. Damit wird die Diffusionskonstante abhangig von
der Kantenstarke, die durch den Betrag des Gradienten gegeben ist:

D(f) =D(IVfI?). (17.34)

Mit einer lokal variierenden Diffusionskonstanten erhalten wir das Dif-
fusions-Reaktions-System

fi=v (DUVFVS) - Ly. (17.35)

Es ware nicht korrekt, D(|V.f|2) Af zu schreiben, wie wir aus der Ablei-
tung der instationdren Diffusionsgleichung in Abschn. 5.2.1 sehen kon-
nen. Mit (17.35) ist der Glattheitsterm (Regularisierungsterm) R in der
Lagrangefunktion

R =R(VfI?), (17.36)

wobei sich die Diffusionskonstante als Ableitung der Funktion R ergibt:
D = R’. Davon koénnen wir uns durch Einsetzen von (17.36) in (17.31)
leicht Giberzeugen.

Perona und Malik [150] verwenden die folgende Abhangigkeit vom
Betrag des Gradienten:

AZ

D=Dy—=—5—=>,
01V fl2 + A2

(17.37)
wobei A ein einstellbarer Parameter ist. Bei kleinen Gradienten |V f| <« A
ndhert sich die Diffusionskonstante D, wiahrend sie bei groRen Gradi-
enten |V f| > A gegen null geht.

So einfach und direkt diese Idee erscheint, sie hat auch ihre Proble-
me. Je nach der Funktion, die wir fiir die Beziehung zwischen D und
|V f| ansetzen, kann der Diffusionsprozess instabil werden und zu einer
Aufsteilung der Kanten fithren. Eine sichere Moglichkeit zur Vermeidung
dieses Problems ist die, einen regularisierten Gradienten zu verwenden,
der aus einer geglatteten Version des Bildes berechnet wird [212]. Ein
moglicher Ansatz lautet

Cm
p=l-ow <‘<|V<Br *f><x>|/A)m> | (17:38)

Diese Gleichung besagt, dass die Diffusionskonstante bei kleinen Gra-
dientenbetrigen konstant ist. Uberschreitet der Betrag des Gradienten
jedoch einen gewissen Wert, fallt die Diffusionskonstante rasch auf null
ab. Je hoher der Exponent m ist, desto steiler ist der Ubergang. Mit
den von Weickert [ ] verwendeten Werten m = 4 und c4 = 3,31488
fallt der Diffusionskoeffizient von 1 bei |V f|/A = 1 auf etwa 0,15 bei
IVfI/A = 2 ab. Zu beachten ist, dass in (17.38) ein regularisierter Gra-
dient gewahlt wurde. Er wird nicht aus dem Bild f(x) direkt, sondern
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nach Glattung des Bildes mit der binomialen Glattungsmaske B? berech-
net. Ein sorgféltig implementierter regularisierter Gradientenoperator
(Abschn. 12.5) reicht aus, den inhomogenen Glattungsprozess zu sta-
bilisieren und das Aufsteilen von Kanten zu vermeiden, so dass keine
Vorglattung notwendig ist.

Eine einfache explizite Diskretisierung der inhomogenen Diffusion
benutzt die in Abschn. 12.5 diskutierten regularisierten Ableitungsope-
ratoren. Im ersten Schritt wird ein Gradientenbild mit dem Vektorope-

rator
D,
|: D, ] (17.39)

berechnet. Im zweiten Schritt wird das Gradientenbild mit einem Kon-
trollbild multipliziert, das die Diffusionskonstante nach (17.38) mit Dy =

1 berechnet:
R - Dy
Bl 4740

Das Kontrollbild R wird aus (17.38) berechnet. Es ist eins in konstanten
Regionen und fillt an Kanten auf kleine Werte ab. Im dritten Schritt wird
der Gradientenoperator ein zweites Mal angewendet:

, :| =Di1(R -D1) +D2(R - Dy). (17.41)

Weickert [ ] benutzt ein anspruchsvolleres implizites Losungssche-
ma. Dieses ist jedoch deutlich rechenaufwendiger und weniger isotrop
als das explizite Schema in (17.41), wenn es mit den in Abschn. 12.5.5
vorgestellten, sorgfaltig auf Isotropie optimierten Gradientenoperatoren
benutzt wird.

Eine noch einfachere, aber nur nidherungsweise Implementierung der
inhomogenen Diffusion benutzt binomiale Glattungsfilter (Abschn. 11.4)
und den Operator

T7+R-(B-1). (17.42)

Dabei stellt R den gleichen Kontrolloperator mit Werten zwischen 0 und
1 dar wie in (17.40).

Abb. 17.5 zeigt die Anwendung der inhomogenen Diffusion auf die
Segmentierung verrauschter Bilder. Das Testbild enthéalt ein Dreieck und
ein Rechteck. Eine normale Glattung kann das Rauschen signifikant un-
terdriicken, die Kanten werden jedoch unscharf (Abb. 17.5b). Bei der
inhomogenen Diffusion bleiben die Kanten scharf und wir erreichen den-
noch eine fast perfekte Segmentierung des Dreiecks und des Rechtecks
(Abb. 17.5¢). Der einzige Nachteil besteht darin, dass die Kanten selbst
verrauscht bleiben, da dort keinerlei Glattung angewandt wird.
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Abbildung 17.5: a Originalbild, geglittet tiber b lineare Diffusion, c inhomogene,
aber isotrope Diffusion und d anisotrope Diffusion. Aus Weickert [2]2].

17.5.2 Anisotrope Diffusion

Wie im letzten Beispiel gezeigt, hat die inhomogene Diffusion den ent-
scheidenden Nachteil, dass die Diffusion nicht iiber Kanten geht; diese
bleiben in allen Richtungen verrauscht. Kanten werden allerdings nur
durch eine senkrecht zu ihnen verlaufende Diffusion unscharf, nicht je-
doch, wenn die Diffusion parallel 1auft. In diesem Fall werden die Kanten
sogar stabilisiert.

Ein Verfahren, mit dem die Diffusion von der Kantenrichtung unab-
hangig wird, wird als anisotrope Diffusion bezeichnet. Mit diesem An-
satz lauft der Fluss nicht langer parallel zum Gradienten, so dass die
Diffusion nicht mehr durch eine skalare Diffusionskonstante beschrie-
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ben werden kann. Wir brauchen nun einen Diffusionstensor:

i~ pyfpo_| On Pe [fl] (17.43)
1= - D12 Dy Ja | .

Mit einem Diffusionstensor erhalten wir das Diffusions-Reaktions-
System

fi =V (DVFIfT)VF) - Ly, (17.44)

und der dazugehorige Glattheitsterm ist
R =SpurR (Vv f7) (17.45)

mitD = R’.

Am besten erschlieRen sich die Eigenschaften des Diffusionstensors,
wenn der symmetrische Tensor durch eine Rotation des Koordinaten-
systems in sein Hauptachsensystem gebracht wird. Dann reduziert sich

(17.43) auf
p Dy 0 fi } [ Difi ]
_ Lo P 17.46
I [ 0 Dj ] [ NE: D f> ( :

Nun ist die Diffusion in den beiden Achsenrichtungen entkoppelt.
Die beiden Koeffizienten auf der Diagonalen, D} und D5, sind die Ei-
genwerte des Diffusionstensors. In Analogie zur isotropen Diffusion
kann die allgemeine Losung der anisotropen Diffusion im Ortsraum mit

o, (t) = /2Djtund o3 (t) = ,/2D5t folgendermaRen geschrieben werden:

(x.1) = 1 x'? y’2 0
F = oo P\ 2010 ) F P 2oy ) ¥ S0
(17.47)

Die Gleichung besagt, dass die anisotrope Diffusion einer kaskadier-
ten Faltung mit zwei eindimensionalen Gaullschen Faltungsmasken mit
unterschiedlicher Standardabweichung, die in Richtung der Hauptach-
sen des Diffusionstensors ausgerichtet werden, dquivalent ist. Ist einer
der beiden Eigenwerte des Diffusionstensors signifikant groRer als der
andere, erfolgt die Diffusion nur in Richtung des zugehorigen Eigenvek-
tors. Die Grauwerte werden also nur in dieser Richtung geglattet. Die
raumliche Verschmierung ist — wie bei jedem Diffusionsprozess — pro-
portional zur Quadratwurzel der Diffusionskonstanten (5.13).

Unter Ausnutzung dieser Eigenschaft der anisotropen Diffusion ist es
einfach, einen Diffusionsprozess zu implementieren, der hauptsiachlich
entlang den Kanten glattet, nicht aber senkrecht dazu. Die Orientie-
rung der Kanten kann z.B. mit dem Strukturtensor berechnet werden
(Abschn. 13.3).
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Mit dem folgenden Ansatz wird nur Glattung iiber Kanten hinweg
verhindert [212]:

D! = 1-ex (— Cm )
b P (IV(BY % f)(x)]/A)m (17.48)
D, = 1.

Wie Scharr und Weickert [1 76] gezeigt haben, ist wie bei der inhomo-
genen Diffusion wiederum eine effektive und genaue Implementierung
mit regularisierten Ableitungsoperatoren erster Ordnung, die auf mini-
male Anisotropie optimiert wurden, moglich:

[-’thDz][ Ri1 R } [ D1 } _

Ri2 R D, (17.49)

D1(R11 - D1+ Rz - D) + D2(Riz - D1+ Raz - Dy).

mit

Rii Ri2 | cos¢ sing Dy 0 cos¢p -—sing

Ri2 Ro | | —sing cosg 0 D singp cos¢p |°
Rpq sind Kontrollbilder mit Werten zwischen 0 und 1, mit denen die
Diffusion parallel zu Kanten ausgerichtet wird.

Im Unterschied zur inhomogenen Diffusion werden bei der anisotro-
pen Diffusion die Kanten ebenfalls geglattet (Abb. 17.5d). Allerdings hat
die Glattung entlang der Kanten den Nachteil, dass die Ecken wie bei der

linearen Diffusion unscharf werden. Dies geschieht wiederum mit der
inhomogenen Diffusion nicht (Abb. 17.5¢).

17.6 Diskrete inverse Problemet

Im zweiten Teil dieses Kapitels wenden wir uns der diskreten Modellie-
rung zu. Diese kann natiirlich als direkte Diskretisierung der partiellen
Differentialgleichungen des Variationsansatzes abgeleitet werden. Ohne
es explizit zu sagen, haben wir dies in Abschn. 17.5 durch die iterativen
diskreten Schemata fiir inhomogene und anisotrope Diffusion bereits
getan.

Esist jedoch sinnvoller, die diskrete Modellierung unabhéngig zu ent-
wickeln, weil wir dann weitere Einblicke in die Modellierung erhalten.
Wir nehmen jetzt also nochmals einen anderen Standpunkt ein und be-
trachten die Modellierung als ein lineares diskretes inverses Problem. Als
Einfiihrung beginnen wir mit dem bekannten Problem der linearen Re-
gression und entwickeln von diesem Beispiel ausgehend die Theorie der
inversen Modellierung.
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Abbildung 17.6: Illustration der linearen Regression mit der Methode der kleins-
ten Quadrate.

17.6.1 Ein einfaches Beispiel: lineare Regression

Der Fit einer Geraden durch eine Menge experimenteller Daten x, y ist
ein einfaches Beispiel eines diskreten inversen Problems. Wie in Abb. 17.6
gezeigt, wird der Parameter y als Funktion der Variablen x gemessen. In
diesem Fall haben wir nur zwei Modellparameter, den Achsenabschnitt
ap und die Steigung a; der Geraden y = ag + a;x. Mit einem Satz von

Q Datenpunkten [xq, yq] erhalten wir das lineare Gleichungssystem

1 x; Y1
1 x» ¥2
o [ @0 } = 77, (17.50)
- ai :
I Xxq Ya
das wir mit
Mp=d (17.51)

abkiirzen konnen. Dabei wird die Q x 2-Matrix M als Design- oder Mo-
dellmatrix bezeichnet. Die Matrix bestimmt sowohl den Typ des Modells
(hier eine lineare Regression mit zwei Parametern) als auch die gewahl-
ten unabhdngigen Messpunkte x,;. Der Modell- oder Parametervektor
p enthélt die zu bestimmenden Parameter und der Datenvektor d die
gemessenen Daten x;.

Haben wir nur zwei unterschiedliche Punkte (x; # x»), erhalten wir
eine exakte Losung des linearen Gleichungssystems. Liegen mehr als
zwei Punkte vor, resultieren mehr Gleichungen als Unbekannte. Wir be-
zeichnen ein solches Gleichungssystem als tiberbestimmtes inverses Pro-
blem. In einem solchen Fall ist es nicht mehr moglich, eine exakte Losung
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zu erhalten. Wir konnen nur eine Schitzung der Modellparameter p.g
berechnen, bei der die Abweichung der tatsdchlichen Daten d von den
durch das Modell vorhergesagten Daten dyre = Mps minimal ist. Diese
Abweichung kann durch einen Fehlervektor e ausgedriickt werden:

17.6.2 Fehlernormen

Zur Minimierung des Fehlervektors ist ein geeignetes MaRk notwendig.
Dazu konnen wir Normen benutzen, die wir bereits bei den Vektorrau-
men mit innerem Produkt in Abschn. 2.3.1 verwendet haben. Allgemein
wird die L,,-Norm des Q-dimensionalen Vektors e folgendermalen defi-
niert:

Q 1/n
lelln = (2|eq|”> : (17.53)
q=1

Einen Sonderfall stellt die L.-Norm dar:

lello = max |eg|. (17.54)

Bekannter ist die L>-Norm; bezogen auf einen Fehlervektor, stellt sie
die Summe der quadratischen Abweichungen dar (Methode der kleinsten
Quadrate):

Q 1/2
”eHZ = (Z (dq - dpre,q)z) . (17.55)
q=1

Hohere Normen bewerten groRere Abweichungen mit einer starkeren
Wichtung. Die Statistik der Daten bestimmt, welche Norm die richtige
ist. Es lasst sich zeigen, dass dies fiir die Normalverteilung (GauBsche
Glockenkurve) die Lp-Norm ist [137].

17.6.3 Losung nach der Methode der kleinsten Quadrate

Das liberbestimmte lineare inverse Problem wird im Sinne einer minima-
len L,-Norm des Fehlervektors folgendermalien gelost:

Pew = (MTM) M7a. (17.56)
Diese Losung kann wie folgt plausibel gemacht werden:
MPp st = d M"
M'Mpe, = M'd (MTM) " (17.57)
Pest - (MTM)_l MTd

Eine Losung setzt voraus, dass die Inverse von M” M existiert.
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a b

Abbildung 17.7: Geometrie der Losung eines linearen Gleichungssystems mit
drei Unbekannten. a Gleichungssystem mit exakter Losung; b tiberbestimmtes
Gleichungssystem mit nichteindeutiger Losung.

17.6.4 Geometrische Betrachtung linearer Gleichungssysteme

Bevor wir Methoden zur Losung groler linearer Gleichungssysteme un-
tersuchen, ist es hilfreich, lineare Gleichungssysteme geometrisch zu
veranschaulichen. Die P Modellparameter p spannen einen P-dimen-
sionalen Vektorraum auf. Dieser kann als Raum aller moglichen Losun-
gen eines inversen Problems mit P Modellparametern betrachtet werden.
Nun fragen wir uns, was es bedeutet, wenn wir einen Punkt d; haben.
Nach (17.51) resultiert ein Punkt in einer linearen Gleichung, die alle Mo-
dellparameter beinhaltet:

P
> Mappy =d, oder mgp =d,. (17.58)
k=p’

Diese Gleichung kann als das Skalarprodukt einer Zeile g der Modell-
matrix m,; mit dem Modellvektor p betrachtet werden. Im Modellraum
stellt diese Gleichung eine (P — 1)-dimensionale Hyperebene aller Vek-
toren p mit einem Normalenvektor m,; und einer Entfernung d, vom
Ursprung des Modellraumes dar. Damit etabliert die lineare Gleichung
eine Eins-zu-eins-Beziehung zwischen einem Punkt im Datenraum und
einer (P — 1)-dimensionalen Hyperebene im Modellraum. Diese Abbil-
dung von Punkten in den Modellraum wird als Houghtransformation
(Abschn. 16.5.2) bezeichnet.

Abbildung 17.7a illustriert die Losung eines linearen Gleichungssys-
tems mit drei Unbekannten. Mit drei Gleichungen ergeben sich drei Ebe-
nen im Modellraum, die sich in einem Punkt schneiden, wenn die korres-
pondierende 3 x 3-Modellmatrix invertierbar ist. Selbst bei einem tiiber-
bestimmten Gleichungssytem muss die Losung nicht notwendigerweise
eindeutig sein. Abbildung 17.7b zeigt den Fall von fiinf Ebenen, die sich
alle in einer Geraden schneiden. Dann ist die Losung nicht eindeutig,
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sondern nur auf die Schnittgerade beschrankt. Falls diese Gerade ent-
lang einer Achse orientiert ist, kann der entsprechende Modellparameter
jeden beliebigen Wert annehmen. Die anderen beiden Parameter sind
dagegen festgelegt. Im Fall einer beliebig orientierten Schnittgeraden
sind die Dinge komplizierter. Dann sind die Parameterkombinationen
senkrecht zu der Geraden festgelegt, nicht aber die Parameterkombina-
tionen, die durch die Gerade beschrieben werden. Wenn wir zur Lésung
des linearen Gleichungssystems die Methode der Singularwertzerlegung
benutzen, konnen wir das Gleichungssystem auch unter solchen Bedin-
gungen losen und die bestimmbaren von den nicht bestimmbaren Para-
meterkombinationen trennen [60, ].

Ein tiberbestimmtes lineares Gleichungssystem, das keine eindeutige
Losung hat, ist keineswegs eine mathematische Kuriositdt. In der Bild-
verarbeitung ist es eher ein haufig auftretendes Problem. Wir haben es
bereits kennengelernt, z. B. beim Blendenproblem der Bewegungsbestim-
mung (Abschn. 14.3.2).

17.6.5 Herleitung der Methode der kleinsten Quadrate*

In diesem Abschnitt leiten wir die Losung des tiberbestimmten diskreten li-
nearen inversen Problems (17.51) her, die mit der L,-Norm den Fehlervektor e
(17.52) minimiert:

Q P P
el = > (dq - > mqnpp’) (dq - > mqn’lﬂn”)-
p’=1

a’=1 p'=1

Durch Ausmultiplizieren und Vertauschen der Summen erhalten wir:

P P Q
lell3 = Z Zl”n’ qun’mqn”
=1p’ =1 q=1
»p o ° Q (17.59)
- ZZPD’qun’dq + qudq
p'=1 q=1 q=1

\ )
~

B
Wir ermitteln ein Minimum fiir diesen Ausdruck, indem wir die partiellen Ab-
leitungen nach den zu optimierenden Parametern py berechnen. Nur die Aus-
driicke A und B in (17.59) hdngen von py ab:

oA ol 2
e Z Z. (5kv’pv” +5kv”pn’) qun’mqv”
p'=1p’ =1 =
P P Q
= D Py zmqv’mqn” + D Py D Mgy Mgy
p’ =1 q=1 p’'=1 q=1

P Q
= ZZ Z Map' Map",
p'=1 a=1
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0B

Q
— = 2> mgd,.
Pk 2. Makdyq

q=1
Daraus erhalten wir die gesamte Ableitung und setzen sie gleich null:

dlel3 & & 2
5 =2 Z Py qukmqpr -2 qukdq =0.
Pk p'=1 q=1 q=1

Um die Summen als Matrix-Matrix- und Matrix-Vektor-Multiplikationen auszu-
driicken, ersetzen wir die Matrix M an zwei Stellen durch ihre Transponierte
MT, so dass

p Q Q
z Py’ ZmI{qqu’ - Zm]];qdq =0,
p'=1 q=1 q=1
und erhalten schliefRlich die Matrixgleichung

M M p.=MT d. (17.60)
—— D
PxQQxP p PxQ Q

e —_ ——
PxpP P
| —
P

Diese Gleichung kann gelost werden, wenn die quadratische und symmetrische
P x P-Matrix MTM invertierbar ist. Dann gilt:

Pes = (M™M) M7 (17.61)

Die Matrix (MTM)'MT wird als die generalisierte Inverse M~9 von M bezeich-
net.

17.6.6 Fehler der Modellparameter

Ein iberbestimmtes lineares Gleichungssystem, das durch Minimierung
der L,-Norm gelost wurde, ermoglicht eine Fehleranalyse. Wir konnen
nicht nur die Abweichungen zwischen den modellierten und gemessenen
Daten studieren, sondern auch die Fehler des berechneten Modellpara-
metervektors p.g; abschatzen.

Die mittlere Abweichung zwischen den gemessenen und den durch
das Modell vorhergesagten Werten kann direkt mit der Norm des Feh-
lervektors in Verbindung gebracht werden. Der Schatzwert der Varianz
ergibt sich zu

1 1
2 _ 2 _
a-p=5"p
Um nicht eine Verfdlschung des Schiatzwerts der Varianz zu erhalten,

muss die Norm durch die Anzahl der Freiheitsgrade Q — P und nicht Q
dividiert werden.

|d — Mpogl3. (17.62)
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Nach (17.61) ist der berechnete Parametervektor p., eine Linearkom-
bination des Datenvektors d. Daher konnen wir das Fehlerfortpflan-
zungsgesetz (3.27) aus Abschn. 3.3.3 anwenden. Die Kovarianzmatrix
(Definition in (3.19)) des Parametervektors p.g ergibt sich mit (AB)T =
BTAT zu

COV(Pest) = (MTM)ilMT cov(d) M (MTM)fl. (17.63)

Falls die einzelnen Elemente des Datenvektors d miteinander unkor-
reliert sind und die gleiche Varianz o2 haben, d.h. cov(d) = o?I, ver-
einfacht sich (17.63) zu

cov(pe) = (MTM) " 02, (17.64)

In diesem Fall stellt die inverse Matrix (MT M)~ bis auf den Faktor o2 di-
rekt die Kovarianzmatrix des Parametervektors dar. Das bedeutet, dass
die Diagonalelemente die Varianzen der einzelnen Parameter enthalten.

17.6.7 Regularisierung

Bei den bisherigen Betrachtungen enthilt das Fehlerfunktional (17.55)
nur einen Ahnlichkeitsterm, aber keinen Regularisierungs- oder Glatt-
heitsterm. Fiir viele diskrete Probleme — wie z.B. die in Abschn. 17.6.1
diskutierte lineare Regression — hat ein solcher Term keinen Sinn. Wenn
die zu bestimmenden Parameter jedoch die Elemente einer Zeitserie oder
Punkte eines Bildes sind, dann werden solche Terme wichtig. Ein geeig-
neter Glattheitsparameter konnte dann die Norm der Zeitserie oder des
Bildes sein, die mit einem Ableitungsfilter gefaltet wurden:

Irllz = lh % pl3. (17.65)

In der Sprache der Matrixalgebra kann die Faltung durch eine Vektor-
Matrix-Multiplikation ausgedriickt werden:

i, = IHpl3. (17.66)

Wegen der Faltungsoperation hat die Matrix H eine besondere Form. Nur
die Koeffizienten um die Diagonale sind ungleich null und alle Werte in
Diagonalenrichtung sind gleich.

Als ein Beispiel betrachten wir den gleichen Glattheitsterm, den wir
beim Variationsansatz in Abschn. 17.3.4 benutzt haben, die erste Ablei-
tung. Diese kann z.B. durch eine Vorwartsdifferenz approximiert wer-
den, aus der sich die Matrix

-1 1 0 0 ... 0

(17.67)

T
Il
=
=
|
—_
—_
=
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Abbildung 17.8: Illustration der algebraischen Rekonstruktion aus Projektionen:
Ein Projektionsstrahl dy durchquert die Bildmatrix. Alle Pixel, die vom Strahl
getroffen werden, tragen zur Projektion bei.

ergibt.
Die Minimierung des kombinierten Fehlerfunktionals mit der L>-Norm
lellz = Ild — Mpl|5 +o? |Hpl5 (17.68)
Ahnlichkeit Glattheit

fihrt auf die folgende Losung [137]:
-1
Pes = (M'M + ®H'H)  M'd. (17.69)

Die Struktur der Losung ist der ohne Glattheitsterm in (17.56) dhnlich.
Dieser bewirkt lediglich in der zu invertierenden Matrix den Zusatzterm
o«’H'H.

Im néchsten Abschnitt lernen wir, wie ein Bild auf einen Vektor ab-
gebildet werden kann. Dann ist es moglich, diskrete inverse Probleme
auch auf Bilddaten anzuwenden.

17.6.8 Algebraische tomographische Rekonstruktion®

In diesem Abschnitt diskutieren wir ein komplexes Beispiel eines linea-
ren inversen Problems mit Bilddaten, die Rekonstruktion von Projek-
tionen (Abschn. 8.6). Um die inversen Methoden so, wie wir sie bisher
diskutiert haben, anwenden zu konnen, miissen Bilddaten auf Vektoren
abgebildet werden, die Bildvektoren. Diese Abbildung ist leicht durch-
zufiithren, indem die Bildpunkte der Bildmatrix Zeile fiir Zeile neu num-
meriert werden (Abb. 17.8). Auf diese Weise wird eine M x N-Bildmatrix
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in einen Spaltenvektor mit der Dimension P = M X N transformiert:

T
p = [ml,mz,...,mp,...,mp] . (17.70)

Jetzt denken wir uns einen Projektionsstrahl, der die Bildmatrix durch-
lauft (Abb. 17.8). Dann kénnen wir jedem Bildpunkt des Bildvektors
einen Wichtungsfaktor zuordnen, der den Beitrag des Bildpunktes zum
Projektionsstrahl darstellt. Diese Faktoren koénnen wir in einem anderen
P-dimensionalen Vektor g, kombinieren:

T
9dq = [gqvl,gq,z,...,gq,p,...,gQ,p] . (17.71)

Die Gesamtemission bzw. -absorption entlang dem g-ten Projektions-
strahl d, ergibt sich dann als Skalarprodukt der beiden Vektoren g,

und p:
P

dq = qu,vmrz =94P- (17.72)
p=1

Kreuzen Q Projektionsstrahlen die Bildmatrix, erhalten wir ein lineares
Gleichungssystem mit Q Gleichungen und P Unbekannten:

d =M p. (17.73)
—— o
Q QxP p

Der Datenvektor d enthélt alle gemessenen Projektionen und der Para-
metervektor p alle zu rekonstruierenden Pixel der Bildmatrix. Die Mo-
dellmatrix M beschreibt die Beziehung zwischen diesen beiden Vekto-
ren, indem sie angibt, wie die Projektionsstrahlen bei einer vorgegebe-
nen Anordnung die Bildmatrix durchqueren. Mit entsprechenden Wich-
tungsfaktoren kann direkt die begrenzte Auflésung des Detektors und
die GroRe der Strahlungsquelle berticksichtigt werden.

Die algebraische tomographische Rekonstruktion ist eine sehr allge-
meine und flexible Methode. Im Gegensatz zur gefilterten Riickprojek-
tion (Abschn. 8.6.3) ist sie nicht auf eine Parallelprojektion beschrankt.
Die Strahlen konnen die Bildmatrix in beliebiger Weise durchkreuzen
und im Prinzip sogar gekriimmt sein. Als zusdtzlichen Vorteil erhalten
wir eine Abschdtzung des Fehlers der Rekonstruktion.

Es ist jedoch zu bedenken, dass die algebraische Rekonstruktion die
Losung sehr groRer Gleichungssysteme erfordert. Der Modellvektor ent-
hélt Pixel eines Bildes. Selbst bei moderater Auflosung mit 256 x 256
Bildpunkten muss die Inverse einer 65536 x 65536-Matrix berechnet wer-
den. Diese Matrix enthélt 4 - 102 Punkte und kann direkt nicht mehr in
einem 32-Bit-Rechner gespeichert werden. Daher miissen spezielle Tech-
niken zur Losung solcher groRen Gleichungssysteme entwickelt werden.
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Abbildung 17.9: Einfaches diskretes Netzwerkmodell fiir eine glatte eindimen-
sionale Modellierung; nach Harris [69].

17.6.9 Weitere Beispiele inverser Probleme

Probleme dieser Art finden wir oft bei der Analyse experimenteller Daten
in den Naturwissenschaften. Ein Experimentator betrachtet ein diskretes
inverses Problem folgendermalen: Er fiihrt ein Experiment durch, des-
sen Messergebnisse er in einem Q-dimensionalen Datenvektor d kombi-
niert. Diese Daten sollen mit einem Modell des beobachteten Prozesses
verglichen werden. Die Parameter dieses Modells sind durch einen P-
dimensionalen Modellparametervektor p gegeben. Nun nehmen wir an,
dass die Beziehung zwischen dem Modell und dem Datenvektor linear
ist. Sie kann dann durch eine Modellmatrix M beschrieben werden, und
wir erhalten (17.73).

In der Bildverarbeitung sind inverse Probleme ebenfalls weit verbrei-
tet. Sie beinhalten nicht nur die Liste von Aufgaben, die zu Beginn dieses
Kapitels vorgestellt wurden (Abschn. 17.1), sondern auch Optimierungs-
probleme im Filterentwurf. In diesem Buch werden optimierte Filter fiir
die Interpolation (Abschn. 10.6.6) und Kantendetektion (Abschn. 12.3.5
und 12.5.5) behandelt.

17.7 Netzwerkmodelle*

In diesem Abschnitt diskutieren wir die aus der Elektrotechnik stammenden
Netzwerkmodelle. Thr Vorteil ist, dass sie unmittelbar ein diskretes Modell dar-
stellen, das direkt auf Bilddaten iibertragen werden kann. Die Darstellung in
diesem Abschnitt folgt weitgehend den Arbeiten von Harris [68, 69]. Das Stu-
dium von Netzwerkmodellen ist aktuell geworden, seit Netzwerkstrukturen di-
rekt auf Parallelrechnersystemen, wie z.B. der Connection Machine des Massa-
chusetts Institute of Technology (MIT) [69], oder auf hochintegrierten analogen
Schaltungen (VLSI) [ ] abgebildet werden kénnen.

17.7.1 Eindimensionale Netzwerke#

Wir betrachten zuerst den einfacheren eindimensionalen Fall. Die Verschiebung
entspricht einem elektrischen Potential U in einem elektrischen Widerstands-
netzwerk, in dem alle Knotenpunkte durch einen Widerstand miteinander ver-
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bunden sind (Abb. 17.9). Durch diese Verbindungen wird eine Kontinuitit des
Potentials erzwungen. An jedem Punkt kénnen wir ein Potential vorgeben, in-
dem wir an dem entsprechenden Bildpunkt ein externes Potential anlegen. Wird
nur an einem einzigen Punkt im Netzwerk das Potential vorgegeben, so erhalt
das ganze Netzwerk dieses Potential. Legen wir an einem zweiten Punkt des
Netzwerks ein anderes Potential an, so ergibt sich eine lineare Potentialande-
rung zwischen den beiden Punkten. Die Verkniipfung mit Widerstanden besorgt
die Glattheit, wihrend die Potentialvorgabe die Ahnlichkeit erzwingt.

Mehrere Arten von Randbedingungen sind moglich: Man kann den Rand der Wi-
derstandskette auf ein Potential setzen und damit einen festen Wert am Rand
vorgeben (Randbedingung nullter Ordnung). Eine andere Moglichkeit ist, keine
Verbindung am Rand vorzugeben. Dies entspricht dem Nullsetzen der raumli-
chen Ableitung erster Ordnung. Dann wird das Potential von der nachstliegen-
den Potentialeingabe bestimmt.

Ahnlich, wie beim Elastizititsmodell (Abschn. 17.3.5) die Verschiebung entspre-
chend der Ahnlichkeitsbedingung nicht starr, sondern iiber Federn vorgegeben
wird, ist es im Netzwerkmodell sinnvoll, das Potential Uy, nicht direkt an den
Knotenpunkten n, sondern iiber einen Widerstand S,, auf das Netzwerk zu ge-
ben (Abb. 17.9). Dieser Widerstand wird um so groBer gewdhlt, je unsicherer
der Ahnlichkeitsterm, d.h. das Vorgabepotential, an der entsprechenden Stelle
ist.

Die Differenzengleichung fiir das Netzwerkmodell ergibt sich aus der Kirchhoff-
schen Stromsummenregel, dass an jedem Knoten des Netzwerks die Summe
aller zu- und abflieRenden Strome null sein muss. Mit den Definitionen aus
Abb. 17.9 ergibt sich fiir den Knotenpunkt n des Netzwerks

Un - UOn + Un - Un—l + Un - Un+1
Sn R R
Die beiden rechten Briiche bilden zusammen den diskreten Ableitungsoperator

zweiter Ordnung D2 (siehe Abschn. 12.4.2), so dass wir (17.74) folgendermaRen
schreiben kénnen:

=0. (17.74)

1 102U

E(U_UO)_ETX2 =0. (17.75)
Diese Gleichung ist die eindimensionale diskrete Form der kontinuierlichen Glei-
chung (17.22), die wir zum besseren Vergleich fiir den eindimensionalen Fall

wiederholen:

0x?

Nun kénnen wir die Analogie zwischen den VV und dem Netzwerkmodell quan-
tifizieren. Der Vorgabe des Potentials Uy entspricht die Berechnung der lokalen
Geschwindigkeit mit —(9;g)/(0xg). Der Ahnlichkeitsterm wird statt mit (0xg)?
mit dem Leitwert 1/S und der Glattheitsterm statt mit «? mit dem Leitwert 1/R
gewichtet.

2
(0x9)? (f + %) - (xzﬂ =0. (17.76)

17.7.2 Verallgemeinerte Netzwerke*

Nun wenden wir uns der Frage zu, wie eine Kontinuitat der ersten Ableitung in
das Netzwerkmodell integriert werden kann. Harris [68] benutzt dazu ein ak-
tives Subtraktionsmodul, das die Differenz aus zwei Signalen bildet. Alle drei
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Abbildung 17.10: Einfaches diskretes Netzwerkmodell fiir die Modellierung eines
skalaren Merkmals mit glatter erster Ableitung; nach Harris [69].

Abbildung 17.11: Einfaches diskretes Netzwerkmodell fiir ein eindimensionales
VVF, bei dem Ableitungen héherer Ordnung glatt sind; nach Harris [69)].

Anschliisse sind sowohl Ein- als auch Ausgédnge. Das Potential an jeweils einem
Ausgang stellt sich entsprechend des Potentials an zwei beliebigen anderen Ein-
gdngen ein.

Zur Realisierung eines solchen Subtraktionsmoduls bedarf es aktiver elektro-
nischer Bauelemente. Abbildung 17.10 zeigt die Integration dieses Subtrakti-
onsmoduls in ein Netzwerk. Es berechnet die Potentialdifferenz zwischen zwei
Nachbarknoten. Diese Differenz wird dann — statt des Potentials selbst — auf
das Widerstandsnetzwerk gegeben. Dadurch erhalten wir ein Netzwerk, bei
dem die ersten Ableitungen kontinuierlich bleiben. Es bedarf keiner Phantasie,
dieses Modell so zu erweitern, dass die Kontinuitdt von Ableitungen beliebiger
Ordnung gegeben ist. Dazu miissen lediglich mehrere Ebenen mit Subtraktions-
modulen iibereinander geschaltet werden (Abb. 17.11).

17.7.3 Netzwerke mit Diskontinuititen*

Verschiebungsvektorfelder zeigen an den Kanten sich bewegender Objekte Dis-
kontinuititen. Das Netzwerkmodell ermoglicht es, Diskontinuitdten in einfa-
cher Weise zu integrieren. Im Netzwerkmodell mit der Stetigkeitsforderung
nur an das VVF selbst (Abb. 17.9) muss einfach an einer Unstetigkeitsstelle der
Widerstand weggelassen oder gentigend groR gemacht werden. Dann ist zwi-
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Abbildung 17.12: Verallgemeinertes eindimensionales Netzwerk mit einer Dis-
kontinuitdt im VVF und einer in der ersten Ableitung des VVF, wie markiert.

schen den entsprechenden Knoten im Netzwerk ein Potentialsprung moglich.
Im Sinne einer kontrollierten Glattheit (Abschn. 17.4) konnen wir uns auch ein
nichtlineares Modell mit spannungsabhédngigen Widerstianden vorstellen. Dis-
kontinuitaten sind an den Stellen des VVF zu vermuten, an denen sich steile
Gradienten befinden. Wachst der Verbindungswiderstand mit der Spannung,
so haben wir einen Mechanismus, mit dem wir implizierte Diskontinuitiaten er-
zeugen konnen. Diese wenigen Uberlegungen machen deutlich, wie flexibel und
anschaulich Netzwerkmodelle sind.

Im verallgemeinerten Netzwerkmodell ist die Integration von Diskontinuitdten
etwas komplexer. Hier kann in jeder Stufe des Netzwerks eine Diskontinui-
tat eingebracht werden, also bei den VVF selbst oder bei jeder Ableitungsstu-
fe, indem man einen Widerstand in der entsprechenden Ebene entfernt. Aller-
dings kann man nicht den betreffenden Widerstand allein auftrennen, sondern
muss alle Widerstande von tieferliegenden Knoten, die zur Diskontinuitatsstel-
le fithren, ebenfalls entfernen (Abb. 17.12). Andernfalls bleibt die Kontinuitat
in den hoheren Ableitungen bestehen und bewirkt eine Kontinuitat auch in den
niederen Ableitungen.

17.7.4 Zweidimensionale Netzwerke#

Das Netzwerkmodell kann auch auf héherdimensionale Probleme iibertragen
werden. Fir ein zweidimensionales Modell mit Kontinuitdt erster Ordnung
bauen wir ein zweidimensionales Netzwerk von Widerstdnden. Komplexer ist
der Aufbau von verallgemeinerten zweidimensionalen Netzwerken mit Konti-
nuitdatsbedingungen hoherer Ordnung. In jeder Stufe hat man nun die Konti-
nuitdat von mehreren partiellen Ableitungen zu berticksichtigen. Fiir die erste
raumliche Ableitung gibt es zwei partielle Ableitungen, eine horizontale und
eine vertikale. Fiir jede dieser Richtungen wird eine eigene Ebene mit Subtrakti-
onsmodulen aufgebaut wie in Abb. 17.10, damit die Glattheitsbedingung erfiillt
wird. Wegen weiterer Einzelheiten sei der Leser auf die Originalliteratur verwie-
sen [69].
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Abbildung 17.13: Eindimensionales Netzwerk mit Kondensatoren zur Simulati-
on iterativer Losungen.

17.7.5 Mehrgitter-Netzwerke*

Eines der wichtigsten praktischen Probleme der grofen Gleichungssysteme, die
wir hier besprechen, ist es, schnelle iterative Losungsverfahren zu finden. Die-
sen Aspekt konnen wir auch mit Netzwerken modellieren. Durch die Iteration
kommt eine Zeitkonstante ins Spiel, die auf einfache Weise durch einen zusatz-
lichen Kondensator an jedem Knotenpunkt simuliert werden kann (Abb. 17.13).
Das statische Verhalten des Netzwerks und damit die Losung des Gleichungs-
sytems wird durch den Einbau der Kondensatoren nicht verandert.

Der typische Ausgangspunkt der Iteration ist, dass die VV nur an vereinzel-
ten Stellen mit starken Grauwertkanten bekannt sind. Die Frage ist, wie viele
Iterationen wir brauchen, bis diese Information an weit entfernte Punkte, von
denen wir keine Verschiebungsinformation haben, weitergetragen wird. Zur
Beantwortung dieser Frage leiten wir die Differenzengleichung der Widerstand-
Kondensator-Kette her (Abb. 17.13). Sie ergibt sich wiederum aus dem Kirch-
hoffschen Stromsummengesetz. Zuséatzlich miissen wir nur wissen, dass der
Strom, der in einen Kondensator flieRt, proportional zu dessen Kapazitit C
und der zeitlichen Ableitung der Spannung oU /0t ist. Damit ergibt sich

Un—l — Un + Un+1 — Un aUn

R R 7C? =0 (17.77)

oder ou, (Ax)? 0°U
n X n

3t = RC ox?- (17.78)
Dabei ist in der zweiten Gleichung Ax der raumliche Abstand zwischen benach-
barten Punkten der Kette, damit eine raumliche Ableitung formuliert werden
kann. T = RC ist die Zeitkonstante eines einzelnen Widerstand-Kondensator-
Kreises. Gleichung (17.78) ist die eindimensionale Formulierung einer sehr be-
kannten und quer durch viele Gebiete der Naturwissenschaften angewandten
Gleichung, der eindimensionalen Transport- oder Diffusionsgleichung, die wir
schon ausfiihrlich in den Abschn. 5.2.1 und 17.5 beschrieben haben. Ohne
(17.78) explizit zu 16sen, konnen wir die Frage nach der Zeitkonstanten beant-
worten, die zum Transport der Information um eine gewisse Strecke erforder-
lich ist. Wir gehen von einem raumlich periodisch variierenden Potential mit
der Wellenldnge A aus, dessen Amplitude exponentiell mit einer von der Wel-
lenldnge A abhingigen Zeitkonstanten 1) abnimmt (vergl. Abschn. 5.2.1):

U(x) = Uyp(x) exp(—t/T) exp(ikx). (17.79)
Setzen wir diesen Ansatz in (17.78) ein, dann erhalten wir
™ T - T (17.80)

T (Ax k)2 4m2(Ax)2
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Damit haben wir die wesentliche Antwort auf die Frage der Konvergenz der Ite-
ration gewonnen: Die Konvergenzzeit wachst quadratisch mit der Wellenldnge
der Struktur, die wir glatten wollen. Es dauert also viermal so lange, doppelt
so weit entfernte Werte ins Gleichgewicht zu bringen. Nehmen wir einmal will-
kiirlich an, dass ein Iterationsschritt notwendig ist, um benachbarte Knoten ins
Gleichgewicht zu bringen. Dann brauchen wir fiir Knoten, die 10 Bildpunkte
voneinander entfernt sind, 100 Iterationsschritte. Bei nur wenigen bekannten
Werten ist also die Konvergenz des Verfahrens viel zu langsam.

Abhilfe ist mit Mehrgitterverfahren moglich, die wir in Kapitel 5 diskutiert ha-
ben. Sie sind ein effizientes Hilfsmittel zur Beschleunigung der Konvergenz der
Iteration. Man beginnt die Iteration des Gleichungssystems auf einer groben
Stufe. Dann liegen die berechneten Werte eng beieinander. Bei einer Pyramide
mit nur sechs Ebenen schrumpfen die Entfernungen auf 1/32. Wir kénnen also
die groRen Strukturen der Losung mit einer Konvergenzrate berechnen, die um
den Faktor 1000 schneller ist als auf dem Originalbild. Auf dieser Stufe erfassen
wir nicht die kleinskaligen Variationen. Wir kénnen aber die grobe Losung als
Ausgangspunkt fiir weitere Iterationen auf der nachstfeineren Auflosungsstufe
nehmen.

Auf diese Weise konnen wir die Losung von Ebene zu Ebene verfeinern und
erhalten auf der untersten Ebene der Pyramide eine Loésung mit der vollen Auf-
l6sung. Die Berechnungen in den hoheren Ebenen der Pyramide kosten nicht
viel Rechenzeit, da die Anzahl der Pixel in allen Ebenen der Pyramide zusammen
nur um 1/3 hoher ist als in der untersten Ebene. Die Berechnung eines VVF der
Taxiszene (Abb. 17.3) mit dieser Methode ist in Abb. 17.4 gezeigt.

17.8 Inverse Filterung

In diesem Abschnitt untersuchen wir eine spezielle Klasse von inver-
sen Problemen und zeigen, wie man sehr groRe inverse Probleme durch
schnelle iterative Verfahren 16sen kann.

17.8.1 Bildrestaurierung

Systeme zur Bilderzeugung sind wegen der physikalischen Grenzen op-
tischer Systeme nicht perfekt. Daher sind Bilder nie mit ihrem Original
identisch und insbesondere von begrenzter Auflosung. Fiir viele tech-
nische und wissenschaftliche Anwendungen ist es aber von entschei-
dender Bedeutung, die Auflésung zu verbessern. Wenn optische Mit-
tel nicht mehr ausreichen, konnen die Methoden der Bildverarbeitung
weiterbringen. Zu den Ursachen fiir eine Verminderung der Bildquali-
tat zdhlen Fehlbedienungen oder Konstruktionsfehler von Abbildungs-
systemen. Dazu gehoren Unschirfen durch fehlerhafte Fokussierung,
durch Bewegung von Objekten oder der Kamera, durch ein mechanisch
instabiles optisches System oder durch Fehler in der Konstruktion op-
tischer Systeme. Solche Fehler sind haufiger, als man glaubt. Ein be-
rihmtes jlingeres Beispiel ist der Defekt in der Optik des Weltraumte-
leskops Hubble. Ein Fehler in den Testprozeduren fir die Vermessung
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des Hauptspiegels fiihrte zu einer signifikanten Restaberration des Te-
leskops. Die Korrektur bekannter und unbekannter Bildstérungen wird
Restaurierung genannt.

Es stellt sich die Frage, ob Stéorungen umkehrbar sind, und wenn ja,
in welchem AusmaR. Klar ist, dass Information, die in einem gestorten
Bild nicht mehr enthalten ist, auch nicht mehr wiederhergestellt werden
kann. Um diesen Punkt zu verdeutlichen, nehmen wir den Extremfall an,
dass nur der mittlere Grauwert eines Bildes erhalten geblieben ist. Dann
haben wir keine Moglichkeit, den Bildgehalt zu rekonstruieren. Anderer-
seits enthalten Bilder eine Menge redundanter Information, so dass wir
hoffen konnen, dass eine Bildstorung wichtige Information nur teilweise
zerstort, auch wenn wir sie nicht mehr direkt ,sehen” konnen.

Im Abschn. 7.6 und 9.2.1 haben wir gesehen, dass sich ein optisches
System einschlieRlich der Digitalisierung als ein lineares verschiebungs-
invariantes System darstellt und sich deshalb gut durch eine Punktant-
wort und eine Transferfunktion beschreiben lasst.

Die erste Aufgabe wird es sein, die Storung des Bildes so genau wie
moglich zu beschreiben. Dies ist moglich entweder durch eine theore-
tische Analyse des Bildaufnahmesystems oder experimentell durch die
Benutzung geeigneter Testbilder. Wenn dies nicht méglich ist, bleibt das
gestorte Bild die einzige Informationsquelle.

17.8.2 Bildstorungen

Durch die vielfaltigen Moglichkeiten der Bilderzeugung (Kapitel 7) gibt es
auch viele Griinde fiir Bildstérungen. Die Bildscharfe ist durch eine Rei-
he von Linsenfehlern (Aberrationen) begrenzt. Allerdings ist selbst bei
einem perfekten optischen System die Schérfe durch die Beugung elek-
tromagnetischer Wellen an der Eingangsoffnung (Blende) des optischen
Systems begrenzt. Neben diesen inhdrent in einem optischen System
vorhandenen Bildstérungen fiihrt oft Defokussierung dazu, dass ein Bild
unscharf wird. Weitere Ursachen fiir Bildunschéarfen sind unerwiinschte
Bewegungen und Vibrationen des Kamerasystems wahrend der Belich-
tungszeit. Besonders sensitiv fiir diese Art von Stérungen sind Systeme
mit einem kleinen Bildwinkel bzw. langer Brennweite. Auch Objekte, die
sich wahrend der Belichtungszeit um mehr als ein Pixel in der Bildebene
bewegen, erzeugen Unschérfen.

Da Defokussierung und Linsenaberrationen direkt mit dem optischen
System zusammenhdngen, diskutieren wir sie in diesem Abschnitt ge-
meinsam. Der Effekt einer Unschirfe oder einer Aberration wird durch
die Punktantwort (PSF) h(x) oder die optische Transferfunktion (OTF)
h(k) beschrieben; siehe Abschn. 7.6. Damit ist die Beziehung zwischen
dem Objekt g(x) und dem Bild g’ (x) gegeben durch

gx)=(*xg)(x) o— g'(k)=hk)gk). (17.81)
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Abbildung 17.14: a Transferfunktionen fiir kreisformige Unschdrfe. Die Pa-
rameter fiir die verschiedenen Kurven sind der Radius des Unschdrfekreises;
b defokussiertes Bild des Ringtestmusters.

Aberrationen sind in der Regel schwieriger zu handhaben, da sie mit
der Entfernung von der optischen Achse stark zunehmen, damit eigent-
lich nicht verschiebungsinvariant sind und deshalb nicht durch eine orts-
invariante PSF beschreiben werden kénnen. Andererseits verandern sich
Aberrationen nur langsam und kontinuierlich mit der Position im Bild.
Solange die resultierende Unscharfe auf einen Bereich begrenzt ist, in
dem die Aberration als konstant betrachtet werden kann, liasst sie sich
noch mit der Theorie der linearen verschiebungsinvarianten Systeme be-
handeln. Der einzige Unterschied ist der, dass PSF und OTF mit der Po-
sition im Bild variieren.

Die Punktantwort hat die Form der Blende, wenn die Defokussierung
die dominante Ursache der Unschérfe ist. Die meisten Blenden lassen
sich ndherungsweise durch eine Kreisscheibe beschreiben. Die Fourier-
transformierte einer Kreisscheibe mit dem Radius 7 ist eine Besselfunk-
tion (> R5):

1 H(@) 2J1(klr)
O —

T2 2r |k|r

Diese Besselfunktion (Abb. 17.14a) hat eine Serie von Nullstellen und
eliminiert damit bestimmte Wellenzahlen vollstandig. Dieser Effekt ist
in Abb. 17.14b anhand eines defokussierten Bildes des Ringtestmusters
gezeigt.

Wahrend Unscharfen durch Defokussierung und Aberrationen des
optischen Systems dazu neigen, isotrop zu sein, sind Unscharfeeffek-
te aufgrund von Bewegung in der Regel eindimensionale Verschmierun-
gen in der Bewegungsrichtung (Abb. 17.15b). Im einfachsten Fall ist die
Bewegung wahrend der Belichtungszeit konstant, so dass die PSF der
Bewegungsunschérfe eine eindimensionale Rechteckfunktion ist. Ohne
Beschrankung der Allgemeingiiltigkeit nehmen wir zunéchst an, dass die

(17.82)
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= N

Abbildung 17.15: Simulation der Bewegungsunschdirfe mit dem Ringmuster:
a kleine und b grofie horizontale Bewegungsunschdirfe.

Bewegung entlang der x-Achse verlauft. Dann ist

sin(kuAt/2)
kuat/2

wobei u der Betrag der Geschwindigkeit und At die Belichtungszeit ist.
Daraus ergibt sich die Unschéarfelange Ax = uAt.

Ist die Geschwindigkeit u in eine andere Richtung orientiert, kann
(17.83) folgendermaRen verallgemeinert werden:

1 XU
IT
|[u|At (lluIAt

Mg (x) = — H( a )o—-ﬁm(k): (17.83)

2uNt 2ult

sin(kuAt/2)

kuat/2 ’

(17.84)
wobei @1 = u/|u| ein Einheitsvektor in Richtung der Bewegungsunschérfe
ist.

B (%) = ) 5 (ux) —e i (k) =

17.8.3 Entfaltung

Defokussierung, Bewegungsunschérfe und 3D-Abbildungstechniken wie
Fokusserien und konfokale Laserabtastmikroskopie (Abschn. 8.2.4) ha-
ben gemeinsam, dass die Objektfunktion g(x) mit einer Punktantwort
gefaltet wird. Deshalb sind die prinzipiellen Verfahren zur Rekonstruk-
tion oder Restauration der Objektfunktion die gleichen. Im wesentlichen
handelt es sich um eine Entfaltung oder inverse Filterung, da die Effek-
te der Faltung mit der PSF riickgdngig gemacht werden miissen. Unter
Benutzung der Beziehungen in (17.81) ist die inverse Filterung im Prin-
zip ein einfacher Vorgang. Die Wirkung des Faltungsoperators J wird
durch die Anwendung des inversen Operators 3 ~! umgekehrt. Im Fou-
rierraum konnen wir dann folgendermaRen schreiben:

é/
}/\I/

Gr=2 -H'.G. (17.85)
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Das rekonstruierte Bild Gy ergibt sich dann aus einer inversen Fourier-
transformation: o .,
Gr=F 'H -7FG. (17.86)

Der Rekonstruktionsprozess setzt sich also aus den folgenden Schrit-
ten zusammen: Das fouriertransformierte Bild FG" wird mit der inver-

sen OTF H ! multipliziert und dann in den Ortsraum riicktransformiert.
Die inverse Filterung kann auch im Ortsraum durch Faltung mit einer
durch die riicktransformierte inverse OTF gegebenen Maske durchge-
fihrt werden:

Gr=(F'H Y *G. (17.87)

Auf den ersten Blick erscheint die inverse Filterung einfach. Beinédher-
em Hinsehen zeigt sich jedoch, dass (17.86) und (17.87) in den meisten
Féllen nicht anwendbar sind. Die Ursache liegt darin, dass die OTF oft
in weiten Bereichen null ist. Das ist z.B. fiir die OTF der Bewegungs-
unschéarfe (17.84) und der Defokussierung (17.82) der Fall. In diesen
Bereichen wird die inverse OTF unendlich.

Nicht nur die Nullstellen der OTF sind problematisch, sondern auch
alle Bereiche, in denen die OTF klein wird, da hier Rauschen einen groflen
Einfluss hat. Fiir eine quantitative Analyse benutzen wir das folgende
einfache Bilderzeugungsmodell:

G=H*G+N o— G =H-G+N (17.88)

Gleichung (17.88) besagt, dass Rauschen nach der Stérung zum Bild ad-
diert wird. Mit diesem Modell e;gibt die inverse Filterung nach (17.85)
unter der Voraussetzung, dass H tiberall ungleich null ist:

Gr=H' ¢ =¢6+A"N (17.89)

Dies bedeutet, dass das restaurierte Bild das Originalbild G mit dem

durch A" verstarkten Rauschen ist.

Geht H gegen null, werden H  und entsprechend auch der Rausch-
pegel sehr groR. Aus (17.88) und (17.89) geht ferner hervor, dass sich
das Signal-zu-Rausch-Verhéltnis nicht verbessert hat, sondern gleich ge-
blieben ist, da der Rauschpegel und die Nutzinformation im Bild mit
demselben Faktor multipliziert werden.

Als Schlussfolgerung konnen wir festhalten, dass die inverse Filte-
rung die Bildqualitadt nicht im geringsten verbessert. Es wird sogar deut-
lich, dass sich jede lineare Technik so verhdlt. Wir konnen mit linearen
Techniken lediglich die durch die Stoérungen abgeschwidchten Struktu-
ren so weit verstarken, wie der Rauschpegel eine nicht mehr akzeptable
Schwelle nicht iberschreitet.

Als Beispiel fiir die inverse Filterung betrachten wir die 3D-Rekon-
struktion aus einer mikroskopischen Fokusserie. Eine Fokusserie ist ein
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Bildstapel von Mikroskopbildern, bei denen die scharfgestellte Ebene
schrittweise verstellt wird. Wegen der geringen Schéarfentiefe erschei-
nen in jedem Bild nur Objekte in einer diinnen Schicht scharf abgebildet
(Abschn. 7.4.3). Deswegen ergibt der Bildstapel unmittelbar ein dreidi-
mensionales Bild. In ihm sind allerdings die 3D-Objekte durch die 3D-
Punktantwort der optischen Abbildung gestort. Gewisse Objektstruktu-
ren sind daher ganz herausgefiltert, und unscharf abgebildete Objekte
uberlagern die scharf abgebildeten. Durch inverse Filterung kann man
versuchen, diese Effekte zu verringern.

Offensichtlich ist eine genaue Kenntnis der PSF fiir eine gute Rekon-
struktion wesentlich. In Abschn. 7.6.1 haben wir die 3D-PSF optischer
Systeme unter Vernachldassigung von Linsenfehlern und Auflésungsgren-
zen durch Beugung berechnet. Nun missen wir bertcksichtigen, dass
stark vergroRerte mikroskopische Bilder eine beugungsbegrenzte Auf-
16sung besitzen.

Die beugungsbegrenzte 3D-PSF wurde von Erhardt et al. [41] berech-
net. Im wesentlichen dndert die Auflésungsgrenze den Doppelkegel der
PSF (Abb. 7.13) nur in der Ndhe der scharf eingestellten Ebene. Hier wird
ein Punkt nicht auf einen Punkt abgebildet, sondern auf ein Beugungs-
scheibchen. Im Ergebnis féllt die OTF fiir hohere Wellenzahlen in der
kxky-Ebene ab. In erster Ndherung kénnen wir die durch Beugung limi-
tierte Auflosung als zusatzliches Tiefpassfilter betrachten. Die PSF und
OTF der geometrischen Optik werden mit diesem zuséatzlichen Tiefpass-
filter gefaltet bzw. mulipliziert.

Der einfachste Ansatz fiir eine optimale Rekonstruktion ist die Be-
grenzung der inversen OTF auf die Wellenzahlkomponenten, die nicht
unter eine kritische Grenze gedampft sind. Diese Grenze ist vom Rau-
schen im Bild abhédngig. Auf diese Weise wird die echte inverse OTF
durch eine effektive inverse OTF ersetzt, die in den Wellenzahlbereichen,
die nicht rekonstruiert werden kénnen, wieder gegen null geht.

Abb. 17.16 zeigt das Ergebnis einer solchen Rekonstruktionsproze-
dur am Beispiel einer 64 x 64 x 64-Fokusserie, die von dem Kern einer
Krebszelle aus einer Rattenleber aufgenommen wurde. Die Auflosung
ist in allen Richtungen 0,22 ym. Die Bilder verifizieren die theoreti-
schen Betrachtungen. Die Rekonstruktion verbessert die Auflosung in
der xy-Bildebene betrachtlich, wahrend die Auflésung in z-Richtung —
wie erwartet — deutlich schlechter bleibt. Strukturen, die sich nur in
z-Richtung dndern, sind durch die PSF der optischen Abbildung kom-
plett aus dem Bildstapel gefiltert worden und koénnen daher nicht mehr
rekonstruiert werden.

17.8.4 Iterative inverse Filterung

Eine interessante Variante der inversen Filterung stellen iterative Techni-
ken dar, da sie die Kontrolle iiber den Grad der Rekonstruktion ermogli-
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Abbildung 17.16: 3D-Rekonstruktion einer Fokusserie eines Zellkerns, die mit
konventioneller Mikroskopie aufgenommen wurde. Obere Reihe: a - ¢ ausge-
widhlte Originalbilder; d x z-Querschnitt senkrecht zur Bildebene. Untere Reihe:
e - h Rekonstruktionen der dartiberliegenden Bilder; freundlicherweise zur Ver-
fligung gestellt von Dr. Schmitt und Prof. Dr. Komitowski, Deutsches Krebsfor-
schungszentrum, Heidelberg.

a b c

£D

chen. Sei H der Unschirfeoperator. Zusitzlich fithren wir den neuen
Operator H' =1 — H ein. Dann kann der inverse Operator

7

1= 17.
H Ty (17.90)
durch eine Taylorreihe angendhert werden:
HV=T+H +H+H >+ ... (17.91)

Explizit fiir die OTF im Fourierraum heilt dies:
hl(k)=1+h+h?+h3+.... (17.92)

Um zu verstehen, wie die Iteration arbeitet, betrachten wir periodische
Strukturen und dabei zunichst eine, die nur wenig abgeschwacht ist,
d.h., hist nur wenig kleiner als eins. Damit ist A’ klein, und die Iteration
konvergiert rasch.

Das andere Extrem hitten wir, wenn die periodische Struktur nahezu
verschwunden ist. Dann ist h’ fast eins. Entsprechend nimmt die Am-
plitude der periodischen Struktur mit jedem Iterationsschritt um den
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gleichen Betrag zu (lineare Konvergenz). Diese Prozedur hat den ent-
scheidenden Vorteil, dass wir die Iteration stoppen konnen, sobald das
Rauschen sichtbar wird.

Eine direkte Implementierung des Iterationsschemas hat wenig Sinn,
da mit zunehmendem Exponenten die Faltungsmasken immer grofer
werden und deswegen der Rechenaufwand von Iterationsschritt zu Ite-
rationsschritt anwéachst.

Ein wesentlich effektiveres Iterationsschema, die Van Cittert-Iteration,
benutzt das Horner-Schema zur schnellen Berechnung eines Polynoms:

Go=G', Gyg1 =G +(I-H) * Gy. (17.93)

Im Fourierraum kann man leicht die Konvergenz der Iteration unter-
suchen. Aus (17.93) ergibt sich

k
(k) =g' (k) > (1 - h(k))t. (17.94)
i=0

Diese Gleichung stellt eine geometrische Reihe dar mit dem Startwert
ap = g’ und dem Faktor g = 1 — h. Die Reihe konvergiert nur, wenn
|q] = |1 — h| < 1. Dann ist die Summe gegeben durch

1-qg* ., 1-[1-h(k)k
= k,\—
4 g’ (k) P

grk(k) = ag (17.95)

und konvergiert gegen den korrekten Wert g’/ h. Ungluicklicherweise ist
die Bedingung fiir die Konvergenz fiir alle diejenigen Transferfunktio-
nen nicht erfiillt, die negative Werte haben. Daher kann die Van Cittert-
Iteration nicht fiir Bewegungsunscharfe und Defokussierung angewen-
det werden.

Eine kleine Modifikation des Iterationsprozesses erlaubt es jedoch,
sie auch fiir negative Transferfunktionen einzusetzen. Der einfache Trick
besteht darin, die Transferfunktion zweimal anzuwenden. Die Transfer-
funktion h? des kaskadierten Filters H * H ist dann immer positiv.

Das modifizierte Iterationsschema lautet

Go=Hx*xG, Gy.1=H=*xG +(I-H=xH) % Gyg. (17.96)

Mit ay = hg’ undg=1- h? konvergiert die Iteration wiederum gegen
den korrekten Wert

1-|1-h2k

= . wenn |1-h?<1. (17.97)

:‘>‘Q\>

lim g (k) = lim hg'
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17.9 Literaturhinweise zur Vertiefung*

Das Thema dieses Kapitels erfordert in hohem MaRe die Methoden der Matrix-
algebra. Die Monographie von Golub und van Loan [60] gibt einen exzellenten
Uberblick. Variationsmethoden in der Bildverarbeitung (Abschn. 17.3) werden
von Jahne et al. [91, Vol. 2, Chapter 16] und Schnoérr und Weickert [ ] aus-
fihrlich diskutiert. Eine sehr schone Abhandlung der Variationsrechnung findet
sich auch in Courant und Hilbert [28]. Die Benutzung des Membranmodells (Ab-
schn. 17.3.5) wurde zuerst von Broit [1 7] publiziert, der es zur Bildregistrierung
in der Computertomographie eingesetzte. Spdter wurde es von Dengler [35]
erweitert und fur die Bildfolgenanalyse benutzt. Inzwischen sind Elastizitdts-
modelle weit verbreitet und werden in der Bildverarbeitung fiir so verschiedene
Aufgaben wie die Modellierung und Verfolgung von Kanten (aktive Konturen)
[ ], die Rekonstruktion von 3D-Objekten [ ] und die Rekonstruktion von
Oberflachen [ ] eingesetzt. Die anisotrope Diffusion (Abschn. 17.5) und nicht-
lineare Skalenrdume sind noch aktiver Gegenstand der Forschung. Eine exzel-
lente Ubersicht dieses Themas bieten Weickert [212] und Jéhne et al. [91, Vol.
2, Chapter 15]. Optimale Filter fiir schnelle anisotrope Diffusion werden von
Scharr und Weickert [ ] und Scharr und Uttenweiler [ ] untersucht.



506 17 Regularisierung und Modellierung



18 Morphologie

18.1 Einleitung

Durch die in den Kapiteln 16 und 17 besprochene Segmentierung ha-
ben wir Objekte aus Bildern extrahiert, d.h. identifiziert, welche Pixel
zu welchen Objekten gehoéren. Nun koénnen wir den ndchsten Schritt
durchfithren und die Gestalt der Objekte analysieren. In diesem Kapi-
tel diskutieren wir eine Klasse von Nachbarschaftsoperationen, die mor-
phologischen Operatoren fiir Bindrbilder, mit denen sich die Form von
Objekten modifizieren und analysieren lasst.

18.2 Nachbarschaftsoperationen mit Binarbildern

18.2.1 Binare Faltung

Operatoren, die Bildpunkte in einer kleinen Nachbarschaft in Beziehung
zueinander setzen, haben sich als vielseitige und leistungsfahige Werk-
zeuge zur Extraktion von Merkmalen aus Skalar- und Vektorbildern er-
wiesen (Kapitel 4). Das Ergebnis solch einer Operation in Bindrbildern
kann nur null oder eins sein. Also werden Nachbarschaftsoperatoren
in Bindrbildern die Objektform bearbeiten, indem sie Bildpunkte zu ei-
nem Objekt hinzufiigen oder aus einem Objekt 16schen. In den Ab-
schn. 4.2 und 4.4 haben wir die zwei grundlegenden Operationen zur
Verkniipfung benachbarter Bildpunkte in Grauwertbildern besprochen:
die Faltung (,wichten und summieren“) und die Rangordnungsfilterung
(,sortieren und selektieren®). Bei Binarbildern haben wir in Bezug auf die
Art der durchzufiihrenden Operationen nicht viel Auswahl. Bildpunk-
te lassen sich nur mit den logischen Operatoren der Boolschen Algebra
kombinieren.

Wir konnen eine bindire Faltung einfiihren, indem wir die Multiplika-
tion der Bildpixel mit den Maskenpixeln durch eine Und-Operation und
die Summation durch eine Oder-Operation ersetzen:

R R
Imn = \/ \/ M ' A Gmsm’ man’ - (18.1)
m'=—R n'=-R
Die Zeichen A bzw. Vv stehen fiir die logische Und-Operation bzw. fir die
Oder-Operation. Das Bindrbild G wird in (18.1) mit einer symmetrischen
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Abbildung 18.1: b Dilatation und c Erosion eines binciren Objekts in a mit einer
3 X 3-Maske. Die hinzugefiigten (Dilatation) bzw. entfernten (Erosion) Bildpunkte
sind in hellerer Farbe dargestellt.

(2R + 1) X (2R + 1)-Maske M gefaltet. Man beachte, dass im Gegensatz
zur Faltung die Maske nicht gespiegelt wird (Abschn. 4.2.5).

Was bewirkt diese Operation? Nehmen wir einmal an, dass alle Ko-
effizienten der Maske auf eins gesetzt werden. Befinden sich ein oder
mehrere Objektpixel, d. h. Einsen, innerhalb der Maske, ist das Ergebnis
der Operation eins, sonst null (Abb. 18.1). Das Objekt wird also aus-
gedehnt; kleine Locher oder Spriinge werden gefiillt, und die Konturen
werden glatter (Abb. 18.2b). Der in (18.1) definierte Operator wird Di-
latationsoperator genannt. Interessanterweise haben wir den gleichen
Effekt, wenn wir einen Rangordnungsfilter auf Binarbilder anwenden
(siehe Abschn. 4.4). Betrachten wir dazu den Maximumoperator. Das
Maximum wird eins sein, wenn eine oder mehrere Einsen innerhalb der
Maske vorkommen. Das fiihrt zum gleichen Ergebnis wie die binare Fal-
tungsoperation in (18.1).

Der Minimumoperator hat den gegenteiligen Effekt. Nun ist das Er-
gebnis nur eins, wenn sich die Maske vollstandig innerhalb des Objektes
befindet. Auf diese Weise wird das Objekt erodiert. Objekte, die kleiner
als die Maske sind, verschwinden vollig, solche, die mit einer schmalen
Briicke verbunden sind, werden getrennt (Abb. 18.1c). Auch die Erosion
eines Objekts kann mit der bindren Faltung durchgefiihrt werden:

R R
g;’nn = /\ /\ My w AN Gm+m' mn’ (18.2)

m'=—Rn'=—R

Bei hoherdimensionalen Bildern miissen (18.1) und (18.2) lediglich
um eine weitere Schleife fiir jede Koordinate erweitert werden. Im 3D-
Raum sieht der Dilatationsoperator beispielsweise folgendermaRen aus:

R R R

g{mn = \/ \/ \/ Mymn A Gial mem’ n+n’ - (18.3)
I'=—Rm'=—Rn'=-R
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Mit der Ubertragung des Konzeptes der Nachbarschaftsoperationen
fiir Grauwertbilder auf Binarbilder haben wir ein wichtiges Werkzeug zur
Bearbeitung der Form von Objekten erhalten. In Abb. 18.1 haben wir be-
reits gesehen, dass sich diese Operationen dazu eignen, kleine Locher
und Risse zu fiillen oder kleine Objekte zu eliminieren. Die GroRe der
Maske bestimmt die Wirkung des Operators. Daher wird die Maske oft
als Strukturelement bezeichnet. Eine Erosionsoperation wirkt zum Bei-
spiel wie ein Netz mit Lochern in der Form der Maske. Alle Objekte, die
durch die Locher passen, rutschen hindurch und verschwinden aus dem
Bild. Ein Objekt verbleibt nur dann im Bild, wenn die Maske zumindest
an einem Punkt vollig von Objekt-Bildpunkten bedeckt ist; sonst ver-
schwindet es. Ein Operator, der die Form von Objekten beeinflusst, wird
morphologischer Operator genannt. Der Name stammt aus der Morpho-
logie, welche in der Biologie und den Geowissenschaften die Form von
Objekten beschreibt.

18.2.2 Mengenoperationen

Wir haben zur Einfiihrung morphologischer Operationen einen recht un-
konventionellen Weg gewdhlt. Normalerweise werden diese Operationen
als Mengenoperationen mit Bildpunkten definiert. Dazu betrachtet man
G als Menge aller Pixel der Bildmatrix, die ungleich null sind. M ist die
Menge der Maskenpixel ungleich null. Mit M, bezeichnet man die mit
ihrem Referenzpunkt (im allgemeinen, aber nicht notwendig, Zentrum)
zum Bildpunkt p verschobene Maske. Die Erosion wird dann mit

GoeM={p:M, cG} (18.4)
definiert und die Dilatation mit
GoM={p:M,nG + D}. (18.5)

Diese Definitionen sind dquivalent zu (18.1) und (18.2), mit der Ausnah-
me, dass die Maske der Faltungsoperation nicht gespiegelt wird (siehe
Abschn. 4.2.5). Wir kénnen nun die Erosion der Bildpunktmenge G durch
die Bildpunktmenge M als Menge aller Pixel p ausdriicken, fir die M,
vollstdndig in G enthalten ist. Im Gegensatz dazu ist die Dilatation von
G durch M die Menge aller Pixel, fiir die die Schnittmenge von G und M,
nicht die leere Menge ist. Da dieser theoretische Ansatz zu kompakteren
und anschaulicheren Formeln fiihrt, werden wir ihn von nun an verwen-
den. Die Gleichungen (18.1) und (18.2) sind jedoch weiterhin wichtig fiir
die Implementierung morphologischer Operationen mit logischen Ope-
rationen.

Erosions- und Dilatationsoperatoren konnen als elementare morpho-
logische Operatoren betrachtet werden, aus denen sich komplexere Ope-
ratoren erzeugen lassen. lhre Eigenschaften werden wir im Detail im
ndchsten Abschnitt untersuchen.
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18.3 Allgemeine Eigenschaften

Morphologische Operatoren teilen die meisten, wenn auch nicht alle Ei-
genschaften der linearen Faltungsoperatoren (Abschn. 4.2). Die Eigen-
schaften, die wir im folgenden besprechen, sind nicht auf 2D-Bilder be-
schrankt, sondern gelten generell fiir N-dimensionale Bilddaten.

18.3.1 Verschiebungsinvarianz

Die Verschiebungsinvarianz ergibt sich direkt aus der Definition der Ero-
sions- und Dilatationsoperatoren als Faltungen mit bindren Daten in
(18.1) und (18.2). Verwenden wir den in (4.17) definierten Shift-Operator
S, konnen wir die Verschiebungsinvarianz eines beliebigen morphologi-
schen Operators ‘M in Operatornotation folgendermafen formulieren:

M ("MSG) =""S (MG) . (18.6)

18.3.2 Superpositionsprinzip

Fur Grauwertbilder ist das Superpositionsprinzip wie folgt definiert:
H(aG +bG)=aHG+bHG. (18.7)

Bei Bindrbildern haben die Faktoren a und b keinen Sinn, und die Sum-
me zweier Grauwertbilder entspricht der Vereinigungsmenge oder dem
logischen Oder zweier Binarbilder. Wenn das Superpositionsprinzip fiir
morphologische Operationen ‘M bei Bindrbildern gilt, hat es folgende
Gestalt:

M(GUG') = (MG)U (MG') oder M(GVG') = (MG)V (MG). (18.8)

Die Operation G v G’ steht fiir ein punktweises Oder der Elemente der
Matrizen G und G'. Im allgemeinen sind morphologische Operatoren
nicht additiv im Sinne von (18.8). Wahrend die Dilatationsoperation das
Superpositionsprinzip erfiillt, gilt dies nicht fiir die Erosion. Die Erosion
der Vereinigungsmenge zweier Objekte ist eine Obermenge der Vereini-
gungsmenge zweier erodierter Objekte:

(GUG')eM 2 (GeM)u (G eM)

(GUG) oM (GoM)U (G ®M). (18.9)

18.3.3 Kommutativitit und Assoziativitat

Morphologische Operatoren sind im allgemeinen nicht kommutativ:

M, &My =My, e M;, aber M e M» + M> & M;. (18.10)
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Wir sehen, dass die Erosion nicht kommutativ ist, wenn wir den Spezi-
alfall betrachten, dass M; D M». Dann ergibt die Erosion von M, durch
M, die leere Menge. Werden jedoch Erosions- und Dilatationsmasken
nacheinander auf das gleiche Bild G angewandt, sind sie kommutativ:

(GeM1)eM, =Goe(MioM;) =(GeM)eM,;

(GoM;)oM>, =Go (M;oM>) =(GoM>)® M,. (18.11)

Diese Gleichungen sind wichtig fir die Implementierung morphologi-
scher Operationen. Generell ist die kaskadierte Operation mit k Struk-
turelementen M, M>,..., My der Operation mit dem Strukturelement
M =M eM;,®... My dquivalent (Assoziativitdt). Wir konnen also groRRe
Strukturelemente ebenso zerlegen, wie wir es bei linearen verschiebungs-
invarianten Operatoren tun. Ein wichtiges Beispiel ist die Konstruktion
separierbarer Strukturelemente aus horizontalen und vertikalen Elemen-
ten M = M, ® M,,. Ein weniger triviales Beispiel ist der Bau groRer ein-
dimensionaler Strukturelemente aus solchen, die viele Nullen enthalten:

[111]®[101]=[11111]
[11111]®[10001]=[111111111]
[111111111]#[100000001]
=[11111111111111111].

(18.12)

Auf diese Weise konnen wir groRe exponentiell wachsende Strukturele-
mente mit einer Minimalzahl logischer Operationen zusammenbauen,
wie wir grofbe Faltungsmasken durch Kaskadierung in Abschn. 11.6 kon-
struiert haben. Schwieriger zu erhalten sind jedoch isotrope, d. h. kreis-
formige Strukturelemente. Das Problem liegt darin, dass die Dilatation
horizontaler und vertikaler Strukturelemente stets zu einem rechtecki-
gen Strukturelement, nicht jedoch zu einer kreisformigen Maske fiihrt.
Solch eine Maske ldsst sich jedoch durch eindimensionale Strukturele-
mente anndhern, die in mehrere Richtungen und nicht nur entlang den
Achsen laufen. Es ist zu beachten, dass auch Mehrschrittmasken effizi-
ent zu groRen Masken kaskadiert werden konnen.

18.3.4 Monotonie

Erosion und Dilatation sind monotone Operationen:

GicGy, ~» GEoMcGyoM

GicGy, ~ GieMcGyoeM. (18.13)

Die Monotonieeigenschaft bedeutet, dass die Teilmengenrelationen in
bezug auf Erosion und Dilatation invariant sind.
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18.3.5 Distributivitat

Lineare verschiebungsinvariante Operatoren sind distributiv beziiglich
der Addition. Fiir Erosion und Dilatation muss man zwischen der Verei-
nigungs- und der Schnittmenge zweier Bilder G; und G; unterscheiden:

(GinG)eM < (GioeM)n(Gxo M),

(GinG)eM = (GieM)n(Gxe M) (18.14)

und
(GiuGy)eM = (GioM)u (G M),

(GiuGr)eM =2 (GieM)u (G,oe M).

Die Erosion ist also distributiv beziiglich der Schnittmengenoperation,
die Dilatation aber beziiglich der Vereinigungsoperation.

(18.15)

18.3.6 Dualitat

Erosion und Dilatation sind duale Operatoren. Die Erosion mit der
Negation eines binédren Bildes ist dquivalent mit der Negation der Dilata-
tion des Originalbildes. Analoges gilt bei Vertauschung von Erosion und
Dilatation: -

GoM = GeM

GoM = GoM. (18.16)

18.4 Zusammengesetzte morphologische Operatoren

18.4.1 Offnen und SchlieRen

Unter Verwendung der elementaren Erosions- und Dilatationsoperatio-
nen entwickeln wir nun weitere Operatoren fiir die Bearbeitung der Ob-
jektform. Wahrend im vorigen Abschnitt der Schwerpunkt auf allge-
meinen und theoretischen Aspekten morphologischer Operationen lag,
konzentrieren wir uns nun auf die Anwendung.

Die Erosion wird zur Entfernung kleiner Objekte verwendet. Sie hat
jedoch den Nachteil, dass alle im Bild verbleibenden Objekte kleiner wer-
den. Durch anschlieRende Dilatation des Bildes mit dem gleichen Struk-
turelement lasst sich dies vermeiden. Die Kombination aus Erosion und
Dilatation wird Offnen (Opening) genannt:

GoM=(GeM)oM. (18.17)

Das Offnen siebt alle Objekte aus, die das Strukturelement in keinem
Punkt vollstdndig enthalten, vermeidet jedoch die GroRenreduktion aller
Objekte (Abb. 18.2c und d). Sie ist auch ideal zur Entfernung von Linien,



18.4 Zusammengesetzte morphologische Operatoren 513

Abbildung 18.2: Erosion und Opening: a Originalbincirbild; b Erosion mit einer
3 X 3-Maske; ¢ Opening mit einer 3 x 3-Maske; d Opening mit einer gréfieren
Maske.

deren Dicke geringer ist als der Durchmesser des Strukturelementes.
Dabei werden auch die Objektgrenzen glatter.

Dagegen vergrofert die Dilatation Objekte und fillt kleine Locher
und Risse aus. Die generelle Vergrolerung der Objekte durch die GroRRe
der Strukturelemente kann durch eine nachfolgende Erosion ausgegli-
chen werden (Abb. 18.3c und d). Diese Kombination von Dilatation und
Erosion wird Schliefien (Closing) genannt:

GeM=(GoM)o M. (18.18)

Die Anderung der Fliche von Objekten durch die unterschiedlichen Ope-
rationen lasst sich durch die folgenden Beziehungen zusammenfassen:

GoMcGoMcGSGeMcGo M. (18.19)
Offnen und SchlieRen sind idempotente Operatoren:

GeM = (GeM)eM

GoM = (GoM)oM, (18.20)
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Abbildung 18.3: Dilatation und Closing: a Originalbindrbild; b Dilatation mit
einer 3 x 3-Maske; ¢ Closing mit einer 3 X 3-Maske; d Closing mit einer 5 X 5-
Maske.

Das bedeutet, dass eine zweite Anwendung einer SchlieRen- und einer
Offnen-Operation mit dem gleichen Strukturelement keine weiteren Ver-
anderungen bewirkt.

18.4.2 Hit-Miss-Operator

Der Hit-Miss-Operator hat seinen Ursprung in der Frage, ob es mdglich
ist, Objekte einer spezifischen Form zu detektieren. Der Erosionsopera-
tor kann nur Objekte entfernen, die an keinem Punkt das Strukturele-
ment vollstandig enthalten, und 16scht damit Objekte sehr unterschied-
licher Formen. Fiir die Detektion einer bestimmten Form ist die Kombi-
nation von zwei morphologischen Operatoren notwendig. Als Beispiel
diskutieren wir die Detektion von Objekten mit drei aufeinanderfolgen-
den horizontalen Bildpunkten.
Erodieren wir das Bild mit einer 1 x 3-Maske, die der Form des Ob-
jekts entspricht,
M;=[111], (18.21)
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a b c

e |

[

Abbildung 18.4: Veranschaulichung des Hit-Miss-Operators zur Extraktion aller
Objekte, die drei horizontal aufeinanderfolgende Bildpunkte enthalten: a Origi-
nalbild; b mit einer 3 X 5-Maske (18.22) erodierter Hintergrund (negative Maske
des Objekts); ¢ mit einer 3 x 7-Maske erodierter Hintergrund; d mit einer 1 x 3-
Maske (18.21) erodiertes Objekt; e Schnittmenge von b und d; die Objekte mit drei
aufeinanderfolgenden Bildpunkten werden extrahiert; f Schnittmenge von ¢ und
d; die Objekte mit 3 bis 5 aufeinanderfolgenden Bildpunkten werden extrahiert.

werden alle Objekte entfernt, die kleiner als das Zielobjekt sind. Ande-
rerseits bleiben alle Objekte erhalten, die groRer als die Maske sind, d. h.,
fiir welche die verschobene Maske eine Untermenge des Objektes G ist
(M, < G), Abb. 18.4d). Wir brauchen also eine zweite Operation, die
alle Objekte entfernt, die groler als das Zielobjekt sind.

Dies ist durch Analyse des Hintergrundes des Originalbildes moglich.
Wir kénnen also als zweiten Schritt eine Erosion des Hintergrundes mit
einer 3 x 5-Maske M, durchfiihren, bei der alle Koeffizienten mit Aus-
nahme der Bildpunkte des Hintergrundes, die das Objekt umgeben, null
sind. Dies ist eine Negativmaske fiir das Objekt:

11111
M,=|1 0 0 0 1 |. (18.22)
1 1 1 1 1
Der erodierte Hintergrund enthélt dann alle Bildpunkte des Hinter-

grundes der Form von M, oder groRer (M < G, Abb. 18.4b). Dies ent-
spricht allen Objekten, welche die gesuchte Form aufweisen oder kleiner
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sind. Da die erste Erosion alle Objekte beldsst, die gleich oder groRer
sind, liefert die Schnittmenge des mit M; erodierten Bildes mit dem mit
M erodierten Hintergrund alle zentralen Pixel der Objekte mit drei auf-
einanderfolgenden Bildpunkten (Abb. 18.4e). Der Hit-Miss-Operator wird
allgemein folgendermaRen definiert:

G®(Mi,My) =(GeM)n(GoMy)

(18.23)
=(GoeM;)n(Ge M)
mit M; " M, = O.

Die Bedingung M, N M, = @ ist notwendig, da der Hit-Miss-Operator
sonst zur leeren Menge fiihrt. Mit dem Hit-Miss-Operator haben wir ein
flexibles Werkzeug in der Hand, das die Detektion von Objekten mit einer
bestimmten Form ermoglicht. Der Nutzen dieses Operators kann leicht
am Beispiel einer anderen Miss-Maske veranschaulicht werden:

1 111111
M3=(1 0 0 0 0O O 1 ]. (18.24)
1 111111

Die Frosion des Hintergrundes mit dieser Maske beldsst alle Bildpunk-
te im Binarbild, fiir welche die Vereinigung der Maske M3 mit dem Objekt
die leere Menge ist (Abb. 18.4c). Dies kann nur bei Objekten mit einem
bis fiinf aufeinanderfolgenden Bildpunkten der Fall sein. Der Hit-Miss-
Operator mit M; und M3 liefert also alle Zentralpixel der Objekte mit
3 bis 5 horizontal aufeinanderfolgenden Pixeln und einem 3 x 7 groRen
freien Hintergrund um das Objekt (Abb. 18.4f).

Da die Hit- und Miss-Masken des Hit-Miss-Operators disjunkt sind,
konnen sie zu einer Maske kombiniert werden. Dabei verwenden wir fol-
gende Notation: Die kombinierte Maske wird mit 1 gekennzeichnet, wo
die Hit-Maske eins ist, mit 0, wo die Miss-Maske eins ist, und mit x, wenn
beide Masken null sind. Damit lautet die Hit-Miss-Maske zur Detektion
von Objekten mit 3 bis 5 horizontal aufeinanderfolgenden Pixeln und
einem 3 X 7 freien Hintergrund

0 0 0O 0
M=|0 1 1 1 0. (18.25)
0 0 00 0

o R O
o R O

Gibt es bei einer Hit-Miss-Maske keine Elemente mit x, werden Ob-
jekte exakt der GroRe, die den Einsen der Maske entspricht, extrahiert.
Gibt es Elemente x in der Maske, geben die 1-Elemente das Minimum
der gesuchten Objekte an. Die Vereinigung der 1-Elemente mit den x-
Elementen spezifiziert dagegen das Maximum der zu detektierenden Ob-
jekte.
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Ein weiteres Beispiel ist die folgende Hit-Miss-Maske; sie detektiert
isolierte Pixel:
0 0O
M;=| 0 1 0 |. (18.26)
0 0O

Die Operation G/G ® M; entfernt also isolierte Pixel aus einem Binarbild.
Das /-Symbol stellt den Differenzmengen-Operator dar.

Der Hit-Miss-Operator detektiert bestimmte Formen nur dann, wenn
die Miss-Maske die Hit-Maske umgibt. Beriihrt die Hit-Maske die Kan-
ten der Hit-Miss-Maske, werden nur bestimmte Formen am Rand eines
Objektes detektiert. Die Hit-Miss-Maske

M¢ = (18.27)

O = R

1
1
0

S O O

detektiert beispielsweise die unteren rechten Ecken von Objekten.

18.4.3 Thinning

Oft ist es notwendig, einen Operator zu verwenden, der ein Objekt ero-
diert, es jedoch nicht in mehrere Teile zerlegt. Bei solch einem Operator
bleibt die Topologie des Objekts erhalten, und Strukturen in Form von
Linien kénnen auf die Dicke eines Bildpunktes reduziert werden. Der
Erosionsoperator hat diese Eigenschaften leider nicht; er teilt Objekte in
Stiicke.

Ein geeigneter Thinning-Operator darf jedoch einen Pixel unter fol-
genden Bedingungen nicht eliminieren: (i) ein Objekt darf nicht geteilt
werden, (ii) ein Endpunkt darf nicht entfernt werden, da dadurch das
Objekt kleiner wird, und (iii) ein Objekt darf nicht verschwinden.

Wir illustrieren diese Bedingungen fiir die Ausdiinnung eines Objekts
mit einer 8er-Nachbarschaft. Das entspricht einer Erosion mit einer Mas-
ke, die eine 4er-Nachbarschaft aufweist:

01 0
1 1 1
01 0
Diese Maske enthalt 5 Punkte, die nicht null sind. Daher gibt es 2° = 32
mogliche bindre Muster, auf die der Thinning-Operator angewendet wer-
den kann. Eine normale Erosion wiirde ein Pixel nur dann nicht erodie-
ren, wenn alle Pixel an den fiinf Maskenpositionen ungleich null sind. Ein

Thinning-Operator erodiert einen Bildpunkt bei den folgenden bindren
Mustern nicht:
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(i) Das Objekt darf nicht in geteilt werden:
0 0 O 01 0
11 11,1010
0O 0 O 010
(ii) Ein Endpunkt darf nicht entfernt werden:
010 0 0 O 0 0 O 0 0 O
o101}J],/]011])],/01O0¢|,[1T 1 0
0 0 O 0 0 O 01 0 0 0 O
(iii) Ein Objekt darf nicht verschwinden:
0 0 O
01 0
0 0 O

Daher wird nur in 8 von 16 Féllen, bei denen das bindre Muster einen
zentralen Pixel ungleich null enthalt, dieser erodiert. Da es nur 32 mogli-
che bindre Muster gibt, kann der Thinning-Operator effektiv durch eine
Nachschautabelle mit 32 bindren Elementen implementiert werden. Die
Adressen fir die Tabelle werden folgendermalien berechnet. Jede Positi-
on in der Maske ungleich null entspricht einem Bit der Adresse, das eins
gesetzt wird, wenn das bindre Bild an der entsprechenden Position eins
ist.

Der Thinning-Operator kann iterativ so lange angewendet werden, bis
keine Anderungen mehr auftreten. Daher hat es Sinn, eine zweite Nach-
schautabelle zu benutzen, die eins gesetzt ist, falls die Thinning-Opera-
tion eine Anderung bewirkt. Auf diese Weise ist es leicht, die Anzahl der
erodierten Pixel zu zéhlen und festzustellen, wann keine Anderungen
mehr auftreten.

18.4.4 Extraktion von Rdndern

Wir konnen morphologische Operatoren auch zur Extraktion der Rander
bindrer Objekte verwenden. Dies ist eine wichtige Operation, da der Ob-
jektrand eine kompakte und trotzdem vollstindige Reprasentation der
Geometrie eines Objektes ist. Aus dem Objektrand kénnen wir weitere
Formparameter extrahieren, wie wir spater in diesem Kapitel besprechen
werden.

Randpixel haben an zumindest einer Seite keinen Nachbarn. Ein Ero-
sionsoperator mit einer Maske, die alle moglichen Nachbarn enthélt, ent-
fernt also Randpunkte. Diese Masken gibt es fiir die 4er- und die 8er-
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Abbildung 18.5: Extraktion von Rdndern mit morphologischen Operatoren:
a bindres Originalbild; b 8er-Rand, extrahiert mit M4, und c 4er-Rand, extra-
hiert mit Mg (18.28). d 8er-Rand des Hintergrunds, extrahiert nach (18.30).

Nachbarschaft:
01 0 1
Mp=|1 1 1 und Mps=|1 1 1 |. (18.28)
01 0 1 1 1

Den Rand erhalten wir dann durch die Mengendifferenz (/-Operator) zwi-
schen dem Objekt und dem erodierten Objekt:

oG

G/(GeMy)
G N (G o My) (18.29)
Gn (Go My).

Wie (18.29) zeigt, konnen wir den Rand auch als Schnittmenge des
Objekts mit dem durch eine Dilatation erweiterten Hintergrund darstel-
len. Abb. 18.5 veranschaulicht die Extraktion des 4er- und 8er-Randes
bei Bindrobjekten unter Verwendung von (18.28).
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Auf dhnliche Weise ldsst sich der Hintergrund durch Dilatation des
Objekts und nachfolgende Subtraktion des Objekts bestimmen:

0Gp = (Go My)/G. (18.30)

18.4.5 Distanztransformation

Der Rand besteht aus all den Punkten, die eine Entfernung von null zur
Objektkante haben. Wenden wir die Randextraktion wieder auf ein Ob-
jekt an, das mit der Maske (18.28) erodiert wurde, erhalten wir alle Punk-
te, die die Entfernung eins zum Objektrand haben. Eine rekursive An-
wendung der Randextraktionsprozedur liefert also die Entfernung aller
Punkte des Objekts zum Rand. Solch eine Transformation wird als Dis-
tanztransformation bezeichnet und folgendermalen geschrieben:

D

UlGemiGemy) n], (18.31)
n=1

wobei die Operation - eine punktweise Multiplikation der n-ten Rand-
kurve mit der Zahl n darstellt.

Diese direkte Distanztransformation hat zwei schwerwiegende Nach-
teile. Zum einen ist sie eine langsame iterative Prozedur. Zum zweiten
liefert sie nicht den gewiinschten euklidischen Abstand, sondern — je
nach der gewédhlten Nachbarschaftsart — die Block- oder die Schach-
brettdistanz (siehe Abschn. 2.2.3).

Glicklicherweise stehen schnelle Algorithmen fiir die Berechnung
des euklidischen Abstandes zur Verfiligung. Die euklidische Distanz-
transformation ist so wichtig, weil sie morphologische Operationen iso-
trop macht. Alle morphologischen Operationen leiden unter der Tatsa-
che, dass der euklidische Abstand kein natiirliches MaR eines Rechteck-
gitters ist. Den quadratischen Strukturelementen ist beispielsweise die
Schachbrettdistanz eigen. Sukzessive Dilatation mit solch einer Struk-
turelementmaske bewirkt zum Beispiel, dass das Objekt mehr und mehr
die Form eines Quadrates annimmt.

Die euklidische Distanztransformation kann fiir isotrope Erosions-
und Dilatationsoperationen verwendet werden. Bei einer Erosionsope-
ration mit dem Radius » bleiben nur Pixel erhalten, die einen Abstand
groRer als ¥ vom Objektrand aufweisen. Ahnlich kann eine isotrope Dila-
tation durch euklidische Distanztransformation des Hintergrundes und
eine nachfolgende isotrope Erosion des Hintergrundes realisiert werden.

18.5 Literaturhinweise zur Vertiefung*

Die mathematischen Grundlagen der morphologischen Bildverarbeitung ein-
schlieflich der vollstandigen Beweise fiir die in diesem Abschnitt erwdhnten
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Eigenschaften sind in dem klassischen Buch von Serra [ ] nachzulesen. Fiir
die praktische Anwendung morphologischer Bildverarbeitungsoperationen sind
Jahne und HauRecker [90, Kapitel 14], Soille [ ] und Abmayr [1, Kapitel 4] zu
empfehlen. Die Breite der Theorie und Anwendungen geht aus Tagungsbanden
hervor, wie z.B. Serra und Soille [ 1.
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19 Formreprasentation und -analyse

19.1 Einleitung

Alle Operationen, die wir in den Kapiteln 11-15 zur Extraktion von Ei-
genschaften aus Bildern diskutiert haben, liefern als Ergebnis wieder Bil-
der. Das trifft auch fiir die in Kapitel 18 besprochenen morphologischen
Operatoren zu, die die Form segmentierter Objekte analysieren und mo-
difizieren. Es ist jedoch klar, dass die Form von Objekten viel kompakter
gespeichert werden kann. Die vollstandige Information iiber die Gestalt
eines Objekts ist z.B. in seinen Randpixeln enthalten.

In Abschn. 19.2 beschaftigen wir uns daher mit der Frage, mit wel-
chen Datenstrukturen wir segmentierte Objekte reprasentieren kdénnen.
Folgende Datenstrukturen fir bindre Objekt werden behandelt: Lauf-
ldngenkodierung (Abschn. 19.2.1), Baumstrukturen (Abschn. 19.2.2) und
Richtungsketten (Abschn. 19.2.3). Zwei weiteren Objektreprasentatio-
nen, den Momenten und den Fourierdeskriptoren, sind wegen ihrer Be-
deutung eigene Abschnitte gewidmet (Abschn. 19.3 und 19.4).

Eine kompakte Reprasentation der Form von Objekten hétte nur we-
nig Nutzen, wenn es viel Aufwand bedeuten wiirde, diese zu berechnen,
und wenn es schwierig ware, Formparameter direkt aus der Reprasenta-
tion zu ermitteln. Daher behandeln wir in Abschn. 19.5 auch die Frage,
wie Formparameter aus den einzelnen Objektreprasentationen berech-
net werden konnen.

Parameter, die die Form eines Objekts beschreiben, werden benutzt,
um sie mit Musterobjekten zu vergleichen oder in Klassen verschiede-
ner Gestalt einzuteilen. In diesem Zusammenhang stellt sich die wichtige
Frage, wie diese Parameter invariant beziiglich verschiedener geometri-
scher Transformationen gemacht werden konnen. Objekte kdénnen aus
verschiedenen Entfernungen und Richtungen betrachtet werden. Daher
ist es von Interesse, Formparameter zu finden, die groRen- oder rotati-
onsinvariant oder sogar invariant beziiglich einer affinen oder projekti-
ven Abbildung sind.

523

B. Jahne, Digitale Bildverarbeitung Copyright © 2001 by Springer-Verlag
ISBN 3-540-41260-3 All rights of reproduction in any form reserved.



524 19 Formreprdisentation und -analyse

a) Grauwertbild
Originalzeile (hex): 12 12 12 20 20 20 20 25 27 25 20 20 20 20 20 20
Code (hex): 821283202 25272538520

b) Bindirbild
Originalzeile (hex): 11T1111000111001000001T1T1T1T1111
Code (hex) 06332158

Abbildung 19.1: Veranschaulichung des Laufldingenkodes fiir a ein Grauwert-
bild und b ein Bindirbild.

19.2 Reprdsentation der Form

19.2.1 Lauflangenkodierung

Eine kompakte, einfache und weit verbreitete Darstellung eines Bildes ist
die Lauflingenkodierung. Sie wird mit der folgenden Prozedur erzeugt:
Ein Bild wird Zeile fiir Zeile abgetastet. Enthdlt eine Zeile eine Sequenz
von p gleichen Bildpunkten, wird nicht p-mal dieselbe Zahl gespeichert,
sondern festgehalten, dass der Wert p-mal auftritt (Abb. 19.1). Auf diese
Weise konnen groRe gleichformige Zeilenelemente sehr effizient gespei-
chert werden.

Fur Bindrbilder ist der Kode besonders effizient, weil nur die beiden
Werte null und eins auftreten. Da einer Sequenz von Nullen immer eine
Sequenz von Einsen folgt, besteht nicht die Notwendigkeit, den Wert des
Bildpunktes zu speichern. Wir miissen lediglich festhalten, wie oft ein
Pixelwert auftritt (Abb. 19.1b). Ein Problem ist nur der Zeilenanfang, da
eine Zeile mit einer Null oder einer Eins beginnen kann. Dieses Problem
wird durch die Annahme geldst, dass eine Zeile mit einer Null beginnt.
Beginnt sie tatsdchlich aber mit einer Sequenz von Einsen, startet die
Lauflangenkodierung mit einer Null, die anzeigt, dass es am Anfang der
Zeile keine Nullen gibt (Abb. 19.1b).

Die Lauflangenkodierung eignet sich zur kompakten Bildspeicherung.
Sie wurde zu einem integrierten Teil einiger Standard-Bildformate wie
des TGA- oder des TIFF-Dateiformats. Allerdings eignet sich die Lauf-
langenkodierung weniger fiir die direkte Verarbeitung von Bildern, da
sie nicht objektorientiert ist. IThre Verwendung konzentriert sich also
auf die kompakte Bildspeicherung, wobei auch nicht alle Bildtypen mit
diesem Schema erfolgreich komprimiert werden kénnen. Digitalisier-
te Grauwertbilder enthalten beispielsweise immer Rauschen, so dass die
Wahrscheinlichkeit fiir eine ausreichend lange Sequenz von Bildpunkten
mit dem gleichen Grauwert sehr niedrig ist. GroRe Datenreduktionsfak-
toren konnen jedoch bei Bindrbildern und vielen Typen computererzeug-
ter Grauwert- und Farbbilder erzielt werden.
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a b

u]

Abbildung 19.2: Darstellung eines Bindrbildes mit einem Regionen-Quadtree:
a schrittweise Unterteilung des Bindirbildes in Quadranten; b der zugehdrige
Regionen-Quadtree.

19.2.2 Baumstrukturen

Die im vorigen Abschnitt diskutierte Lauflaingenkodierung ist eine zei-
lenorientierte Darstellung von Bindrbildern. Sie verschliisselt also ein-
dimensionale Daten und nicht zweidimensionale; die zweidimensionale
Struktur wird tiberhaupt nicht berticksichtigt. Eine Baumstruktur (ein
Quadtree) basiert dagegen auf dem Prinzip der rekursiven Zerlegung des
Raumes, wie in Abb. 19.2 fiir ein Bindrbild gezeigt ist.

Zunichst wird das gesamte Bild in vier gleichgroRe Quadranten zer-
legt. Enthilt ein Quadrant keine gleichmaRige Region, ist also der Qua-
drant nicht vollstandig durch das Objekt oder den Hintergrund ausge-
fullt, wird er wiederum in vier Unterquadranten zerlegt. Die Zerlegung
endet, wenn nur gleichmaRige Quadranten auftreten oder wenn die Qua-
dranten nur noch einen Bildpunkt enthalten.

Die rekursive Zerlegung kann als eine Datenstruktur dargestellt wer-
den, die in der Informatik als Baum bezeichnet wird (Abb. 19.2b). Die
Zerlegung beginnt in der obersten Ebene des Baumes, der Wurzel. Die
Wurzel entspricht dem gesamten Bindrbild. Sie ist iiber vier Kanten mit
vier Sohnknoten verbunden, die von links nach rechts die Quadranten
NW, NO, SW und SO reprasentieren. Muss ein Quadrant nicht weiter auf-
geteilt werden, wird er als End- oder Blattknoten im Baum dargestellt. Er
wird als schwarz bezeichnet, wenn der Quadrant zu einem Objekt gehort,
und als weil, wenn er zum Hintergrund gehort. Entsprechend werden
in der Darstellung gefiillte bzw. offene Quadrate verwendet. Knoten, die
keine Blattknoten sind, werden weiter unterteilt und als grau bezeichnet.
Sie werden mit offenen Kreisen dargestellt (Abb. 19.2b).

Quadtrees konnen zum Beispiel mit Hilfe des sogenannten Tiefensu-
che-Algorithmus, an der Wurzel beginnend, kodiert werden. Dabei muss
nur der Knotentyp mit Hilfe der Symbole b (schwarz), w (weiR) und g
(grau) gespeichert werden. Wir beginnen den Kode mit dem Wert des
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Wurzelknotens. Dann listen wir die Werte der Sohnknoten von links
nach rechts auf. Jedesmal, wenn wir auf einen grauen Knoten treffen,
setzen wir den Durchlauf des Baums jedoch erst in der nachsttieferen
Ebene fort. Diese Regel wird rekursiv angewandt, d. h., dass wir auf einer
Ebene des Baums nur dann von links nach rechts weitergehen, wenn ein
Ast komplett bis zum Blatt durchlaufen wurde. Deshalb wird diese Art
des Baumdurchlaufs als Tiefensuche (depth-first search) bezeichnet.

Der Quadtree aus Abb. 19.2b ergibt beispielsweise den folgenden
Kode:

ggwwgwwwbbwggwbwbbwgwbwwgbwgbbwww.

Der Kode wird leichter lesbar, wenn wir eine linke Klammer immer dann
setzen, wenn wir im Baum eine Ebene tiefer gehen, und eine rechte Klam-
mer, wenn wir wieder aufsteigen:

ggwwg(wwwb)b)wg(g(wbwb)bwg(wbww))g(bwg(bbww)w)).

Allerdings ist der Kode auch ohne die Klammern eindeutig. Ein Quadtree
ist eine kompakte Darstellung eines Bindrbildes, wenn er viele Blattkno-
ten in hohen Ebenen enthalt. Im schlechtesten Fall jedoch, z.B. bei einem
regelméRigen Schachbrettmuster, befinden sich alle Blattknoten in der
untersten Ebene. Der Quadtree enthdlt dann ebenso viele Blattknoten
wie Bildpunkte und benotigt weit mehr Speicherplatz als die direkte Ma-
trixdarstellung des Binarbildes.

Der hier besprochene Regionen-Quadtree ist nur eine von vielen Mog-
lichkeiten der rekursiven rdaumlichen Zerlegung und der Darstellung ei-
nes Bindrbildes durch eine Baumstruktur. Dreidimensionale Bindrbilder
konnen auf dhnliche Weise unterteilt werden. Das 3D-Bild wird in acht
gleichgroRe Oktanten zerlegt. Die resultierende Datenstruktur wird als
Regionen-Octree bezeichnet. Quadtrees und Octrees haben bei geogra-
phischen Informationssystemen und in der Computergrafik eine groRe
Bedeutung gewonnen.

Quadtrees eignen sich besser fiir die Kodierung von Bildern als die
zeilenorientierte Lauflaingenkodierung. Sie sind jedoch weniger geeig-
net fir die Bildanalyse. Es ist relativ schwer, eine Bildanalyse direkt mit
Quadtrees durchzufiihren. Ohne weiter in die Details zu gehen, kann
man sich dies anhand der einfachen Tatsache plausibel machen, dass
ein um ein Pixel in beliebige Richtung verschobenes Objekt zu einem
vollig anderen Quadtree fiihrt. Regionen-Quadtrees teilen mit der Lauf-
langenkodierung den schwerwiegenden Nachteil, dass sie globale Bild-
zerlegungstechniken sind, aber aus Bildern extrahierte Objekte nicht
kompakt darstellen.

19.2.3 Richtungsketten

Im Gegensatz zur Lauflaingenkodierung und zu den Quadtrees sind Rich-
tungsketten eine objektbezogene Datenstruktur zur effektiven Darstel-
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3

Abbildung 19.3: Richtungskodierung in a einer 8er-Nachbarschaft und b einer
4er-Nachbarschaft.

a b

o+t

Abbildung 19.4: Darstellung von Rdndern mit dem Kettenkode: a 8er-
Nachbarschaft; b 4er-Nachbarschaft.

lung des Randes eines Bindrobjektes auf einem diskreten Gitter. Statt die
Positionen aller Randpixel zu speichern, wahlen wir einen Startbildpunkt
und speichern nur seine Koordinaten. Wenn wir einen Algorithmus ver-
wenden, der das Bild Zeile fiir Zeile abtastet, wird dies der oberste linke
Bildpunkt des Objektes sein. Dann folgen wir dem Rand entgegen dem
Uhrzeigersinn. Bei einer 8er-Nachbarschaft gibt es acht, bei einer 4er-
Nachbarschaft vier mogliche Richtungen, in die man weitergehen kann.
Diese Richtungen kénnen mit einem 3-Bit- oder einem 2-Bit-Kode ver-
schliisselt werden, wie in Abb. 19.3a und b gezeigt. Der Rand und sein
auf diese Weise extrahierter Kode ist in Abb. 19.4 fiir eine 8er- und eine
4er-Nachbarschaft gezeigt.

Die Kettenkodierung hat gegeniiber der Matrixdarstellung eines Bi-
narobjekts eine Reihe offensichtlicher Vorteile:

Zum ersten ist die Kettenkodierung kompakt. Stellen wir uns ein
scheibenformiges Objekt mit einem Durchmesser von R Bildpunkten
vor. Bei einer direkten Matrixdarstellung miissen wir das umgebende
Rechteck des Objekts speichern (siehe Abschn. 19.5.4), also etwa R? Bild-
punkte in R? Bit. Das umgebende Rechteck ist das kleinste das Objekt
einschliefende Rechteck. Verwenden wir einen 8er-Rand, hat die Scheibe
etwa TR Randpunkte. Die Kettenkodierung der R Punkte kann in etwa
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371 R Bit gespeichert werden. Bei Objekten mit einem Durchmesser von
mehr als 10 ist der Kettenkode deshalb eine kompaktere Darstellung.

Zum zweiten ist der Kettenkode eine translationsinvariante Darstel-
lung eines Bindrobjekts. Diese Eigenschaft vereinfacht den Vergleich
von Objekten. Allerdings ist der Kettenkode weder rotations- noch ska-
lierungsinvariant. Dies ist fiir die Objekterkennung ein groRer Nachteil.
Die Kettenkodierung kann jedoch verwendet werden, um rotationsinva-
riante Parameter wie die Flache eines Objekts zu extrahieren.

Zum dritten ist der Kettenkode eine vollstandige Darstellung eines
Objekts oder einer Kurve. Daher konnen wir — zumindest prinzipiell —
jedes beliebige Formmerkmal aus der Kettenkodierung berechnen.

Wie in Abschn. 19.5 gezeigt wird, konnen wir eine Anzahl von Form-
parametern — einschlieflich des Umfangs und der Flache — effizienter
unter Verwendung der Kettencodedarstellung berechnen als in der Ma-
trixdarstellung eines Bindrbildes. Eine Einschrankung ist jedoch, dass
die Kettenkodierung eine digitale Kurve auf einem diskreten Gitter ist
und als solche den Rand des Objektes nur innerhalb der Prizision eines
diskreten Gitters beschreiben kann.

Ist das Objekt nicht zusammenhingend oder hat es Locher, ist mehr
als eine Kettenkodierung zu seiner Darstellung notwendig. Wir miissen
also die Information speichern, ob ein Rand ein Objekt oder ein Loch
umschlieft. Sehr einfach ist die Rekonstruktion eines Bindrbildes aus
der Kettenkodierung. Zunédchst konnen wir den Umriss des Objektes
zeichnen, Innen und AuRen bestimmen und dann eine Fiilloperation zum
Einfarben verwenden.

19.3 Momentenbasierte Formmerkmale

19.3.1 Definitionen

Wir konnten fortfahren, Parameter wie die im letzten Abschnitt zu de-
finieren. Wir erhalten jedoch eine bessere Einsicht in die Formbeschrei-
bung, wenn wir einen systematischen Ansatz wdhlen. In diesem Ab-
schnitt werden wir zunichst Momente fiir Grauwert- und Binarbilder de-
finieren und dann zeigen, wie mit diesem Ansatz hilfreiche Formpara-
meter gewonnen werden konnen. In dhnlicher Weise werden wir Fourier-
deskriptoren im nédchsten Abschnitt einfiihren.

In Abschn. 3.2.2 haben wir Momente verwendet, um die Wahrschein-
lichkeitsdichtefunktion fiir Grauwerte zu beschreiben. Hier erweitern
wir diese Beschreibung auf zwei Dimensionen und definieren die Mo-
mente der Grauwertfunktion g(x) eines Objekts durch

Hp,a = J(xl -x1)P (x2 — X2)1 g(x)d?x, (19.1)
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mit
X; = ing(x)dzx/ Jg(x)dzx. (19.2)

Die Integration wird tiber die Flache des Objekts gebildet. Statt des Grau-
werts konnen wir allgemeiner jedes pixelbasierte Merkmal mit nur posi-
tiven Werten verwenden, um Objektmomente zu berechnen. Der Vektor
X = (x1,x) wird in Analogie zur klassischen Mechnanik als Schwer-
punkt bezeichnet. Betrachten wir g(x) als die Dichte p(x) des Objekts,
dann ist das Moment nullter Ordnung poo die Gesamtmasse des Objekts.

Alle in (19.1) definierten Momente stehen zum Schwerpunkt in Bezie-
hung. Daher werden sie oft als zentrale Momente bezeichnet. Zentrale
Momente sind translationsinvariant und daher zur Beschreibung der Ob-
jektform gut geeignet.

Bei diskreten Bindrbildern reduziert sich die Berechnung der Momen-
te auf

Hpa = 2. (x1 = X71)F (x2 — X2)4. (19.3)

Die Summe schlielt alle Pixel ein, die zum Objekt gehoren. Zur Beschrei-
bung der Objektform konnen wir Momente verwenden, die entweder
auf Bindr-, auf Grauwert- oder auf Merkmalsbildern beruhen. Die aus
Grauwert- oder Merkmalsbildern ermittelten Momente spiegeln nicht nur
die geometrische Form eines Objekts wieder, sondern auch die Vertei-
lung der Merkmale innerhalb des Objekts. Als solche unterscheiden sie
sich grundsatzlich von Momenten, die aus Binadrbildern stammen.

19.3.2 GroReninvariante Momente

Oft werden Formparameter benétigt, die nicht von der GroRe der Objekte
abhdngen. Dies ist immer dann der Fall, wenn Objekte verglichen wer-
den sollen, die aus unterschiedlichen Entfernungen betrachtet werden.
Skalieren wir ein Objekt g(x) mit &, so dass g'(x) = g(x/x), werden
die Momente wie folgt skaliert:

r _ P +a+2
up,q =X “P,q

Dividieren wir dann die Momente durch das Moment nullter Ordnung,
Ho,0, erhalten wir gréfieninvariante Momente:

o Hp,q

K= u(();’z;0+q+2)/2'
Da das Moment nullter Ordnung eines Bindrobjektes die Flache des Ob-
jekts beschreibt (19.3), sind die normalisierten Momente mit einer ent-
sprechenden Potenz der Objektflache zu skalieren. Momente zweiter
Ordnung (p + q = 2) werden beispielsweise mit dem Quadrat der Flache
skaliert.
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Abbildung 19.5: Hauptachsen des Trdgheitstensors eines Objekts fiir die Rotati-
on um den Schwerpunkt.

19.3.3 Momenten-Tensor

Die uiber die Flichenmessung hinausgehende Analyse der Form beginnt
mit Momenten zweiter Ordnung. Denn das Moment nullter Ordnung lie-
fert die Flache oder Gesamtmasse eines Bindr- bzw. Grauwertobjekts,
und die zentralen Momente erster Ordnung sind per Definition null.
Auch hier hilft uns die Analogie zur Mechanik, die Bedeutung der Mo-
mente zweiter Ordnung iz o, Ho2 und pi,1 zu verstehen. Sie enthalten
Terme, in denen die Grauwertfunktion, d.h. die Dichte des Objekts, mit
dem Quadrat der Entfernung vom Schwerpunkt multipliziert wird. Exakt
die gleichen Terme finden wir auch beim Tragheitstensor wieder, der in
Abschn. 13.3.7 besprochen wurde (siehe (13.23) und (13.24)). Die drei
Momente zweiter Ordnung bilden die Komponenten des Trdgheitsten-
sors fir die Rotation des Objekts um seinen Schwerpunkt:

H20 —Hi1
= ’ ’ . 19.4
J [ —H11 Ho,2 ] ( )

Aufgrund dieser Analogie konnen wir alle Ergebnisse aus Abschn. 13.3
auf die Formbeschreibung mit Momenten zweiter Ordnung tibertragen.

Die Orientierung des Objekts ist definiert als der Winkel zwischen der
x-Achse und der Achse, um die das Objekt mit minimaler Tragheit ge-
dreht werden kann. Dies ist der Eigenvektor zum minimalen Eigenwert.
In dieser Richtung hat das Objekt seine grote Ausdehnung (Abb. 19.5).
Nach (13.12) ergibt sich der Orientierungswinkel zu

2011
H2,0 — Ho,2

Als MaB fir die Exzentrizitdt ¢ konnen wir die GroRe verwenden,
die wir bei der lokalen Orientierung als KohdrenzmaR definiert haben

¢ = %arctan (19.5)
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Abbildung 19.6: Veranschaulichung der Parameterdarstellung einer geschlos-
senen Kurve. Der Parameter p ist die Pfadlidnge vom Startpunkt [x, yo]T aus
entgegen dem Urzeigersinn. Eine dquidistante Abtastung der Kurve mit P Punk-
ten ist ebenfalls gezeigt.

(13.15):

(M2,0 — Ho2)? + 4“%,1
€= .
(H2,0 + Ho,2)?

Die Exzentrizitdt nimmt Werte von 0 bis 1 an. Sie ist O bei einem runden
Objektund 1 bei einem linienférmigen Objekt. Sie ist also eine besser de-
finierte GroRe als die Rundheit mit ihrem nichtnormierten Wertebereich
(Abschn. 19.5.3).

Die Formbeschreibung durch Momente zweiter Ordnung in dem Mo-
menten-Tensor modelliert das Objekt im wesentlichen als Ellipse. Die
Kombination der drei Momente zweiter Ordnung zu einem Tensor er-
gibt zwei rotationsinvariante Terme, die Spur p»o + o2 des Tensors,
welche die radiale Verteilung der Merkmale im Objekt beschreibt, und
die Exzentrizitat (19.6), welche ein MaR fiir die Rundheit ist, sowie einen
Term, der die Orientierung des Objekts misst. Momente erlauben eine
vollstandige Formbeschreibung [161]. Sie wird um so detaillierter, je
mehr Momente hdherer Ordnung verwendet werden.

(19.6)

19.4 Fourierdeskriptoren

19.4.1 Kartesische Fourierdeskriptoren

Die Fourierdeskriptoren verwenden wie die Kettenkodierung nur die Ob-
jektrander, beschreiben eine Kurve jedoch nicht auf einem diskreten Git-
ter. Fourierdeskriptoren konnen fiir kontinuierliche oder abgetastete
Kurven formuliert werden. Betrachten wir die in Abb. 19.6 gezeichnete
geschlossene Kurve. Wir konnen sie in Parameterdarstellung wiederge-
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ben, indem wir die Pfadlinge p von einem Startpunkt [xo, yo]T aus als
Parameter verwenden.

Es ist nicht einfach, eine Kurve mit gleichmaRig voneinander entfern-
ten Abtastpunkten zu erzeugen. Diskrete Randkurven wie Richtungs-
ketten haben in dieser Hinsicht schwerwiegende Nachteile. Bei einer
8er-Nachbarschaft sind die Abtastpunkte nicht dquidistant, wohl aber
bei einer 4er-Nachbarschaft. Hier ist jedoch der Rand ausgefranst, weil
die Teilstiicke der Randkurve nur in horizontale und vertikale Richtung
verlaufen konnen. Daher ist der Umfang eher zu groR. Es ist also keine
gute Idee, eine kontinuierliche Randkurve aus Punkten auf einem regel-
maRigen Gitter zu bilden. Die einzige Alternative ist, Objektrander sub-
pixelgenau direkt aus den Grauwertbildern zu extrahieren, was jedoch
keine leichte Aufgabe darstellt. Damit ist die korrekte Bestimmung der
Fourierdeskriptoren aus Konturen in Bildern immer noch ein herausfor-
derndes Forschungsthema.

Eine kontinuierliche Randkurve hat die Komponenten x (p) und y (p).
Wir kénnen diese beiden Kurven mit den komplexen Zahlen z(p) =
x(p) + iy (p) zu einer zyklischen Kurve kombinieren. Ist P der Umfang
der Kurve, dann gilt:

z(p+nP)=z(p) neld. (19.7)

Eine zyklische oder periodische Kurve kann in eine Fourierreihe ent-
wickelt werden. Die Koeffizienten der Fourierreihe werden folgenderma-
Ren bestimmt:

)4 _ .
2v:lj z(p) exp (M> dp uez (19.8)
P Jo P

Aus den Fourierkoeffizienten kann wieder die periodische Kurve rekon-
struiert werden:

z(p) = > Zyexp (2”%) ) (19.9)

Die Koeffizienten Z,, werden als kartesische Fourierdeskriptoren der Rand-

kurve bezeichnet. Die geometrische Bedeutung der Deskriptoren lasst
sich leicht erkennen. Der erste Koeffizient

.1 (F 1 (P o P
20=7 JO z(p)dp = P Jo x(p)dp + %JO y(p)dp (19.10)

liefert den Mittelpunkt oder das Zentroid der Randkurve. Der zweite
Koeffizient beschreibt einen Kreis:

z1(p) = 21 exp (2”%) =1y exp (i + 2mip/P). (19.11)
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Abbildung 19.7: Rekonstruktion der Form durch eine steigende Anzahl von Fou-
rierdeskriptoren fiir a den Buchstaben L und b den Buchstaben T (mit 2, 3, 4 und
8 Fourierdeskriptorpaaren).

Der Radius r; und der Startpunkt bei einem Winkel von ¢, werden durch
Z1 = r1exp(igp) bestimmt. Der Koeffizient Z_; ergibt ebenfalls einen
Kreis, der jedoch in entgegengesetzter Richtung (mit dem Uhrzeiger)
durchlaufen wird:

z1(p) =r-1exp (ip-y - 2mip/P), (19.12)

Mit beiden komplexen Koeffizienten zusammen — insgesamt also vier
Parametern — kann eine Ellipse mit beliebigen Halbachsen a und b, be-
liebiger Orientierung ¢ und beliebigem Startwinkel ¢ auf der Ellipse
gebildet werden. Als Beispiel betrachten wir ¢, = @_1 = 0. Dann ist

zZ1+2z.1= (1 +71) -cCos (?) +1i(r1 — 72) sin (ZNTp) . (19.13)
Dies ist die Parameterform einer Ellipse, deren Halbachsen parallel zu
den Achsen des Koordinatensystems ausgerichtet sind und deren Start-
punkt auf der x-Achse liegt.

Aus dieser Diskussion sehen wir, dass Fourierdeskriptoren immer
paarweise auftreten. Die Paarung von Koeffizienten héherer Ordnung
ergibt ebenfalls eine Ellipse. Diese Ellipsen werden jedoch n-mal durch-
laufen. Die Uberlagerung mit der Basisellipse des ersten Paares bedeutet,
dass die Fourierdeskriptoren hoherer Ordnung immer mehr Details zur
Randkurve beisteuern. Zur Erlduterung betrachten wir die Rekonstruk-
tion der Buchstaben T und L mit einer steigenden Zahl von Fourierde-
skriptoren (Abb. 19.7). Das Beispiel zeigt, dass nur wenige Koeffizienten
zur Beschreibung selbst recht komplizierter Formen notwendig sind.

Fourierdeskriptoren konnen auch leicht aus abgetasteten Randern z,,
berechnet werden. Ist der Umfang der geschlossenen Kurve P, miissen
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N Abtastpunkte in gleichméRigen Abstinden P/N abgegriffen werden
(Abb. 19.6). Dann ist

1Nt 21mTinv
2, = N Z Zn eXp (— N ) (19.14)
n=0

Alle anderen Gleichungen gelten auch fiir abgetastete Rander. Die
Abtastung hat lediglich die Fourierreihe in eine diskrete Fouriertransfor-
mierte mit nur N Wellenzahlkoeffizienten verandert. Die Koeffizienten
nehmen die Werte von 0 bis N — 1 oder von —N/2 bis N/2 — 1 an (siehe
auch Tabelle 2.1).

19.4.2 Polare Fourierdeskriptoren

Ein alternativer Ansatz zu den Fourierdeskriptoren verwendet eine an-
dere Parameterisierung der Randkurve. Statt der Pfadlange p wird der
Winkel 6 verwendet, den die Gerade durch den Mittelpunkt und den
betrachteten Punkt auf der Randkurve mit der x-Achse bildet. Dann be-
schreiben wir den Objektrand mit Hilfe des Objektradius als Funktion
des Winkels. Wir benétigen lediglich eine reellwertige Sequenz r mit N
Punkten in gleichen Winkelabstanden zur Beschreibung des Randes. Die
Koeffizienten der diskreten Fouriertransformierten dieser Sequenz,

2"”“’), (19.15)

1 N-1
Ty = Nngorn exp (— N

werden als polare Fourierdeskriptoren des Rands bezeichnet. Hier ist
der erste Koeffizient 7y gleich dem mittleren Radius. Polare Fourierde-
skriptoren kénnen nicht fiir alle Randtypen verwendet werden. Die ra-
diale Randparameterisierung + () muss eindeutig sein. Aufgrund dieser
gewichtigen Einschrankung betrachten wir im weiteren nur kartesische
Fourierdeskriptoren.

19.4.3 Objektsymmetrien

Symmetrien konnen in Fourierdeskriptoren leicht detektiert werden. Hat
die Kontur eine m-zahlige Rotationssymmetrie, konnen nur die Deskrip-
toren zj-ym,m ungleich null sein. Dies ist in Abb. 19.8 am Beispiel der
Fourierdeskriptoren einer vertikalen Linie, eines Dreiecks und eines Qua-
drats gezeigt. Ist die Kontur die Spiegelung einer anderen Kontur, sind
die Fourierdeskriptoren zueinander konjugiert komplex.

Fourierdeskriptoren konnen auch fiir nichtgeschlossene Kurven ver-
wendet werden. Um solche Kurven zu schlieRen, verfolgen wir sie ein-
fach vorwirts und anschlieRend wieder riickwérts. Offene Kurven kon-
nen einfach erkannt werden, da ihre Flache null ist. Aus (19.17) kénnen
wir dann schliefen, dass |Z_,| = |2, |. Beginnt der Durchlauf an einem
der Endpunkte, ist sogar Z_, = Z,.
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Abbildung 19.8: Auswirkung der Symmetrie eines Objekts auf seine Fourierde-
skriptoren a des Buchstaben L, b einer Linie, ¢ eines Dreiecks und d eines Qua-
drats. Die Abbildungen zeigen die Betrdige der Fourierdeskriptoren vonv = —16
bisv = 16.

19.4.4 Invariante Objektbeschreibung

Translationsinvarianz. Die Position des Objekts beeinflusst nur einen
einzigen Koeffizienten, namlich Zy. Alle anderen Koeffizienten sind trans-
lationsinvariant.

Skalierungsinvarianz. Wird die Kontur mit einem Koeffizienten « ska-
liert, werden auch alle Fourierdeskriptoren mit « skaliert. Bei einem Ob-
jekt mit einer Flache ungleich null, dessen Kontur entgegen dem Uhrzei-
gersinn verfolgt wird, ist der erste Koeffizient immer ungleich null. Also
konnen wir alle Fourierdeskriptoren auf |Z;| beziehen, um skalierungs-
invariante Deskriptoren fiir die Objektgestalt zu erhalten. Man beachte,
dass die skalierten Deskriptoren immer noch die vollstandige Informa-
tion enthalten.

Rotationsinvarianz. Wird eine Kontur um den Winkel ¢ entgegen dem
Uhrzeigersinn gedreht, wird der Fourierdeskriptor Z, entsprechend dem
Verschiebungstheorem der Fouriertransformation mit dem Phasenfak-
tor exp(iv@o) multipliziert (Theorem 3, S. 53, > R4). Durch diese ein-
fache Verschiebungseigenschaft wird die Konstruktion rotationsinvari-
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Abbildung 19.9: Bedeutung der Phase fiir die Beschreibung der Gestalt mit Fou-
rierdeskriptoren: Neben den Originalbuchstaben (links) sind drei zuftllige Pha-
senvariationen bei unverdndertem Betrag der Fourierdeskriptoren gezeigt.

anter Fourierdeskriptoren einfach. Wir konnen beispielsweise die Phase
aller Fourierdeskriptoren zur Phase @, von Z; in Beziehung setzen und
die Phasenverschiebung v @, von den Phasen der anderen Deskriptoren
subtrahieren. Dann enthalten die Deskriptoren die Phasendifferenz zur
Phase des ersten Deskriptors und sind damit bis auf den ersten rotati-
onsinvariant.

Sowohl Fourierdeskriptoren (Abschn. 19.4) als auch Momente (Ab-
schn. 19.3) liefern die Grundlagen fiir skalierungs- und rotationsinva-
riante Formparameter. Die Fourierdeskriptoren sind das vielseitigere
Instrument. Allerdings beschrinken sie die Objektbeschreibung auf die
Randkurve, wahrend Momente von Grauwertobjekten auch die raumli-
che Verteilung der Grauwerte in einem Objekt berticksichtigen.

Idealerweise beschreiben Formparameter die Form eines Objekts voll-
standig und eindeutig. Das bedeutet, dass unterschiedliche Formen nicht
auf denselben Merkmalssatz abgebildet werden diirfen. Der Betrag der
Fourierdeskriptoren liefert eine skalierungs- und rotationsinvariante, je-
doch unvollstiandige Formbeschreibung. Abbildung 19.9 zeigt am Bei-
spiel der Buchstaben T und L, welche unterschiedlichen Objektformen
bei zufélliger Veranderung der Phase unter Beibehaltung der Deskriptor-
betrdge entstehen.

Nur der komplette Satz der Fourierdeskriptoren gewahrleistet daher
eine eindeutige Formbeschreibung. Man beachte, dass fiir jede Invarianz
ein Freiheitsgrad verlorengeht. Bei der Translationsinvarianz lassen wir
den Fourierdeskriptor Z( aus (zwei Freiheitsgrade). Bei der Skalierungs-
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invarianz setzen wir den Betrag des Fourierdeskriptors Z; auf eins (ein
Freiheitsgrad), und fiir die Rotationsinvarianz setzen wir alle Phasen zur
Phase von Z; in Beziehung (ein weiterer Freiheitsgrad). Liegen alle drei
Invarianzen vor, fehlen uns vier Freiheitsgrade.

Die Eleganz der Fourierdeskriptoren besteht darin, dass diese Invari-
anzen in den ersten beiden Fourierdeskriptoren enthalten sind. Normie-
ren wir alle anderen Fourierdeskriptoren auf die Phase und den Betrag
des zweiten Fourierdeskriptors, haben wir eine vollstdndige translati-
ons-, rotations- und skalierungsinvariante Beschreibung der Form eines
Objekts. Lassen wir Fourierdeskriptoren hoherer Ordnung weg, konnen
wir kontrolliert feine Details aus der Formbeschreibung entfernen.

Ein MaR fiir Formunterschiede ergibt sich, wenn wir berticksichtigen,
dass Fourierdeskriptoren einen komplexwertigen Vektor bilden. Dann
gilt fir den Betrag des Differenzvektors:

N/2-1 )
dzz= > |2y-2,|°. (19.16)
v=—N/2

Je nachdem, welche Normalisierung wir auf die Fourierdeskriptoren an-
wenden, ist dieses Mal} skalierungs- und/oder rotationsinvariant.

19.5 Formparameter

Nach der Diskussion der verschiedenen Moglichkeiten der Darstellung
binédrer Objekte, die aus Bilddaten extrahiert wurden, wenden wir uns
nun der Frage zu, wie die Form dieser Objekte beschrieben werden kann.
Dieser Abschnitt beschrankt sich auf elementare geometrische Parame-
ter wie Flache und Umfang.

19.5.1 Flache

Einer der einfachsten Formparameter ist die Fldche A eines Objekts. Bei
einem diskreten Binérbild ist die Fliche durch die Anzahl der Bildpunk-
te gegeben, die zum Objekt gehoren. Bei der Matrix- oder Pixellistendar-
stellung des Objekts bedeutet daher die Flachenberechnung einfach eine
Zahlung der Pixel. Auf den ersten Blick scheint die Flachenberechnung
eines Objekts, das durch den Kettenkode beschrieben ist, eine komplexe
Operation zu sein. Das Gegenteil ist jedoch der Fall. Die Flachenberech-
nung aus der Kettenkodierung ist weit schneller als die Pixelzdhlung, da
der Objektrand nur einen kleinen Teil der Pixel eines Objekts enthalt und
nur zwei Additionen pro Randpixel erfordert.

Der Algorithmus arbeitet dhnlich einer numerischen Integration. Wir
stellen uns eine horizontale Basislinie in einer beliebigen vertikalen Po-
sition im Bild vor. Dann beginnen wir die Integration der Fliche am
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Tabelle 19.1: Berechnung der Fldche eines Objekts aus dem Kettenkode. Zu
Beginn werden die Fldichen eins gesetzt. Mit jedem Schritt werden die Fldche und
der Umfang B entsprechend dem Wert des Kettenkodes erhoht; nach Zamperoni

[219].

Kettenkode Flachenzunahme Zunahme von B

0 +B 0
+B 1
0 1

-B+1 1

-B+1 0

-B+1 1

-1
-1

NOoO v W=

+B

obersten Pixel des Objekts. Die Entfernung dieses Punktes zur Basisli-
nie bezeichnen wir mit B. Dann folgen wir dem Objektrand und erhéhen
die Flache des Objekts entsprechend den Angaben in Tabelle 19.1. Bewe-
gen wir uns beispielsweise nach rechts (Kettenkode 0), nimmt die Flache
um B zu. Bewegen wir uns nach oben rechts (Kettenkode 1), nimmt die
Flache ebenfalls um B zu, aber B muss auch um 1 erhéht werden, weil
sich die Entfernung zwischen dem Randpixel und der Basislinie erhoht
hat. Bei allen Bewegungen nach links wird die Flaiche nur um B — 1 ver-
ringert, da die korrekte Hohe einer Saule aus C Pixel C und nicht C — 1
ist. Auf diese Weise subtrahieren wir die Fldche zwischen dem unteren
Rand des Objekts und der Basislinie, welche zundchst bei der Flachenbe-
rechnung wihrend der Bewegung nach rechts falschlicherweise addiert
wurde. Zu Beginn wird die Flache auf eins gesetzt.

Die Fldiche kann auch direkt aus den Fourierdeskriptoren berechnet

werden durch
N/2-1

A=1 > vz A (19.17)
v=—N/2

Dies ist ein schneller Algorithmus, der héchstens so viele Operationen
benotigt, wie die Randkurve Punkte enthdlt. Die Fourierdeskriptoren
haben den zusatzlichen Vorteil, dass wir die Flache fiir einen bestimm-
ten Glattheitsgrad berechnen kéonnen, indem wir nur eine entsprechen-
de Anzahl von Fourierdeskriptoren berticksichtigen. Je mehr Fourierde-
skriptoren wir verwenden, desto detaillierter wird die Randkurve, wie in
Abb. 19.7 gezeigt.
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19.5.2 Umfang

Der Umfang ist ein anderer geometrischer Parameter, der einfach aus der
Kettenkodierung des Objektrandes berechnet werden kann. Wir miissen
lediglich die Lange des Kettenkodierung zdhlen und bertiicksichtigen,
dass diagonale Schritte um den Faktor /2 linger sind. Der Umfang p
ergibt sich dann bei einem 8er-Nachbarschaft-Kettenkodierung zu

p = MNe +V2n,, (19.18)

wobei 1, und n, jeweils die Anzahl der Kettenkodes mit geradem bzw.
ungeradem Kode sind. Die Schritte mit ungeradem Kode gehen in Dia-
gonalenrichtung.

Im Gegensatz zur Fliche ist der Umfang ein Parameter, der vom
Rauschpegel im Bild beeinflusst wird. Je hoher der Rauschpegel ist, desto
welliger und damit langer wird die Berandung eines Objekts bei der Seg-
mentierung. Das bedeutet, dass Vorsicht geboten ist, wenn aus verschie-
denen Bildern extrahierte Rander verglichen werden. Wir miissen uns
vergewissern, dass die Glattheit der Rdnder in allen Bildern vergleichbar
ist.

Leider gibt es keine einfache Formel zur Berechnung des Umfangs
aus Fourierdeskriptoren, da die Berechnung des Umfangs von Ellipsen
zu elliptischen Integralen fiihrt. Allerdings ergibt sich der Umfang in
guter Ndherung direkt aus der Konstruktion der Randkurve mit Abtast-
punkten in gleichmaRigen Abstanden durch die Anzahl der Abtastpunk-
te multipliziert mit dem mittleren Abstand zwischen den Punkten.

19.5.3 Rundheit

Flache und Umfang sind die beiden Parameter, welche die Grofle eines
Objekts auf die eine oder andere Weise beschreiben. Um Objekte ver-
gleichen zu kénnen, die aus unterschiedlichen Entfernungen beobachtet
werden, miissen wir Formparameter verwenden, die von der GroRe des
Objekts in der Bildebene unabhédngig sind. Die Rundheit ist einer der
einfachsten Parameter dieser Art. Sie ist folgendermalen definiert:
p2

c="r (19.19)
Die Rundheit ist eine dimensionslose Zahl mit einem Minimalwert von
41t = 12,57 fur Kreise. Sie ist 16 fiir Quadrate und 12+/3 = 20, 8 fiir
ein gleichseitiges Dreieck. Sie geht generell gegen groRe Werte fiir aus-
gestreckte, lange Objekte.

Flache, Umfang und Rundheit sind Formparameter, die nicht von der
Orientierung des Objekts auf der Bildebene abhdngen. Daher sind sie
hilfreich zu einer von der Orientierung unabhingigen Unterscheidung
von Objekten.
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19.5.4 Umgebendes Rechteck

Ein anderer einfacher und niitzlicher Parameter fiir die grobe Beschrei-
bung der GroRe eines Objekts ist das umgebende Rechteck (englisch
bounding box). Es ist definiert als das Rechteck, das gerade groR ge-
nug ist, um alle Objektbildpunkte aufzunehmen. Dieses Rechteck lie-
fert auch eine grobe Beschreibung der Form des Objekts. Im Gegen-
satz zur Flache (Abschn. 19.5.1) ist sie nicht rotationsinvariant. Sie wird
es jedoch, wenn das Objekt zunachst in eine Standardorientierung ge-
dreht wird, zum Beispiel tiber die Orientierung des Momententensors
(Abschnitt 19.3.3). In jedem Fall ist das umgebende Rechteck ein hilfrei-
ches Merkmal, wenn eine weitergehende objektorientierte Pixelbearbei-
tung wie die Extraktion der Objektpixel notwendig ist.

19.6 Literaturhinweise zur Vertiefung*

Eine ausfiihrliche Behandlung der verschiedenen Baumstrukturen und ihrer An-
wendungen gib Samet [ , ]. Eine detaillierte Diskussion der momenten-
basierten Formanalyse mit dem Schwerpunkt auf invarianten Merkmalen findet
sich in der Monographie von Reiss | ]. Grauwertbasierte invariante Form-
merkmale werden von Burkhardt und Siggelkow [19] diskutiert.
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20.1 Einleitung

Mit der Erfassung und Beschreibung der Form detektierter Objekte mit
passenden Operatoren (Kapitel 19) ist die Bildverarbeitung fiir manche
Aufgabenstellungen beendet, fiir andere nicht. Das hiangt im wesentli-
chen von der Fragestellung an die Bildverarbeitung ab. Am besten lasst
sich dieser Unterschied mit praktischen Beispielen verstandlich machen.

Viele Anwendungen der Bildverarbeitung beschéaftigen sich mit der
Analyse der GroRenverteilung und Form von Partikeln wie Blasen, Aero-
solen, Tropfen, Pigmenten oder Zellkernen. Mit den in Abschn. 19.5.1
und 19.3 besprochenen Methoden bestimmen wir Flache und Form der
detektierten Partikel. Mit diesen Parametern konnen die gestellten Fra-
gen beantwortet werden. Zum Beispiel konnen wir Histogramme der Par-
tikelflache berechnen (Abb. 20.1c). Dieses Vorgehen ist fiir eine ganze
Klasse wissenschaftlicher Anwendungen typisch. Sie ist dadurch cha-
rakterisiert, dass die zu untersuchenden Parameter eindeutig und un-
mittelbar aus den Bilddaten gewonnen werden kénnen.

Bei komplexeren Anwendungen ergibt sich die Notwendigkeit, ver-
schiedene Objektklassen in einem Bild zu unterscheiden, so zum Bei-
spiel bei typischen Inspektionsaufgaben in der Industrie. Liegen die Ab-
messungen eines Teils innerhalb einer gewissen Toleranzgrenze? Sind
Gegenstande vollstandig? Sind irgendwelche Fehler, wie z.B. Kratzer, zu
erkennen? Als Ergebnis der Analyse besteht das untersuchte Teil entwe-
der den Test oder wird einer bestimmten Fehlerklasse zugewiesen.

Die Zuweisung von Objekten zu bestimmten Klassen ist — wie vie-
le andere Aspekte der Bildverarbeitung und -analyse — ein interdiszi-
plindres Problem und nicht spezifisch fiir die Bildanalyse. In diesem
Zusammenhang ist die Bildanalyse Teil des allgemeineren Forschungs-
gebietes der Mustererkennung. Eine klassische, allgemein bekannte An-
wendung der Mustererkennung ist die Spracherkennung. Das gespro-
chene Wort ist Teil eines eindimensionalen akustischen Signals (einer
Zeitserie). Die Aufgabe der Klassifizierung besteht darin, die Laute, Wor-
ter und Satze der gesprochenen Sprache zu erkennen. Die entsprechen-
de Aufgabe in der Bildverarbeitung ist Schrifterkennung (optical charac-
ter recognition, OCR), also die Erkennung von Buchstaben und Worten in
einem geschriebenen Text.

541
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Abbildung 20.1: Schritte zur Analyse der Grofienverteilung von Partikeln (Lin-
sen): a Originalbild, b Bindrbild und c Fldchenverteilung.

Die Klassifizierung wird generell dadurch kompliziert, dass die Be-
ziehung zwischen den interessierenden Parametern und den Bilddaten
nicht immer offensichtlich ist. Die Objektklassen konnen oft nicht ei-
nem bestimmten Wertebereich eines Merkmals im Bild zugeordnet wer-
den, sondern miissen zunidchst anhand von optischen Merkmalen im
Bild identifiziert werden. Durch welche Eigenschaften konnen wir z.B.
Linsen, Pfefferkérner und Sonnenblumenkerne voneinander unterschei-
den (Abb. 20.2)? Die Beziehung zwischen den optischen Eigenschaften
und den Objektklassen erfordert eine sorgfaltige Untersuchung der Bild-
daten. Wir veranschaulichen die komplexen Beziehungen zwischen Ob-
jekteigenschaften und ihren optischen Eigenschaften anhand zweier Bei-
spiele.

Die Kartierung von Waldschdden ist eines von vielen grofen Proble-
men, denen Umweltwissenschaftler gegeniiberstehen. Die Aufgabe be-
steht darin, tiber Fernerkundung das Ausmal der Waldschéiden aus Luft-
und Satellitenbildern zu kartieren und zu klassifizieren. In diesem Bei-
spiel ist der komplexe Zusammenhang zwischen den verschiedenen For-
men von Waldschdden und den Bildmerkmalen nicht von vornherein
klar. Es sind vielmehr Untersuchungen notwendig, die diese komplexen
Zusammenhdénge erst kldren, indem Luftbilder mit am Boden kartogra-



20.1 Einleitung 543

i .-O'“._.-O h.-.eo‘

Abbildung 20.2: Klassifikation: Welche der Samen sind Pfefferkérner, Linsen,
Sonnenblumenkerne oder keines von den dreien? a Originalbild und b Bindirbild
nach Segmentierung.

phierten Waldschiden verglichen werden. Es ist zu erwarten, dass ein
Merkmal nicht ausreichend sein wird, sondern dass unter Umstianden
viele Merkmale benotigt werden.

In der Medizin und in der Biologie gibt es viele dhnliche Anwendun-
gen. Eine der Standardfragen in der Medizin ist die Unterscheidung zwi-
schen ,gesund” und ,krank“. Auch hier erwarten wir keine einfachen Be-
ziehungen zwischen diesen beiden Objektklassen und den Merkmalen
der Objekte.

Nehmen wir als weiteres Beispiel die Objekte in Abb. 20.3. Wir haben
kein Problem dabei, zu erkennen, dass alle Objekte bis auf eines Lampen
sind. Wie kann jedoch ein Computersystem diese Aufgabe ausfiihren?
Welche Eigenschaften konnen wir extrahieren, die zur Erkennung der
Lampen notwendig sind? Obwohl wir leicht die Lampen in Abb. 20.3 er-
kennen, fiithlen wir uns recht hilflos, wenn wir angeben sollen, wie ein
Computersystem dies tun sollte. Offensichtlich ist dies ein komplexes
Problem. Wir kénnen eine Lampe erkennen, weil wir zuvor schon viele
andere Lampen gesehen haben und dieses gespeicherte Wissen verglei-
chen mit dem, was wir in dem Bild sehen. Aber wie ist dieses Wissen
gespeichert und wie wird der Vergleich durchgefiihrt? Es ist offensicht-
lich, dass dies nicht nur eine Datenbank mit geometrischen Formen sein
kann. Wir wissen auch, in welchen Umgebungen Lampen auftauchen und
fiir welchen Zweck sie benutzt werden. Die Untersuchung von Proble-
men dieser Art sind Teil eines Forschungsbereiches, der kiinstliche Intel-
ligenz (KI, englisch artificial intelligence oder AI) genannt wird.

Im Bezug auf wissenschaftliche Anwendungen ist auBerdem ein ande-
rer Aspekt der Klassifikation von Interesse. Da bildverarbeitende Techni-
ken zu den treibenden Kraften des wissenschaftlichen Fortschritts in den
experimentellen Naturwissenschaften gehoren, geschieht es oft, dass un-
bekannte Objekte in Bildern auftauchen, fiir die es noch kein Klassifika-
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Abbildung 20.3: Wie kénnen wir erkennen, dass alle Objekte bis auf eines Lam-
pen sind?

tionsschema gibt. Dann ist die Aufgabe, aus dem gewonnenen Bildmate-
rial neue Objektklassen zu entdecken. Dazu bedarf es Klassifizierungs-
methoden, die kein Vorwissen bendtigen.

Zusammenfassend konnen wir festhalten, dass die Klassifikation zwei
grundlegende Aufgaben umfasst:

1. Die Beziehung zwischen den Bildeigenschaften (optische Signatur)
und den Objektklassen muss so detailliert wie moglich herausgear-
beitet werden. Diese Aufgabenstellung gehort zum Teil in das Appli-
kationsgebiet und zum Teil in das Gebiet der Bildgewinnung, wie wir
es in den Kapitel 6-8 behandelt haben.

2. Aus der Vielzahl moglicher Bildeigenschaften miissen wir einen opti-
malen Satz herausfinden, mit dem sich mit einer moglichst einfachen
Klassifizierungsmethode die Objekte mit moglichst wenig Fehlern in
die verschiedenen Klassen einteilen lassen. Die Aufgabe der Klas-
sifizierung ist Gegenstand diesen Kapitels. Wir behandeln hier nur
einige grundlegende Fragen wie die Auswahl der geeigneten Art und
Anzahl von Merkmalen (Abschn. 20.2) und einige einfache Klassifi-
zierungstechniken (Abschn. 20.3).
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20.2 Merkmalsraum

20.2.1 Pixel- und objektbasierte Klassifizierung

Wir konnen zwei Typen von Klassifizierungsprozeduren unterscheiden:
die pixelbasierte und die objektbasierte Klassifizierung. In komplexen
Fallen gelingt eine Objektsegmentierung nicht mit einem einzigen Merk-
mal. Dann miissen mehrere Eigenschaften verwendet werden sowie ein
Klassifizierungsprozess, der unterscheiden kann, welcher Bildpunkt zu
welchem Objekttyp gehort.

Die sehr viel einfachere objektbasierte Klassifizierung kann einge-
setzt werden, falls die verschiedenen Objekte gut vom Hintergrund zu
unterscheiden sind und sich nicht bertihren und tiberlappen. Wenn die
Bilddaten es erlauben, sollte die objektbasierte Klassifizierung verwen-
det werden, da der zu bewiltigende Datenaufwand sehr viel geringer
ist. Dann konnen alle auf Pixeln beruhenden Eigenschaften wie mittlerer
Grauwert, lokale Orientierung, lokale Wellenzahl und Grauwertvarianz,
die zuvor in Kapitel 11-14 besprochen wurden, iiber die gesamte Objekt-
flache gemittelt werden und zur Beschreibung der Objekteigenschaften
dienen. Zusatzlich kénnen wir all die Parameter verwenden, welche die
Objektform beschreiben (Kapitel 19). Manchmal ist es notwendig, bei-
de Klassifizierungsprozesse einzusetzen: zuerst den pixelbasierten zur
Trennung der Objekte voneinander und vom Hintergrund und danach
einen objektbasierten zur Klassifizierung der geometrischen Eigenschaf-
ten der Objekte.

20.2.2 Cluster

Eine Gruppe von P Eigenschaften bildet einen P-dimensionalen Raum
M, der als Merkmalsraum bezeichnet wird. Jeder Bildpunkt oder jedes
Objekt wird in diesem Raum als Merkmalsvektor dargestellt. Wird eine
Objektklasse durch die Merkmale gut definiert, sollten alle Merkmals-
vektoren dieser Klasse im Merkmalsraum nahe beieinander liegen. Wir
betrachten die Klassifizierung als einen statistischen Prozess und weisen
jeder Objektklasse eine P-dimensionale Wahrscheinlichkeitsdichtefunk-
tion zu. Diese Funktion koénnen wir abschitzen, indem wir Messwerte
einer bestimmten Objektklasse nehmen, den Merkmalsvektor berechnen
und den Wert des zugehorigen Punktes im diskreten Merkmalsraum in-
krementieren. Diese Prozedur entspricht der Berechnung eines allgemei-
nen P-dimensionalen Histogramms (Abschn. 3.2.1). Besitzt eine Objekt-
klasse eine enge Wahrscheinlichkeitsverteilung im Merkmalsraum, spre-
chen wir von einem Cluster. Objekte konnen in bestimmte Objektklassen
separiert werden, wenn die Cluster der unterschiedlichen Objektklassen
gut voneinander getrennt sind. Haben wir weniger gute Merkmale vor-
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Abbildung 20.4: Merkmale zur Klassifizierung verschiedener Samenkérner aus
Abb. 20.2 in die Klassen Pfefferkorner, Linsen und Sonnenblumenkerne: Histo-
gramm der Merkmale a Fldiche und b Exzentrizitdt; ¢ zweidimensionaler Merk-
malsraum mit beiden Eigenschaften.

liegen, iiberlappen sich die Cluster, oder es existieren sogar keine. In
diesen Fallen ist eine fehlerfreie Klassifizierung nicht moéglich.

20.2.3 Selektion von Merkmalen

Wir beginnen mit dem Beispiel der Klassifizierung der verschiedenen
Samen in Abb. 20.2 in die drei Klassen Pfefferkorner, Linsen und Son-
nenblumenkerne. In Abb. 20.4a und b sind die Histogramme der Eigen-
schaften Flache und Exzentrizitdt abgebildet ((19.6) in Abschn. 19.3.3).
Wiéhrend das Flachenhistogramm zwei ausgepragte Maxima zeigt, sehen
wir bei der Exzentrizitdt nur eines. In jedem Fall genligt nur eines der
beiden Merkmale zur Unterscheidung der drei Klassen nicht. Mit beiden
konnen wir jedoch zumindest zwei Cluster identifizieren (Abb. 20.4c¢).
Sie bilden die Pfefferkorner und die Linsen ab. Beide Samen sind fast
rund und haben demnach eine niedrige Exzentrizitat zwischen O und 0,2,
so dass diese Klassen im Exzentrizitdtsdiagramm in einem Peak zusam-
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Abbildung 20.5: a Eindimensionaler Merkmalsraum mit drei Objektklassen. b
Erweiterung des Merkmalsraums mit einem zweiten Merkmal. Die grau einge-
fcirbten Fldichen geben die Bereiche an, in denen die Hdufigkeit der entsprechen-
den Klasse ungleich null ist. In beiden Fdllen sind dieselben Objektklassen gezeigt.

menfallen (Abb. 20.4b). Die Sonnenblumenkerne bilden keinen dichten
Cluster, da sie in Form und GroRe stark variieren. Offensichtlich konnen
sie jedoch in der GroRe Linsen dhneln, weshalb die Flache als alleiniges
Merkmal nicht ausreicht.

In Abb. 20.4c erkennen wir auch mehrere Ausreiler. Zum einen sind
da einige kleine Objekte mit hoher Exzentrizitiat. Dies sind Objekte am
Bildrand, die nur teilweise ins Bild hineinragen (Abb. 20.2). Zum ande-
ren gibt es auch finf groRe Objekte dort, wo Linsen so dicht beieinander
liegen, dass sie zu groReren Objekten verschmolzen erscheinen. Diese
Objekte haben auBerdem eine groRe Exzentrizitat, weshalb es unmoglich
ist, sie nur mit Hilfe der beiden einfachen Parameter Flache und Exzen-
trizitdt von Sonnenblumenkernen zu unterscheiden.

Kritisch fiir eine gute Klassifizierung ist die Qualitdat der Merkma-
le. Was bedeutet das? Auf den ersten Blick mag man denken, dass die
Verwendung so vieler Eigenschaften wie moglich die beste Losung ist.
Dies ist jedoch im allgemeinen nicht der Fall. Abbildung 20.5a zeigt
einen eindimensionalen Merkmalsraum mit drei Objektklassen. Die Ei-
genschaften der ersten und zweiten Klasse sind recht gut voneinander
getrennt, wiahrend die der zweiten und dritten Klasse sich betrdchtlich
uberlappen. Wie wir in Abb. 20.5b sehen, verbessert ein zweites Merkmal
die Klassifizierung nicht wesentlich, denn die Cluster der zweiten und
dritten Klasse iiberlappen sich immer noch. Eine ndhere Betrachtung
der Verteilung im Merkmalsraum erkldrt uns den Grund: Das zweite
Merkmal sagt nicht viel Neues, sondern variiert parallel mit der ersten
Eigenschaft; die beiden Merkmale sind also eng korreliert.
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1990, Oil, Island, L7R 4A6

Abbildung 20.6: Veranschaulichung der Schrifterkennung am Beispiel von Zei-
chen mit sehr chnlicher Form wie das grofie O und die Ziffer 0 oder das grofse I,
das kleine I und die Ziffer 1.

Wir wollen noch zwei zusatzliche Tatsachen betrachten. Oft wird
ubersehen, wie viele unterschiedliche Klassen mit einigen wenigen Pa-
rametern separiert werden konnen. Nehmen wir an, dass ein Merkmal
nur zwei Klassen voneinander trennen kann. Zehn Merkmale kénnen
dann 2!9 = 1024 Objektklassen separieren. Diese einfache Betrachtung
verdeutlicht das hohe Separierungspotential einiger weniger Parameter.
Das entscheidende Problem ist die gleichméaRige Verteilung der Cluster
im Merkmalsraum. Es ist also wichtig, die richtigen Merkmale zu finden,
indem wir die Beziehung zwischen den Eigenschaften der Objekte und
denen in den Bildern sorgfaltig untersuchen.

20.2.4 Unterscheidung von Klassen im Merkmalsraum

Selbst wenn wir die besten zur Verfiigung stehenden Merkmale verwen-
den, kann es Klassen geben, die nicht voneinander unterschieden wer-
den konnen. In solch einem Fall ist es immer gut, sich daran zu erinnern,
dass die Trennung von Objekten in wohldefinierte Klassen nur ein Modell
der Realitit ist. Zudem ist der Ubergang von einer Klasse zur anderen
oft nicht abrupt, sondern allméhlich. Zellanomalien sind beispielswei-
se in verschiedensten Auspragungen anzutreffen; es gibt nicht nur die
Klassen ,normal“ und ,pathologisch”, sondern zusatzlich beliebig viele
Zwischenstadien. Wir konnen also nicht davon ausgehen, in allen Fallen
im Merkmalsraum gut voneinander getrennte Klassen zu finden. Zwei
Schlussfolgerungen lassen sich daraus ableiten: Erstens haben wir keine
Garantie fiir gut separierte Klassen im Merkmalsraum, selbst wenn wir
fiir die Klassifizierung optimale Merkmale wéahlen. Zweitens kann diese
Situation uns dazu zwingen, die Objektklassifizierung neu zu tiberden-
ken. Moglicherweise bilden die vermeintlichen zwei Objektklassen tat-
sachlich nur eine einzige Klasse, oder die Visualisierungstechniken zur
Separierung der Klassen waren ungeeignet.

Bei einer anderen wichtigen Anwendung, der Schrifterkennung (opti-
cal character recognition, OCR) liegen verschiedene Klassen vor. Jedes
Zeichen ist eine wohldefinierte Klasse. Wéahrend die meisten Zeichen
leicht voneinander zu unterscheiden sind, sind sich einige sehr dhnlich
wie das grofe O und die Ziffer O oder die Buchstaben I und 1 und die
Ziffer 1, d.h., sie liegen im Merkmalsraum dicht beieinander (Abb. 20.6).
Solche wohldefinierten Klassen, die sich kaum in ihren Merkmalen un-
terscheiden, stellen fiir die Klassifizierung ein ernstes Problem dar.
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Wie kénnen wir also den Buchstaben O von der Ziffer O oder ein klei-
nes | von einem groRen I unterscheiden? Zwei Antworten sind denkbar.
Man konnte die Schriften neu gestalten, damit sich die einzelnen Zeichen
besser voneinander unterscheiden. Tatsachlich gibt es Schriftsatze, die
speziell fiir die Schrifterkennung entwickelt wurden. Eine zweite Mog-
lichkeit besteht darin, den Klassifizierungsprozess mit zuséatzlicher In-
formation zu erweitern. Die Voraussetzung dafir ist, dass die Klassi-
fizierung nicht auf der Ebene der einzelnen Buchstaben endet, sondern
in die Ebene der Worte ausgedehnt wird. Dann lassen sich leicht Re-
geln fir eine bessere Erkennung aufstellen. Eine einfache Regel, die den
Buchstaben O von der Ziffer 0 unterscheiden hilft, ist, dass Buchsta-
ben und Ziffern nicht gemischt in einem Wort auftreten. Gegenbeispiele
zur Demonstration der Bedeutung dieser Regel sind die englischen oder
kanadischen Postleitzahlen, die sich aus Buchstaben und Ziffern zusam-
mensetzen. Jemand, der keine Ubung darin hat, diese Kennungen zu
lesen, hat ernste Probleme, sie zu entziffern und zu behalten. Ein ande-
res Beispiel zur Unterscheidung des grofen I vom kleinen 1 ist die Regel,
dass GroRbuchstaben nur am Anfang eines Wortes oder in ganzlich gro
geschriebenen Worten vorkommen.

Wir beenden diese generellen Betrachtungen mit der Bemerkung, dass
die Untersuchung, ob eine Klassifizierung bei einem gegebenen Problem
von der Natur oder dem Typ der moéglichen Merkmale her tiberhaupt
durchfiihrbar ist, mindestens ebenso wichtig ist wie die Wahl einer pas-
senden Klassifizierungsmethode.

20.2.5 Hauptachsentransformation

Aus der Diskussion im vorigen Abschnitt ist die Bedeutung der Auswahl
der Objekteigenschaften fiir die Klassifizierung klar geworden. Jedes
Merkmal sollte neue Information enthalten, komplementar zu der, die
uns bereits ohne das betrachtete Merkmal zu den Objektklassen vorliegt.
Objektklassen, die eine dhnliche Verteilung in einem Merkmal aufweisen,
sollten sich in einem anderen unterscheiden, oder anders ausgedriickt,
die Eigenschaften sollten nicht miteinander korreliert sein. Die Korrelati-
on von Eigenschaften kann mit den in Abschn. 3.3 besprochenen statisti-
schen Methoden untersucht werden, wenn die Verteilung der Merkmale
fir die unterschiedlichen Klassen bekannt ist (liberwachte Klassifizie-
rung).

Die dabei entscheidende GroBe ist die Kreuzkovarianz Cpq zweier
Merkmale m, und m,; aus dem P-dimensionalen Merkmalsvektor einer
Objektklasse:

Cpq = (mp -y (my - 1y). (20.1)
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Ist die Kreuzkovarianz Cp,4 null, sind die beiden Merkmale unkorreliert
oder orthogonal zueinander. Die Varianz

Cpp = (mp - Wp)z (20.2)

ist ein Mal fir die Varianz der Eigenschaft. Ein gutes Merkmal fir ei-
ne bestimmte Objektklasse sollte eine kleine Varianz aufweisen, da sie
eine geringe Ausdehnung des Clusters in der entsprechenden Richtung
des Merkmalsraums bedeutet. Mit P Merkmalen konnen wir eine sym-
metrische Matrix mit den Koeffizienten Cp, bilden, die Kovarianzmatrix

Cii Ci2 ... Cip
Ci2 Coo ... Cop

C = . . . (20.3)
Cip Cop ... Cpp

Die Diagonalelemente der Kovarianzmatrix enthalten die Varianzen der
P Merkmale, wahrend die anderen Elemente fiir die Kreuzkovarianzen
stehen. Wie jede symmetrische Matrix kann auch die Kovarianzmatrix
diagonalisiert werden (vergleiche hierzu die Diskussion zur Tensordar-
stellung von Nachbarschaften in Abschn. 13.3). Diese Prozedur wird als
Hauptachsentransformation bezeichnet. Im Hauptachsen-Koordinaten-
system hat die Kovarianzmatrix folgende Gestalt:

c,, 0 - 0
c=| % 2 ot (20.4)
N

Dies bedeutet, dass ein neues Koordinatensystem existiert, in dem
alle Merkmale unkorreliert sind. Diese neuen Merkmale sind Linear-
kombinationen der alten Merkmale und damit Eigenvektoren der Kova-
rianzmatrix (20.3). Die zugehorigen Eigenwerte sind die Varianzen der
transformierten Merkmale. Die besten Merkmale haben die niedrigsten
Varianzen. Merkmale mit grofRen Varianzen sind also nicht besonders
hilfreich, da sie im Merkmalsraum ausgedehnt sind und damit nicht we-
sentlich zur Trennung unterschiedlicher Objektklassen voneinander bei-
tragen. Wir konnen sie also weglassen, ohne die Klassifizierung merklich
zu verschlechtern.

Ein einfaches, aber anschauliches Beispiel haben wir, wenn zwei Merk-
male nahezu identisch sind wie die Merkmale m1; und m, in Abb. 20.7.
Alle Punkte im Merkmalsraum liegen hier nahe der Winkelhalbierenden;
beide Merkmale besitzen eine grofe Varianz. Im Hauptachsen-Koordi-
natensystem ist m, = m; — m, ein gutes Merkmal, da es eine enge
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m;

Abbildung 20.7: Veranschaulichung korrelierter Eigenschaften und der Haupt-
achsentransformation.

Verteilung aufweist, wahrend m] ebenso nutzlos ist wie 1, und m. al-
leine. Wir kénnen also den Merkmalsraum ohne irgendwelche Nachteile
von zwei Dimensionen auf eine Dimension reduzieren.

Auf diese Weise lasst sich die Hauptachsentransformation zur Re-
duktion der Dimension des Merkmalsraums verwenden, dessen kleine-
rer Merkmalssatz den Zweck ebensogut erfiillt. Dafiir ist eine Analyse
der Kovarianzmatrix aller Objektklassen notwendig. Es konnen nur die
Merkmale weggelassen werden, bei denen die Analyse fiir alle Klassen
das gleiche Ergebnis liefert.

Um Missverstandnissen vorzubeugen: die Hauptachsentransforma-
tion kann nicht die Qualitdt der Klassifizierung verbessern. Haben wir
einen Merkmalssatz vorliegen, der zwei Klassen nicht voneinander un-
terscheiden kann, hilft uns die Transformation desselben Merkmalssat-
zes in das Hauptachsen-Koordinatensystem auch nicht weiter. Wir kon-
nen jedoch aus einer Gruppe von Merkmalen eine optimale Untermenge
auswahlen und damit den Rechenaufwand fiir die Klassifizierung redu-
Zieren.

20.2.6 Uberwachte und uniiberwachte Klassifizierung

Wir kénnen das Klassifizierungsproblem als eine Analyse der Struktur
des Merkmalsraums betrachten. Dabei wird ein Objekt als Muster im
Merkmalsraum angesehen. Grundsatzlich kénnen wir zwischen tiber-
wachter und uniiberwachter Klassifizierung unterscheiden. Unter Uber-
wachung einer Klassifizierungsprozedur verstehen wir die vorherige Be-
stimmung der Cluster im Merkmalsraum mit bekannten Objekten. Damit
kennen wir die Anzahl der Klassen, ihren Ort und ihre Ausdehnung. Bei
der uniiberwachten Klassifizierung wird dagegen keine Kenntnis tiber
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die zu klassifizierenden Objekte vorausgesetzt. Wir berechnen die Mus-
ter im Merkmalsraum aus den zu klassifizierenden Objekten und analy-
sieren anschlieRend die Cluster im Merkmalsraum. In diesem Fall wis-
sen wir auch vorher die Anzahl der Klassen nicht. Sie ergibt sich aus
der Anzahl gut voneinander getrennter Cluster im Merkmalsraum. Die-
se Methode ist sicher objektiver, aber die Trennung ist moglicherweise
weniger gut.

SchlieRlich sprechen wir von einem selbstlernenden Verfahren, wenn
der Merkmalsraum mit jedem neuen zu klassifizierenden Objekt aktua-
lisiert wird. Mit diesen Methoden konnen zeitliche Veranderungen der
Objektmerkmale kompensiert werden, die sehr einfache Ursachen haben
mogen wie Verdnderungen der Beleuchtung, welche in einer industriel-
len Umgebung héufig auftreten (Tageslichtverlauf, Alterung oder Ver-
schmutzen des Beleuchtungssystems).

20.3 Einfache Klassifizierungsverfahren

In diesem Abschnitt stellen wir Verfahren zusammen, mit denen die Zu-
gehorigkeit eines Objektes zu einer Klasse bestimmt werden kann. Sie
lassen sich sowohl fiir die nichtiiberwachte als auch fiir die iiberwach-
te Klassifizierung anwenden, denn beide Techniken unterscheiden sich
nur durch die Methode, mit der Klassen Clustern im Merkmalsraum zu-
geordnet werden (Abschn. 20.2.6). Nach der Identifizierung der Cluster
mit einer der beiden Methoden ist der weitere Klassifizierungsprozess
gleich. Ein neues Objekt liefert einen Merkmalsvektor, der mit einer der
Klassen assoziiert ist oder als nicht zu einer Klasse gehorig verworfen
wird. Die verschiedenen Klassifizierungsverfahren unterscheiden sich
lediglich durch die Art, wie die Cluster im Merkmalsraum modelliert wer-
den.

Allen Klassifizierungsverfahren ist gemeinsam, dass sie den Merk-
malsraum M auf den Entscheidungsraum D abbilden. Der Entschei-
dungsraum ist eine Menge mit Q Elementen, wobei jedes Element einer
Klasse der Objekte einschlieRlich einer Zuriickweisungsklasse fiir nicht-
identifizierbare Objekte entspricht. Die Elemente des Entscheidungs-
raums sind im Fall einer deterministischen Entscheidung bindre Zahlen.
Dann kann nur eines der Elemente eins sein; alle anderen miissen null
sein. Falls der Klassifizierer eine Wahrscheinlichkeitsentscheidung fallt,
sind die Elemente des Entscheidungsraums reelle Zahlen. Die Summe
aller Elemente des Entscheidungsraums muss dann eins sein.

20.3.1 Nachschaumethode

Dies ist das einfachste Klassifizierungsverfahren, aber in einigen Fallen
auch das beste, da eine — niemals perfekte — Modellierung der Clus-
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ter fir die verschiedenen Objektklassen nicht vorgenommen wird. Bei
der Nachschaumethode wird lediglich jede Zelle des Merkmalsraums ei-
ner Klasse zugeordnet und entsprechend markiert. Der Merkmalsraum
selbst wird nicht verandert. Normalerweise gehort eine grofe Zahl von
Zellen zu keiner Klasse und ist daher mit O markiert.

Wenn sich die Cluster zweier Klassen iiberlappen, haben wir zwei Zu-
ordnungsmoglichkeiten. Zum einen kénnen wir einen Punkt der Klasse
zuordnen, deren Haufigkeitsverteilung hier die hochste Wahrscheinlich-
keit aufweist. Zum anderen kénnen wir uns auf den Standpunkt stel-
len, dass in diesem Fall keine eindeutige Zuordnung maoglich ist, und
den Punkt, d. h. diese Merkmalskombination, als nicht klassifizierbar ein-
stufen. Dann wird die Zelle mit O markiert. Nach dieser Initialisierung
des Merkmalsraums reduziert sich die Klassifizierung auf eine einfache
Lookup- oder Nachschauoperation. Wir miissen fiir jeden Merkmalsvek-
tor m lediglich in der mehrdimensionalen Lookup-Tabelle nachsehen,
zu welcher Klasse, wenn tiberhaupt, er gehort.

Ohne Zweifel ist dies ein schnelles Klassifizierungsverfahren mit ei-
nem Minimum an Rechenoperationen. Der Nachteil — wie bei vielen
schnellen Techniken — ist die enorme Anforderung an den Speicher-
platz fiir die Lookup-Tabellen. Ein dreidimensionaler Merkmalsraum
mit nur 64 Intervallen pro Merkmal braucht beispielsweise 64 x 64 x 64
= 1/4 MByte Speicher, wenn nicht mehr als 255 Klassen bendtigt wer-
den und deshalb ein Byte zur Speicherung aller Klassenindizes gentigt.
Wir schlieRen daraus, dass sich die Nachschaumethode nur fiir niedrig-
dimensionale Merkmalsrdaume eignet. Dies legt nahe, die Anzahl der
Merkmale zu reduzieren. Alternativ eignen sich Merkmale mit einer en-
gen Verteilung der Merkmalswerte aller Klassen, da wir es dann mit ei-
nem kleinen Wertebereich zu tun haben. Damit reicht fiir ein Merkmal
eine geringe Anzahl Intervalle, und die Speicheranforderungen reduzie-
ren sich so weit, dass die Klassifizierung praktikabel wird.

20.3.2 Quadermethode

Die Quadermethode ist eine einfache Modellierung des Clusters im Merk-
malsraum. Die Flache des Clusters einer Klasse wird dabei moglichst
eng von einem Rechteck umgeben (Abb. 20.8). Diese grobe Methode der
Modellierung funktioniert, wenn wir annehmen, dass die Cluster mehr-
dimensionale Normalverteilungen sind. Dann haben die Cluster eine el-
liptische Form und passen gut in die sie umgebenden Rechtecke, wenn
die Achsen der Ellipsen entlang den Achsen des Merkmalsraums orien-
tiert sind. Eine Ellipse mit den Halbachsen a und b hat zum Beispiel
in einem zweidimensionalen Merkmalsraum eine Flache von 1rab, das
sie enthaltende Rechteck eine Flache von 4ab. Das ist keine schlechte
Klassifizierung.
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Abbildung 20.8: Illustration der Quadermethode zur Klassifizierung der unter-
schiedlichen Samen aus Abb. 20.2 in die Klassen Pfefferkorner, Linsen und Son-
nenblumenkerne mit Hilfe der beiden Merkmale Fldiche und Exzentrizitdit.

Unglinstig ist dagegen die Quaderapproximation von Klassen mit kor-
relierten Merkmalen, da die Cluster dann zu langgezogenen, diinnen
Objekten entlang der Diagonalen im Merkmalsraum werden. In diesem
Fall enthalt der umschlieRende Quader viel freien Raum, und die Qua-
der neigen wesentlich eher zum Uberlappen. In iiberlappenden Berei-
chen ist eine Klassifizierung jedoch unmoglich. Korrelierte Merkma-
le konnen durch eine Hauptachsentransformation vermieden werden
(Abschn. 20.2.5).

Der Rechenaufwand fiir die Quadermethode ist noch maRig. Pro Klas-
se und Dimension des Merkmalsraums miissen zwei Vergleichsoperatio-
nen durchgefiihrt werden, damit entschieden werden kann, ob ein Merk-
mal zu einer Klasse gehort oder nicht. Das Maximum an Vergleichsope-
rationen fiir Q Klassen und einen P-dimensionalen Merkmalsraum ist
also 2PQ. Die Nachschaumethode erfordert dagegen nur P Adressbe-
rechnungen und ist unabhéangig von der Anzahl der Klassen.

Zum Abschluss dieses Abschnitts diskutieren wir ein realistisches
Klassifizierungsproblem. Abbildung 20.2 zeigt drei verschiedene Sa-
menarten, namlich Sonnenblumenkerne, Linsen und Pfefferkorner. Die-
ses einfache Beispiel weist viele der fiir ein Klassifizierungsproblem ty-
pischen Eigenschaften auf. Obwohl die drei Klassen wohldefiniert sind,
missen die Merkmale, die wir fiir die Klassifizierung verwenden, sorg-
faltig ausgewdahlt werden. Wir erkennen nicht von vornherein, welche Pa-
rameter zu einer erfolgreichen Unterscheidung der drei Klassen fiithren.
Zudem unterliegt die Form der Samen, insbesondere der Sonnenblumen-
kerne, betrachtlichen Fluktuationen. Die Merkmalsselektion fir dieses
Beispiel wurde bereits in Abschn. 20.2.3 besprochen.
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Tabelle 20.1: Parameter und Ergebnisse der einfachen Quadermethode zur
Klassifizierung der Samenkoérner aus Abb. 20.2. Der zugehdrige Merkmalsraum
ist in Abb. 20.8 gezeigt.

Flache Exzentrizitdt Anzahl
Gesamtzahl — — 122
Pfefferkorner 100-300 0,0-0,22 21
Linsen 320-770 0,0-0,18 67
Sonnenblumenkerne 530-850 0,25-0,65 15
nicht klassifiziert 19

Abbildung 20.8 veranschaulicht die Quadermethode anhand der bei-
den Merkmale Flache und Exzentrizitat. Die Rechtecke markieren die fir
die unterschiedlichen Klassen verwendeten Quader. Die Bedingungen
fir die drei Quader sind in Tabelle 20.1 zusammengefasst. Das Ender-
gebnis der Klassifizierung ist in Abb. 20.9 zu sehen. In jedem der vier
Bilder sind durch entsprechende Masken nur Objekte, die zu der entspre-
chenden Klasse gehoren, sichtbar. Von insgesamt 122 Objekten konnten
103 zugeordnet werden. Die librigen 19 wurden aus folgenden Griinden
als nicht klassifizierbar abgelehnt:

o Zwei oder mehr Objekte liegen so dicht beieinander, dass sie zu einem
verschmolzen erscheinen. Flache und/oder Exzentrizitdt nehmen zu
hohe Werte an.

e Objekte, die am Bildrand liegen, sind nur teilweise sichtbar, so dass
jeweils ein Objekt mit relativ kleiner Flache, aber hoher Exzentrizitat
resultiert.

¢ Drei groRe Sonnenblumenkerne wurden wegen ihrer zu groRen Fliache
zuriickgewiesen. Wiirden wir die erlaubte Flache fiir die Klasse der
Sonnenblumenkerne erhdhen, wiirden auch dicht beieinander liegen-
de Linsen als zu dieser Klasse gehorig erkannt werden. Solche Klas-
sifizierungsfehler lassen sich nur vermeiden, wenn wir mit fortge-
schritteneren Segmentierungsverfahren das Verschmelzen von Ob-
jekten verhindern.

20.3.3 Methode des geringsten Abstandes

Die Klassifizierung mit der Methode des geringsten Abstandes ist ein
anderes einfaches Beispiel der Modellierung von Clustern. Jeder Cluster
wird einfach durch seinen Schwerpunkt m, reprasentiert. Basierend auf
diesem Modell, ergibt sich eine einfache Einteilung des Merkmalsraums,
indem wir den minimalen Abstand des Merkmalsvektors zu allen Klassen
suchen. Dazu berechnen wir lediglich die Entfernung des Merkmalsvek-
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Abbildung 20.9: Klassifizierte Objekte aus Abb. 20.2, maskiert nach den drei
Klassen a Pfefferkorner, b Linsen, ¢ Sonnenblumenkerne sowie d nicht klassifi-
zierte Objekte.

tors m zum Zentrum m, jedes Clusters:
P
p=1

Das Merkmal wird dann der Klasse zugeordnet, zu der es den kiirzesten
Abstand hat.

Geometrisch betrachtet, unterteilt dieser Ansatz den Merkmalsraum,
wie in Abb. 20.10 gezeigt. Die Grenzen zwischen den Clustern sind Hy-
perebenen, die senkrecht auf den Vektoren stehen, welche zwei Cluster-
zentren verbinden. Der Schnittpunkt einer Ebene mit dem Verbindungs-
vektor liegt in der Mitte zwischen den Zentren.

Die Klassifizierung mit der Methode des geringsten Abstandes erfor-
dert wie die Quadermethode einen Rechenaufwand proportional zur Di-
mension des Merkmalsraums und zur Anzahl der Cluster. Sie ist jedoch
ein flexibles Verfahren, das in verschiedener Weise modifiziert werden
kann.
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Abbildung 20.10: Veranschaulichung der Klassifizierung verschiedener Samen-
korner aus Abb. 20.2 mit der Methode des geringsten Abstandes in die Klassen
Pfefferkorner, Linsen und Sonnenblumenkerne mit Hilfe der Merkmale Flciche
und Exzentrizitdt. Ein Merkmalsvektor gehort zu dem Cluster, zu dessen Zen-
trum er den geringsten Abstand hat.

Die GrolRe der Cluster konnen wir beriicksichtigen, indem wir einen
Skalierungsfaktor in die Entfernungsberechnung nach (20.5) einfiihren.
Auf diese Weise muss ein Merkmal ndher an einem Cluster geringen
Ausmales sein, um mit ihm assoziiert zu werden. Wir konnen auch
eine maximale Entfernung fir jede Klasse definieren (Kreisscheiben in
Abb. 20.10). Ist dann die Entfernung eines Merkmalsvektors groRer als
die maximale Entfernung zu allen Clustern, wird das Objekt als zu keiner
der Klassen zugehorig identifiziert.

20.3.4 Methode der hochsten Wahrscheinlichkeit

Die Methode der hochsten Wahrscheinlichkeit modelliert die Cluster als
statistische Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen. Im einfachsten Fall
haben wir P-dimensionale Normalverteilungen. Ausgehend von diesem
Modell, berechnen wir fiir jeden Merkmalsvektor die Wahrscheinlichkeit,
dass er zu einer der P Klassen gehort. Der Merkmalsvektor wird mit der
Klasse assoziiert, fir die er die hochste Wahrscheinlichkeit aufweist. Der
neue Aspekt dieses Verfahrens ist, dass stochastische Entscheidungen
moglich sind. Es ist nicht notwendig zu entscheiden, ob ein Objekt zu
einer bestimmten Klasse gehort, sondern wir miissen ihm lediglich Wahr-
scheinlichkeiten fir die Zugehorigkeit zu den unterschiedlichen Klassen
zuweisen.
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20.4 Literaturhinweise zur Vertiefung*

Aus der Fiille der Literatur iiber Mustererkennung seien hier nur drei Monogra-
phien herausgegriffen. Das Buch von Schiirmann [181] zeigt in einzigartiger
Weise die Gemeinsamkeiten von Klassifizierungsverfahren auf der Basis klassi-
scher statistischer Methoden und von neuronalen Netzen auf. Die Anwendung
neuronaler Netze fiir die Klassifizierung wird in Bishop [14] behandelt. Eine der
wichtigsten Neuerungen in der Klassifizierung, die sogenannten support vector
machines, werden sehr schon von Christianini und Shawe-Taylor [25] beschrie-
ben.
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A Referenzmaterial

Auswahl von CCD-Bildsensoren (Abschn. 1.7.1)

(C: Sattigungskapazitat in 1000 Elektronen [ke], eNIR: erhdohte NIR Emp-
findlichkeit, FR: Bildrate in s~!, ID: Bilddiagonale in mm, QE: Spitzen-

quantenausbeute)
Chip Format FR ID Pixelgroke Bemerkungen
HxV H XV, um
Interlaced EIA video
Sony! ICX258AL 768 x494 30 6,09 6,35x7,4 1/3",eNIR
Sony! ICX248AL 768 x494 30 8,07 8,4x9,8 1/2", eNIR
Sony! ICX082AL 768 x494 30 11,1 11,6x13,5 2/3"
Interlaced CCIR video
Sony! ICX259AL 752x582 25 6,09 6,5%x6,25 1/3",eNIR
Sony! ICX249AL 752x582 25 8,07 8,6x8,3 1/2", eNIR
Sony1 ICX083AL 752582 25 10,9 11,6x11,2 2/3"
Progressive scanning interline
Sony! ICX098AL 659x494 30 4,61 5,6x5,6 1/4"
Sony! ICX084AL 659x494 30 6,09 7,4x7,4 1/3"
Sony! ICX204AL 1024 x 768 15 5,95 4,65 x 4,65 1/3"
Kodak? KAI-0311M 648 x 484 30 7,28 9,0x9,0 1/2", QE 0,37 @ 500 nm
Sony! ICX074AL 659 x494 40 8,15 9,9x%x9,9 1/2", C 32 ke,
QE 0,43 @ 340nm
Sony! ICX075AL 782x582 30 8,09 8,3x8,3 1/2"
Sony! ICX205AL 1360 x 1024 9,5 7,92 4,65 x4,65 1/2",C12ke
Sony1 ICX285AL 1360 x 1024 10 11,0 6,45 x 6,45 2/3", eNIR, C 18ke,
QE 0,65 @ 500 nm
Sony! ICX085AL 1300 x 1030 12,511,1 6,7 x6,7 2/3", C 20ke,
QE 0,54 @ 380 nm
Kodak? KAI-1020M 1000 x 1000 49 10,5 7,4 X 7,4 QE 0,45 @ 490 nm
Kodak? KAI-1010M 1008 x 1018 30 12,9 9,0x 9,0 QE 0,37 @ 500 nm
Kodak? KAI-2000M 1600 x 1200 30 14,8 7,4x 7,4 QE 0,36 @ 490 nm
Kodak? KAI-4000M 2048 x 2048 15 21,4 7,4x7,4 QE 0,36 @ 490 nm

Lhttp://www.sony.co.jp/en/Products/SC-HP/Product_List_E/index.html

2 http://www.kodak.

com/go/ccd
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Auswahl von CMOS-Bildsensoren (Abschn. 1.7.1)

(C: Sattigungskapazitit in 1000 Elektronen [ke], FR: Bildrate in s, PC:
Pixel-Taktrate in MHz, QE: Spitzenquantenausbeute)

Chip Format FR PC PixelgroRe Bemerkungen
HxV H XV, um

Lineare Kennlinie

PhotonFocus! 640 x 480 30 10 10,5x10,5 32% fill factor

Kodak? KAC-0311 640 x 480 60 20 7,8x7,8 C45ke,
QE 0,22 @ 500 nm

Kodak?® KAC-1310 1280x1024 15 20 6,0x6,0 C40ke

Hohe Bildrate

Fillfactory? LU- 1280 x 1024 450 40 12,0x12,0 16 parallele Ausgdnge

PA1300

Photobit* PB-MV40 2352 x 1728 240 80 7,0x7,0 16 parallele 10-bit-Aus-
gange

Photobit* PB-MV13  1280x 1024 600 80 12,0x 12,0 10 parallele 10-bit-Aus-
gange

Photobit* PB-MV02 512 x 512 4000 80 16,0x 16,0 16 parallele 10-bit-Aus-
gange

Logarithmische Kennlinie

IMS HDRC VGA > 640%x480 25 8 12x12

PhotonFocus! 1024 x 1024 28 28 10,6x 10,6 Lineare Kennlinie bei
geringer Helligkeit mit
einstellbaren Ubergang
auf eine logarithmische
Kennlinie

Lhttp://www.photonfocus. com
2 http://www.kodak.com/go/ccd
3 http://www.fillfactory.com
4 http://www.photobit.com

> http://www.ims-chips.de


http://www.photonfocus.com
http://www.kodak.com/go/ccd
http://www.fillfactory.com
http://www.photobit.com
http://www.ims-chips.de
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Bildsensoren fiir Warmestrahlung (IR, Abschn. 1.7.1)

(C: Sattigungskapazitat in Millionen Elektronen [Me], IT: Integrationszeit,

NETD: Rauschédquivalente Temperaturdifferenz, QE: Spitzenquantenaus-

beute)
Chip Format FR PC Pixelgrole Bermerkungen
HxV H XV, um
Nahes Infrarot (NIR)
Indigo! InGaAs 320 x 256 345 30 x 30 0,9-1,68 um, C 3,5Me
Mittelwelliges Infrarot (MWIR)
AIM? PtSi 640 x486 50 12 24x24 3,0-5,0 um,
NETD < 75mK @ 33 ms IT
Indigo! InSb 320 x 256 345 30 x 30 2,0-5,0um, C 18 Me
Indigo! InSb 640 x 512 100 25 % 25 2,0-5,0um, C 11 Me
AIM? HgCdTe 384 x288 120 20 24x24 3,0-5,0 um,
NETD < 20mK @ 2ms IT
AIM2/IaF FhG3 QWIP 640 x 512 30 18 24x24  3,0-5,0um,
NETD < 15mK @ 20ms IT
Langwelliges Infrarot (LWIR)
AIM? HgCdTe 256 x 256 200 16 40x40  8-10um,
NETD < 20mK @ 0,35ms IT
Indigo! QWIP 320 x 256 345 30 x 30 8,0-9,2 um, C 18 Me, NETD
< 30mK
AIM?/IaF FhG3 QWIP 256 x 256 200 16 40x40  8,0-9,2 um,
NETD < 8mK @ 20 ms IT
AIM2/IaF FhG3 QWIP 640 x 512 30 18 24x24  8,0-9,2um,
NETD < 10mK @ 30 ms IT
Ungekiihlte Sensoren
Indigo! Mikrobolo- 320 x 240 60 30 x 30 7,0-14,0 um,

meter

NETD < 120 mK

Lhttp://www.indogosystems.com
2 http://www.aim-ir.de

3 http://waww.iaf.fhg.de/ir/qwip/index.html


http://www.indogosystems.com
http://www.aim-ir.de
http://www.iaf.fhg.de/ir/qwip/index.html
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Eigenschaften der Fouriertransformation (Abschn. 2.3.5)

g(x) —e (k) und h(x) —e h(k) sind Fouriertransformationspaare:
gk) = Jg(x) exp (—21‘(1ka) d"x = <exp (21Tika) |g(x) > ;

s # 0 ist eine reelle, a und b sind komplexe Zahlen; A und U sind WxW-
Matrizen, R ist eine orthogonale Drehmatrix (R°'=RT,detR =1)

Eigenschaft Ortsraum Fourierraum
Linearitat ag(x) + bh(x) ag(k) + bh(k)
Ahnlichkeit g(sx) g(k/s)/|s
Verallgemeinerte g(Ax) J ((A’I)Tk) / detA
Ahnlichkeit
Drehung J(Rx) J (Rk)
w w
Separierbarkeit [Tgw(xw) []gw(kw)
w=1 w=1

Verschieb. im x-Raum g(x — xo) exp(—ZTrikao)g(k)
Finite Differenzen g(x + x0/2) — g(x — x0/2) 2i Sin(Trxgk)g(k)
Verschieb. im k-Raum exp(ZTrikgx)g(x) gk — ko)
Modulation cos(21k{ x)g(x) (Gk—ko) + G(k+kp))/2
Ableitung ag(x) 2mik, g (k)
im x-Raum Xp
Ableitung —21ix,g(x) ag,ik)
im k-Raum r
Bestimmtes Integral, J g(xHd¥x’ g(o)
Mittelwert o

< i m+n m+n ;5

M AN w L M

Momente J xptxgg(x)d” x (211) ( KT OKE .
Faltung J h(x)g(x —x")d"x’ h(k)g(k)
Korrelation J hx)g(x' +x)d"x’ §* (k) (k)
Multiplikation h(x)g(x) J h(k)g(k— k' )dVk’

— o0
[

Inneres Produkt J g*(x)h(x)d"x J G*(k)h(k)dVk

— 0
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Elementare Transformspaare der kontinuierlichen Fouriertransfor-
mation

2D- und 3D-Funktionen sind mit 1 bzw. + markiert.

Ortsraum Fourierraum
Delta, 6(x) Konst., 1
Konst., 1 Delta, 6 (k)
cos(kox) %(6(k—k0) + 0(k + ko))
sin(kox) %(6(k7k0) ~ 8k + ko))
n(x) = 1 x>0 —i
eI =711 x<o k
b1 Ixl<1)2 . _ sin(rrk)
Kasten, I1(x) = { 0 Ix|=1/2 sinc(k) = Tk
. 1 J12Trr|kl)
t = x| J1leT P IR
Scheibe, p— I1 ( > ) Bessel, —

sin(|k|) — |k| cos(|k|)
|k|3/(4TT)

2(1 - k)11 (g)

Kugel, * I1 (%)

Bessel, L (2mx)
X

2 27T
1+ (2wk)2’ (1 + (27T]k]|)2)3/2

exp(—|x|), exp(—|x)t

Unter der Fouriertransformation invariante Funktionen
Ortsraum Fourierraum
GauB, exp (—TrxTx> GauB, exp (—Trka)
Xp exp (—TrxTx) —ik, exp (—Trka)
sech(mrx) = 1 sech(mrk) = 1
" exp(1Tx) + exp(—1rXx) " exp(1k) + exp(—1k)
Hyperbel, |x|~"/2 |k|~W/2

1D-6-Kamm, M(x) = > S(x-n) (k)= > &k-v)

Nn=-—oo V=—00
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Eigenschaften der 2D-DFT (Abschn. 2.3.5)

A Referenzmaterial

G und H sind komplexe MxN-Matrizen, G und H ihre Fouriertransfor-

mierten,

gu,v =

M-1N-1

m=0n=0

M-1N-1

Imn =

= Z Z gu,vwmuwjr\l]v,

u=0v=0

71 .
N 2 2 ImaWa WA, Wiy = exp (27Ti/N)

und a und b komplexe Konstanten. Aufwairtstastung und Replikation
um die Factoren K,L € N ergeben KMxLN-Matrizen. Beweise sind in

Cooley und Tukey [27] und in Poularikas [154] zu finden.
Eigenschaft Ortsraum Fourierraum
1 M-1N-1
Mittelwert N Z Z Gmn oo
m=0n=0
Linearitat aG + bH aG + bH
Aufwartstastung JKkm.Ln Juv/(KL)

(ng+u,lN+‘U = gu,v)

Replikation (Frequenz- Imn (GkM+mIN+n = Gmn) éKu,Lv
Aufwartstastung)
Verschiebung Im-m’ m—n’ Wil WY G
Modulation wﬁrmw}i]’"gm,n Gu-w' v-v'
Finite Differenzen (Gm+1mn — Gm-1n) /2 isin(2mu/M)guv
(Gmm+1 — Gmmn-1)12 isin(2mv/N)Juv
M-1N-1 A
Faltung Z Z h'w Gm-m'm—n MNhyy Guv
m’=0n’'=0
M-1N-1 .
Korrelation > > hwwdmimmenw  MNhuwdi,
m’'=0n’=0
M-1N-1
Multiplikation Imnhmn > > hwv Gu-w v
u' =0v’'=0
M-1N-1 M-1N-1 A
Inneres Produkt z z Ihnhmn Z Z v huw
m=0n=0 u=0v=0
M-1N-1 M-1N-1
Norm Z Z ‘gmn|2 Z Z |guv|2
m=0n=0 u=0v=0
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Eigenschaften der 1D-Hartleytransformation (Abschn. 2.4.2)

g(x) —e (k) and h(x) —e h(k) sind Hartleytransformationspaare:
hg(k) = Jg(x)cas(anx)dx —e g(x) = Jhg(k)cas(ZTrkx)dk
mit

cas21mkx = cos(2mkx) + sin(2mkx).

s ist eine reelle Zahl ungleich null, a und b sind reelle Konstanten.

Eigenschaft Ortsraum Fourierraum
Linearitit ag(x) + bh(x) ad (k) + bh(k)
Ahnlichkeit g(sx) g(k/s)/|s]
Shift g(x — xq) cos(21kxg) g (k) —sin(2mkxo)g(—k)
in x space
Modulation cos(21kox)g(x) (g(k—ko) + gk +kg))/2
Ableitung ag (x) 21k, (~k)
in x space Xp
Bestimmtes Jg(x’)dx’ g(0)
Integral, e
Mittelwert
Faltung [ nexrgee-xhax' @kndm) + g0k
“oo +é(—k)@(k)—é(—k)hf—k)]/2
Multiplikation h(x)g(x) [g(k) * h(k) + (k) * h(=k)

+g(=k) * h(k) — g(~k) x h(-k)]/2

Autokorrelation Jg(x’)g(x’ +x)dx’ [g%(k) + G%(=k)1/2

1. Berechnung der Fourier- aus der Hartleytransformation

N 1, h 4 Ly, h 4

9t =5 (") +"g(=k) = 5 ("ak) " a(-k))
2. Berechnung der Hartley- aus der Fouriertransformation

"Gk) = RIGK)] - 3[g(k)] = % (gk) +g* (k) + % (9(k) - g* (k)
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Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen (PDF, Abschn. 3.4)

Definition, Mittelwerte (MW) und Varianzen

Name Definition MW Varianz

Diskrete Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen f;,

n

Poisson P (u) exp(fu)%, n=0 u u
o Q! o _
Binomial B(Q, p) n!(Q_n)!p"(l p)e M o<n<Q Qp Qp(l-p)

Kontinuierliche Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen f(x)

1 a+b (b —a)?
Konstant U(a, b) b_a > B
(x —H)z 2
Normal N (u, o) T g2 u (oa
. X x? >
Rayleigh R (o) 2P (-5 2 , x>0 oJm/2 o4 -1)/2
Q/2-1 x
Chiquadrat ,Xiexp -—), x>0 Qo? 2Q o*
Q/2 Q 2
XZ(Q,U) 2 F(Q/Z)(r ( 20 )

Additionstheoreme fiir unabhingige Zufallsvariable g; und g,

PDF g1 g2 g1 + g2

Binomial B(Q1,p) B(Q2,p) B(Q1+ Q2,p)

Poisson P(uy) P(u) P(py + o)

Normal N(p,01) N(uz,02) N (1 + p2, (0f +05)1?)
Chiquadrat x?(Q1,0) x?(Qz2,0) X2(Q1+Q2,0)

Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen von Funktionen unabhéangiger Zu-
fallsvariablen g,

PDF Funktion PDF der Funktion
gn: N(0,0) (g} +g3)'/? R(0)
gn: N(0,0) arctan(gs/g?) U(0,21)

Q
gn: N(0,0) > g5 x*(Q,0)
n=1
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Fehlerfortpflanzung (Abschn. 3.2.3, 3.3.3und 4.2.8) R10

fg ist die PDF einer Zufallsvariablen (ZV) g, a und b Konstanten, g’ =
p(g) eine differenzierbare monotone Funktion mit der Ableitung dp/dg
und der Umkehrfunktion g = p~1(g’).
g ist ein Vektor mit P ZVn mit der Kovarianzmatrix cov(g), g’ ein Vektor
mit Q ZVn und der Kovarianzmatrix cov(g’), M eine Q x P-Matrix und
a ein Spaltenvektor mit Q Elementen.

1. PDF, Mittelwert und Varianz der linearen Funktion g’ = ag + b

_ fullg' —a)/b)

lal

20_2

2
, Mg =apg+b, o5 =aoy

9

S g g
2. PDF einer monotonen, differenzierbaren Funktion g’ = p(g)

fe(p~(g"))
|dp(p-L(g’))/dg|’

3. Mittelwert und Varianz einer differenzierbaren nichtlinearen Funkti-
ong =p(9)

fo(g') =

o2 d%p(uy) dp(ug)
~ 9 g 2 g
Hg = p(Ug) + 2 dg? oy =

2
dg o

2

o

4. Kovarianzmatrix einer Linearkombination von ZVn, g’ = Mg + a
cov(g’) = M cov(g)M"

5. Kovarianzmatrix einer nichtlinearen Kombination von ZVn, g’ = p(g)
cov(g’) = Jcov(g)J'T mit der Jacobi-Matrix J, Jap =5

6. Homogenenes stochastische Feld: Faltung eines Zufallsvektors mit
einem Filter h: g’ = h x g (Abschn. 4.2.8)

(a) g hat die Autokovarianzfunktion ¢
~ 2
¢ =cx(hxh) o— &k =ék) |hk)| .

(b) g hat die Autokovarianzfunktion ¢ = 028, (unkorrelierte Elemen-
t
e) , ) ,
¢ =02h+h) —s &) =0%|hk)| .
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1D-Faltungsfilter (Abschn. 4.2.6, 11.2 und 12.2)

1. Transferfunktion eines 1D-Filters mit einer ungeraden Anzahl von
Koeffizienten (2R + 1, [h_g,...,h_1,ho, h1,..., hR])

(a) allgemein

h(k) = hy exp(—Tiv’k)

| M=

=-R

(b) gerade Symmetrie (h_, = hy)

R
hy =ho+2 > hy cos(mmv'k)
v'=1
(c) ungerade Symmetrie (h_, = —h,)
~ R ~
hy = =21 > hy sin(mtv’k)
v'=1

2. Transferfunktions eines 1D-Filters mit einer ungeraden Anzahl von
Koeffizienten (2R, [h_g,...,h_1,h1,...,hg], Faltungsergebnis liegt
auf dem Zwischengitter)

(a) gerade Symmetrie (h_, = hy):
~ R ~
hy =2 > hy cos(m(v' —1/2)k)

v'=1
(b) ungerade Symmetrie (h_, = —hy):

R
hy = =2i > hy sin(m(v’ —1/2)k)

v'=1
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Rekursive 1D-Filter (Abschn. 4.3) R12

1. allgemeine Filtergleichung

S R
g’;’l = - Z an”g;q—n” + Z hn’gn—n’

n'=1 n’'=—R

2. allgemeine Transferfunktion

R
> hw exp(—min'k)

roor n'=—R

h(k) = 5 -
> an-exp(—min”k)
n’=0

3. Faktorisierung der Transferfunktion mit Hilfe der z-Transformation
und dem Fundamentalsatz der Algebra

2R
[TA-cwz™h
h(z) = hgzS R1=L

S
[T —-dnwz

n'=

4. Relaxationsfilter
(a) Filtergleichung (|x| < 1)

In = OGpz1 + (1= ) gn

(b) Punktantwort
. 1-)a™ n=0
7o else

(c) Transferfunktion des symmetrischen Filters (kaskadierte Anwen-
dung in Vorwarts- und Riickwartsrichtung)

o 1 U

rlk) = 1+ 8- Bcosmk’ (T(O) = L7 = 1+ZB>
mit

8 2 _1+B—\/1+23’B€]_1/2’m[

T -2 7 B
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5. Resonan;ﬁlter mit der Transferfunktion eins bei der Resonanz-Wel-
lenzahl ko im Grenzfall kleiner Dampfung 1 —» <« 1

(a) Filtergleichung (Dampfungskoeffizient » € [0, 1[, Resonanz-Wel-
lenzahl kg € [0,1])

gp = (1 —7r?)sin(1rko) gn + 2¥ cos(TTko) Gps1 — 72 Gmo
(b) Punktantwort
(1 -r2)r"sin[(n + 1)mwko] m >0
hin =
0 n<o

(c) Transferfunktion des symmetrischen Filters (kaskadierte Anwen-
dung in Vorwaérts- und Riickwértsrichtung)

sin® (ko) (1 — ¥2)2
(1 —2rcos[m(k — ko)l + 1/2) (1 —2rcos[m(k + ko)l + 1/2)

§(k) =

(d) Approximation der Transferfunktion bei kleiner Dampfung
~ 1

S(k) = S — for 1-r<1
v (kK2 [

(e) Halbwertsbreite Ak, definiert durch §(kg = Ak) = 1/2
Ak =~ (1 —-vr)/m

GauR- und Laplacepyramide (Abschn. 5.3)

1. Konstruktion der Gaufipyramide G'*, G, ..., G2~V mit Q Ebenen
durch iterative Glattung und Unterabtastung um einen Faktor zwei
in alle Richtungen

GO = G, Ga+l) — BLZG(q)

2. Bedingung fiir das Glattungsfilter zur Vermeidung von Uberlappungs-

effekten (Aliasing)
o ~ 1
B(k) =0 Vk, = 5
3. Konstruktion der Laplacepyramide L'”, LV | ... L2~V mit Q Ebenen

aus der GauRpyramide

L@ = g@_ 1, gatD)  [@-D _ G@Q-D

Die letzte Ebene der Laplacepyramide ist die letzte Ebene der Gaul’-
pyramide.
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4. Interpolationsfilter zur Aufwartstastung t, (> R22)

5. Iterative Rekonstruktion des Originalbildes aus der Laplacepyramide.
Berechne
GV =i, G

beginnend mit der hochsten Ebene (@ = Q — 1). Wenn die gleiche
Methode zur Aufwartstastung bei der Konstruktion der Laplacepyra-
mide und der Rekonstruktion des Originalbildes benutzt wird, dann
ist diese bis auf Rundungsfehler fehlerfrei.

6. Gemeinsame Skalen- und Richtungszerlegung in zwei Richtungskom-
ponenten

Gt  _— Iy BXByG(q)

L@ = G@W_ 1o G+l

LY = 172l - (By - B,)GY?)
LY = 1/2(L9 + (Bx - B,)G?)

Elementare Eigenschaften elektromagnetischer Wellen (Abschn. 6.2)

1. Frequenz v (Zyklen pro Zeit) und Wellenldinge A (Lange einer Peri-
ode) sind durch die Phasengeschwindigkeit ¢ (im Vakuum die Licht-
geschwindigkeit ¢ = 2.9979 x 108 ms~1) verkniipft:

Av =c¢

2. Klassifizierung der UV-, sichtbaren and IR-Strahlung (Abb. 6.2)

Name Bereich Bemerkungen

VUV (Vakuum-UV) 30-180nm Starke Absorption durch Luft

Uv-C 100-280 nm CIE-Standarddefinition

UV-B 280-315nm CIE-Standarddefinition

UV-A 315-400 nm CIE-Standarddefinition

Licht 400-700nm sichtbar fir das menschliche
Auge

VNIR (sehr nahes IR) 0,7-1,0 um IR-Wellenlangenbereich,

flir den Siliziumsensoren
empfindlich sind

NIR (nahes IR) 0,7-3,0um

TIR (thermisches IR) 3,0-14,0 um Bereich der IR-Strahlung bei
Umgebungstemperaturen

MIR (mittleresIR) 3-100 um

FIR (fernes IR) 100-1000 um

R14
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3. Energie und Impuls partikuldrer Strahlung wie S-Strahlung (Elektro-
nen), x-Strahlung (Heliumkerne), Neutronen and Photonen (elektro-
magnetische Strahlung):

v
A

E/h Bohrsche Frequenzbedingung,
h/p de Broglie-Wellenldnge.

Radiometrische und photometrische GroRen (Abschn. 6.3)

dAg ist ein Flichenelement der Oberflache, 0 der Einfallswinkel, Q der
Raumwinkel. Fiir GroRen bezogen auf die Energie, Photonen und Photo-
metrie werden oft die Indizes e, p bzw. v benutzt.

GroRe Energiebezogen Photonenbez.  Photometrie
Energie Strahlungsenergie Photonenzahl Lichtmenge [Im s]
Q [Ws] (11

Energiefluss Strahlungsleistung Photonenfluss Lichtstrom

. -1
(Leistung) & = aq W] [s71] [lumen (Im)]

dt

Einfallende Bestrahlungsstarke Photonenfluss- Beleuchtungsstarke

Energieflussdichte

Abgestrahlte
Energieflussdichte

Energiefluss pro
Raumwinkel

Energieflussdichte
pro Raumwinkel

Energie/Flache

_ a® -2
E = A, [Wm~=]
Strahlungsstdrke

_ de -2
M = aA Wm™=]

Strahlstarke

I= Z—g [Wsr=1]

Strahldichte

[ da’e
dQdAqcos 0

[Wm~2 sr1]

Bestrahlung
[Wsm?]

dichte [m—2s71]

Photonenfluss-
dichte [m~2s71]

[s71sr 1]

[m—2s~1sr1]

[m~2]

[Im/m? = lux [(IX)]

Leuchtstarke
[Im/m?]

Lichtstarke
[Im/sr = candela (cd)]

Leuchtdichte

[cdm—2]

Belichtung
[Imsm=2 =Ixs]

Berechnung einer photometrischen Grofe aus der entsprechenden radio-
metrischen Groe durch den spektralen Hellempfindlichkeitsgrad V (A)
bei Tagessehen (photopische Sehbedingungen):

780 nm

Im
Qy = 683W

QA)V(A)dA

380nm
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Tabelle mit den 1980 durch die CIE standardisierten Werten fiir den
spektralen Hellempfindlichkeitsgrad V (A) beim Tagessehen

A [um]  V(A) Afpm] V() Alum]  V(A)
380 0,00004 520 0,710 660 0,061
390 0,00012 530 0,862 670 0,032
400 0,0004 540 0,954 680 0,017
410 0,0012 550 0,995 690 0,0082
420 0,0040 560 0,995 700 0,0041
430 0,0116 570 0,952 710 0,0021
440 0,023 580 0,870 720 0,00105
450 0,038 590 0,757 730 0,00052
460 0,060 600 0,631 740 0,00025
470 0,091 610 0,503 750 0,00012
480 0,139 620 0,381 760 0,00006
490 0,208 630 0,265 770 0,00003
500 0,323 640 0,175 780 0,000015
510 0,503 650 0,107

Farbsysteme (Abschn. 6.3.4)

1.

Das menschliche Farbsehen basiert auf drei Arten von Sehzellen mit
maximalen Empfindlichkeiten bei Wellenldangen von 445 nm, 535 nm
und 575 nm (Abb. 6.5b).

. RGB-Farbsystem: additives Farbsystem mit den drei Grundfarben

rot, griin und blau. Dies konnen entweder monochromatische Far-
ben mit den Wellenlangen 700 nm, 646,1 nm und 435,8 nm sein oder
rote, griine und blaue Leuchtstoffe wie sie in RGB-Bildschirmen (z. B.
nach der europdischen EBU-Norm) benutzt werden. Mit dem RGB-

Farbsystem konnen nicht alle Farben erzeugt werden (siehe Abb. 6.6a).
. Farbtafel: Reduktion des 3D-Farbraums auf eine 2D-Farbebene durch

Normalisierung mit der Intensitat:

R G B

T:R+G+B’ g:R+G+B’ b:R+G+B'

Es ist ausreichend, die beiden Komponenten ¥ und g zu benutzen,
dab=1-7r—-g.

. XY Z-Farbsystem (Abb. 6.6¢): additives Farbsystem mit drei virtuellen

Grundfarben X, Y und Z, mit denen sich alle moglichen Farben er-
zeugen lassen. Die XY Z-Werte ergeben sich durch eine lineare Trans-

R16
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5.

6.

formation aus dem EBU-RGB-Farbsystem.

X 0,490 0,310 0,200 R
Y [=| 0,177 0,812 0,011 G
VA 0,000 0,010 0,990 B

Farbdifferenz- oder YUV-System: Farbsystem mit dem Ursprung am
Weill- oder Unbuntpunkt (Abb. 6.6b).
Farbwert-Farbsattigungs-System (HSI): Farbsystem mit Polarkoordi-

naten in einem Farbdifferenz-System. Die Sattigung ist durch den
Radius und der Farbwert durch den Winkel gegeben.

Wairmestrahlung (Abschn. 6.4.1)

1.

Spektrale Verteilung der Strahlungsstirke (Plancksches Strahlungs-

gesetz)
2mhc? 1

M= T exp (gx) — 1

mit
h =6.6262x10734]Js Plancksche Konstante,

kg = 1.3806 x 1023 JK~! Boltzmannkonstante und
c=2.9979 x 108 ms~! Lichtgeschwindigkeit im Vakuum.

. Totale Strahlungsstarke (Stefan-Boltzmannsches Gesetz)

_ 2K s 14 mit o ~5.67- 10 SWm 2K
® 715 c2h3 '
. Wellenldnge der maximalen Strahlungsstdrke (Wiensches Verschie-
bungsgesetz)
2898K um

T

Wechselwirkung von Strahlung mit Materie (Abschn. 6.4)

1. Snellsches Gesetz der Brechung von Licht an einer Grenzflache zweier

optischer Medien mit den Brechungsindizes n; und n,

sinf; no
sinf, m

0; und 0, sind der Einfalls- bzw. Ausfallswinkel.

2. Reflektivitdt p: Verhdltnis der reflektierten zur einfallenden Strahl-

dichte. Fresnelsche Gleichungen fiir Reflektivitat von
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(a) parallel polarisiertem Licht

_ tan2(91 - 03)
oI = tan2(91 + 92)’

(b) senkrecht polarisiertem Licht

_ sin®(6; — 02)
L sin2(91 + 92),
(c) unpolarisiertem Licht
_ P +P1
s

3. Reflektivitat bei senkrechtem Einfall (0; = 0) fiir alle Polarisationszu-
stinde

p

C(m-np)? (n-1)2
S (mp+np)?2 (n+1)2

with n=n;/ny

4. Totalreflexion: Bei dem Ubergang in ein optisch diinneres Medium mit
kleinerem Brechungsindex wird tiber einem kritischen Einfallswinkel
0. alle Strahlung reflektiert und keine gelangt in das optisch diinnere
Medium.

.. Ny .
0. = arcsmn— with n; <np
2

Optische Abbildung R19
1. Perspektivische Projektion mit dem Lochkamera Modell

_d’Xl X __d'Xg
X; ' 2T T X,

X1 =

Der Zentralpunkt befindet sich im Ursprung des Weltkoordinatensys-
tems [X1, X2, X317, d’ ist die Entfernung der Bildebene vom Projekti-
onszentrum und die X3-Achse steht senkrecht zur Bildebene.

2. Abbildungsgleichung nach Newton und Gaul

1 1 1
_l’_

d+f d+f f
dund d’ sind die Entfernungen des Objekts bzw. Bildes vom objekt-
seitigen bzw. bildseitigen Brennpunkt des optischen Systems (siehe
Abb. 7.7).

3. Lateraler AbbildungsmaRstab
X1 S

=X, " d

dd = f*> or

my

_ 4
f
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4. Axialer AbbildungsmaRstab
d’ B f2 B d'Z

Ma="73= 727~ f2
5. Die Blendenzahl n eines optischen Systems ist das Verhdltnis der
Brennweite zum Durchmesser der Eintrittspupille

S
anE

_ 2
=m;

6. Scharfentiefe (bildseitig)

’

Ax3 =2nyg (1 + 6}) €=2np(1+my)e

7. Scharfentiefe (objektseitig)

1+
Entfernte Objekte (AX3 < d) AX3 = 2ns- m?,”e
l
F2
Amin fur Bereich bis unendlich dmin =
dnyse
2nre
Mikroskopie (m; > 1) AX3 =~ mf
l

8. Auflosung eines beugungsbegrenzten optischen Systems

A

Winkelauflosung ABy = 0,61 -
Laterale Auflosung in der Bildebene Ax = 0, 617?,
a
Laterale Auflosung in der Objektebene AX = 0, 61ni
a

Die Auflosung ergibt sich aus dem Rayleigh-Kriterium (Abb. 7.15b);
n, und ny sind die objekt- bzw. bildseitige numerische Apertur des
Lichtkegels, der in das optische System eintritt:
. 2n  nr
Ng =nsinfy = — = —;

ny f ’
n ist der Brechungsindex.

9. Beziehung zwischen der Bestrahlungsstirke (Beleuchtungsstarke) in
der Bildebene E’ und der Strahldichte (Leuchtdichte) L des Objekts
(Abb. 7.10)

2 4
. ¥ 4 _,_cos*0
E _tn<f+d’> cos* 0 L ~tm n? L for d>f
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Homogenene Punktoperation (Abschn. 10.2)
Punktoperation unabhéingig von der Pixelposition
G—;nn = P(G‘WLTL)

1. Negativbildung
Py(@)=Q-1-¢q

2. Detektion von Unter- und Uberlauf durch eine [7, g, b] Pseudofarb
darstellung

[0,0,Q —1] (blue) g=0
Puo(q) =114a,9,4] (grey) q€[(1,Q -2]
[Q-1,0,0] @ted) g=Q-1

3. Kontrastspreizung des Grauwertbereichs [q1, g2]

0 a<a
(@a-aq1)(Q-1)
Pyo(q) = 1 qq;_ @ q € [q1,92]
Q-1 a>4q
Kalibrierung R21

1. Aquivalisierung des Rauschens (Abschn. 10.2.3)
Falls die Varianz des Rauschens grauwertabhéangig ist, kann sie durch
die nichtlineare Grauwerttransformation

g
: dg’
9 =h@on| ——+C
J\/(ﬂ(g’)

mit zwei freien Parametern oj und C konstant gemacht werden. Bei
einer linearen Varianzfunktion (Abschn. 3.4.5)

05(9) = 05 + &g

ergibt sich die Transformationsfunktion

h(g) = %\lag + g + C.

2. Lineare radiometrische Zwei-Punkt-Kalibrierung (Abschn. 10.3.3)
Zwei Kalibrierbilder werden aufgenommen, ein Dunkelbild B ohne
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jegliche Beleuchtung und ein Referenzbild R mit konstanter Bestrah-
lungsstarke. Ein kalibriertes Bild, das auf den Nullpunkt (“fixed pat-
tern noise”) und die Inhomogenitat in der Empfindlichkeit der Bild-
sensorelemente korrigiert ist, ergibt sich durch

G-B
c—r.

G =CR_B

Interpolation (Abschn. 10.6) R22

1. Interpolation einer kontinuierlichen Funktion aus Funktionswerten
an Stiitzstellen im Abstand Ax,, ist eine Faltungsoperation

9r(x) = > g(xn)h(x — Xn).

Die Forderung der Reproduktion der Funktionswerte an den Stiitz-
stellen fiir zur Interpolationsbedingung

1 n=0
A{xn) = { 0  otherwise
2. Ideale Interpolationsfunktion
w A W
h(x) = [] sinc(xw/Axw) o— h(k) = []1(kw/2)
w=1 w=1

3. Diskrete 1D-Filter zur Interpolation von Werten zwischen den vor-
handenen Gitterpunkten (Auflosungsverdopplung)

Typ Maske Transferfunktion

Linear 11 ]/2 cos(1rk/2)

Kubisch -1 9 9 -1 :| /16 9COS(7Tk/2)gCOS(37Tk/2)

Kubischer 1 23 23 1 ] /48 23 cos(mk/2) + cos(31k/2)

B-Spline E 16 + 8 cos(1rk)
33, V32 |2

TRekursives Filter, das nacheinander in Vorwirts- und Riickwartsrichtung benutzt
wird, siehe Abschn. 10.6.5



581

Glattungsfilter (Kapitel 11) R23

1. Zusammenfassung der allgemeinen Bedingungen

Eigenschaft Ortsraum Fourierraum
Mittelwerterhaltung Dhy=1 h(0) =

n
Verschiebungsfrei, h_py=hy 3 (I:L(k)) =

gerade Symmetrie

Monoton von eins auf — ﬁ(kz) < fl(
null abfallend h(k) € [0,1

Isotropie h(x) = h(|x]|) h(k) = h(|k|)

2. 1D-Rechteckfilter

Maske Transferfunktion Rauschunterdriickung?’
1 2 ~ 1
SR=[111 -+ = — = 77
[ 1/3 373 cos(1k) NE 0,5
4R=[1111]/4 cos(1rk) cos(mk/2) 1/2=0,5
i 2R + 1)k/2) 1
AR 1 .. 1]/2R +1) ST <
: 1/ ) (2R + 1) sin(mrk/2) 2R +1
in(1TRk) 1
2RR = [1 ... 1]/ (2R _SIn(mRk)
[ 1/(2R) 2R sin(1tk/2) V2R
TFiir weiRes Rauschen
3. 1D-Binomialfilter
Maske TF Rauschunterdriickung?’

B?=[121]/4 cos?(1rk/2) \/gz 0,612

B*=[14641]/16 cos*(mtk/2) /%:0,523

B2R cos?R (1rk/2) (%)1/2 ~ (%)]/4 (1 a 16%)

TFiir weiRes Rauschen
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Ableitungsfilter erster Ordnung (Kapitel 12)

1. Zusammenfassung der allgemeinen Eigenschaften fiir ein Ableitungs-
filter in die Richtung x,,

Eigenschaft Ortsraum Fourierraum
Mittelwertunterdriickung %hn =0 h(k) B0 0
Verschiebungsfrei, Nep = —hn R (H(k)) =0
ungerade Symmetrie
Ableitung 1. Ordnung anhn =1 ah~(k) =TTi
n 0k kw=0
Isotropie h(k) = mik,b(|k|) mit
b(0) =1, Vib(|k|) =0
2. Ableitungsfilter erster Ordnung
Name Maske Transferfunktion
Dy [1 -1 ] 2isin(rky/2)
Symmetrische Differenz, [ 1 0 -1 ] /2 isin(mrksy)
DZX ~
. . sin(1rky )
Kubischer B-Spline [ 1 0 -1 ] /2, i =
2/3 +1/3cos(mmky)

Dox *R T
x [ 3-v3, v3-2]
TRekursives Filter, das in Vorwirts- und Riickwirtsrichtung nacheinander angewen-
det wird, siehe Abschn. 10.6.5
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3. Regularisierte Ableitungsfilter erster Ordnung

Name Maske Transferfunktion
11 1 . i

2x2,DxB,y 5 ) . } 2isin(1rky /2) cos(1rky /2)

[1 0 -1
Sobel, D2, B3, é 2 0 -2 isin(nlzx)cosz(rrlzy/Z)

| 1 0 -1

3 0 -3

Optimierter 32 10 0 -10 isin(TrIEx)(3 cosz('rrIEy/Z) +1)/4
Sobel, 3 0 -3

Doy (3B +1) /4

4. Leistungskennzahlen fir Kantendetektoren: Winkelfehler, Betrags-

fehler und Rauschunterdriickungsfaktor fiir weiles Rauschen. Die
drei Werte in den zwei Spalten mit den Fehlerangaben beziehen sich
auf die Wellenzahlbereiche von 0-0.25, 0.25-0.5 und 0.5-0.75.

Name Winkelfehler [] Betragsfehler Rauschfaktor

Dy V2 = 1.414

Doy 1,36 4,90 12,7 0,026 0,151 0,398 1/+2 = 0.707
Doy =R 0,02 0,33 2,26 0,001 0,023 0,220 +/3In3/m ~ 1.024
DyB, 0,67 2,27 5,10 0,013 0,079 0,221 1

DZXB§, 0,67 2,27 5,10 0,012 0,053 0,070 +/3/4 =~ 0.433

Doy (3B +1) /4

0,15 0,32 0,72

0,003 0,005 0,047

V/59/16 ~ 0.480
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Ableitungsfilter zweiter Ordnung (Kapitel 12)

1. Zusammenfassung der allgemeinen Eigenschaften fiir ein Ableitungs-
filter zweiter Ordnung in die Richtung x,,

Eigenschaft Ortsraum Fourierraum
Mittelwertunterdriickung > hy =0 h(k) ‘12 ,=0

n w=
Steigungsunterdriickung anhn =0 8h~(k) =0

n ok kw=0
Verschiebungsfrei, hep =hy R (PI(k)) =0
gerade Symmetrie

i E

Ableitung 2. Ordnung dSnihy =2 9 Pfgk) = 272

n Okuw kw=0
Isotropie h(k) = —(1ky)?b(| k|) with

b(0) =1, Vib(|k|) =0

2. Ableitungsfilter zweiter Ordnung

Name Maske Transferfunktion
1D-Laplace, D2 [ 1 -2 1 ] —48in%(1ky /2)
0 1 0
2D-Laplace, £ 1 -4 1 —4 8in®(1rky /2) —4 sin? (11ky, /2)
0 1 0
. 1 2 1
2D-Laplace, £’ 7|2 122 408 (1rky /2) cos?(1rky [2) — 4
1 2 1




B Notation

Wegen der multidisziplindren Natur der Bildverarbeitung gibt es — im
Gegensatz zu anderen Gebieten — keine konsistente und allgemein ak-
zeptierte Terminologie. Deshalb treten zwei Probleme auf:

e Widerspriichliche Terminologie. Verschiedene Fachgebiete benutzen
oft unterschiedliche Symbole und auch Namen fiir ein- und dieselbe
GroRe.

e Mehrdeutigkeiten. Wegen der hohen Zahl an Begriffen, die in der
Bildverarbeitung und den mit ihr verkniipften Fachgebieten benutzt
werden, wird oft das gleiche Symbol fiir unterschiedliche GroRen be-
nutzt.

Es gibt keine triviale Losung fir diesen unerfreulichen Tatbestand.
Daher muss ein verniinftiger Kompromiss gefunden werden. In diesem
Buch wurde nach folgenden Richtlinien vorgegangen:

e Einhaltung allgemein akzeptierter Standards. In erster Linie wurden
die von den internationalen Organisationen wie der International Or-
ganization for Standardization (ISO) empfohlenen Symbole benutzt.
Diese wurden tiberpriift mit einigen Standard-Lehrbiichern aus ver-
schiedenen Fachgebieten [16, 60, , ]. Nur fiir einige GroRen,
die uneinheitlich bezeichnet werden, wurden Abweichungen von den
allgemein benutzten Symbolen vorgenommen.

e Benutzung kompakter Notation. Bei Wahlmdoglichkeit zwischen ver-
schiedenen Notationen wurde in der Regel die einfacher verstandliche
und kompaktere bevorzugt. In einigen Fallen erschien es auch niitz-
lich, mehr als eine Schreibweise zu verwenden. Je nach Kontext ist
es z.B. sinnvoller x = [x1,x2]T oder x = [x, ¥]T zu schreiben.

e Benutzung eines Symbols fiir mehrere Gréfien. Ein- und dasselbe Sym-
bol kann verschiedene Bedeutungen haben. Das ist nicht so verwir-
rend, wie es auf den ersten Blick scheint, da aus dem Kontext die
Bedeutung eindeutig wird. Nur in solchen Fallen wurde auf Symbole
mit mehrfacher Bedeutung zuriickgegriffen.

Um Leser, die sich von verschiedenen Fachgebieten her der Bildver-
arbeitung zuwenden, mit den in diesem Buch benutzten Schreibweisen
vertraut zu machen, sei hier auf wichtige Abweichungen von der bli-
chen Benutzung in einigen Fachgebieten hingewiesen.
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Wellenzahl. Ungliicklicherweise gibt es zwei Definitionen der Wellen-

zahl. ) 1
r_ £ _ L
k' = 3 and k - (B.1)

Physiker verwenden meistens die Definition unter Einschluss des Fak-
tors 21 (k" = 2711/A) in Analogie zur Kreisfrequenz w = 21/T = 21TV.
In der Optik und Spektroskopie wird jedoch die Wellenzahl haufig als
inverse Wellenlange definiert ohne den Faktor 271 (d.h. als Anzahl
Wellenldngen pro Einheitslinge) und bezeichnet mit v = A=1,

Imaginare Einheit. Die imagindre Einheit bezeichnen wir mit i. In der
Elektrotechnik und verwandten Gebieten wird dafiir oft der Buchsta-
be j verwendet.

Zeitserien und Bildmatrizen. Die allgemein tibliche Schreibweise fiir Ele-
mente einer Zeitserien ist nach [ ] x[n]. Diese ist jedoch zu um-
standlich fiir mehrdimensionale Signale: g[k][m][n]. Daher wird
die kompaktere Schreibweise mit Indizes benutzt (x;, und gk mn)-

Partielle Ableitungen. In Fillen, in denen es nicht zu Uneindeutigkeiten
fiihrt, werden partielle Ableitungen durch Indizierung abgekiirzt:
09/0x = 0xg = gx-

Typographie Beschreibung

e, i,d,w geradestehende Symbole haben eine besondere Bedeutung;
Beispiele: e fiir die Basis des natiirlichen Logarithmus, i =
/-1, Differentialoperator: dg, w = €™

a,b, .. Schrag (nicht fett): Skalar

g, k,u, x,... Schrage fette Kleinbuchstaben: Vektor, d.h., ein Koordinaten-
vektor, eine Zeitserie, eine Bildzeile, ...

G,H, ], .. Schrage fette GroRbuchstaben: Matrix, Tensor, ein diskretes
Bild, eine 2D-Faltungsmaske, ein Strukturtensor; wird auch fiir
Signale hoherer Dimension benutzt

B, R, F, ... kalligraphische Zeichen bezeichnen einen reprasentationsun-
abhangigen Operator

N, Z, R, C Bezeichnungen fiir Mengen von Zahlen oder anderen Grofen
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Akzente Beschreibung

k, i, Ein Uberstrich bezeichnet einen Einheitsvektor.

k, k, x, Eine Schlangenline bezeichnet eine dimensionslose normali-
sierte Grofe (einer dimensionsbehafteten GroRe).

G, gk), Das Dach-Symbol bezeichnet eine GroRe im Fourierraum

Index Beschreibung

gn Element n des Vektors g

Imn Element m, n der Matrix G

9y kompakte Schreibweise fiir eine partielle Ableitung erster Ord-
nung einer kontinuierlichen Funktion g in die Richtung p:
0g(x)/0x,

Ipa kompakte Schreibweise fiir eine partielle Ableitung zweiter
Ordnung einer kontinuierlichen Funktion g in die Richtungen
p und q: 0°g(x)/(0x,0x4)

Hochzahl Beschreibung

AL A9 Inverse der quadratischen Matrix A; generalisierte Inverse der
(nichtquadratischen) Matrix A

AT Transponierte

a* Konjugierte einer komplexen Zahl

A* konjugiert komplexe und transponierte Matrix
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B Notation

Indizierung  Beschreibung

K,L,M,N Anzahl Elemente eines diskreten Bildes in t-, z-, - und x-
Richtung

k,l,m,n Indizierung der Elemente eines diskreten Bildes in t-, z-, y-
und x-Richtung

Y,S, U,V Indizierung der Elemente eines diskreten Bildes im Fourier-
raum in t-, z-, - und x-Richtung

P Anzahl der Komponenten in einem Mehrkanalbild; Dimension
des Merkmalsraums

Q Anzahl von Quantisierungsstufen oder Anzahl von Klassen bei
der Klassifizierung

R GroRe der Maske eines Nachbarschaftsoperators

w Dimension eines Signals

p,q,w Indizes fiir Komponenten in einem Mehrkanalbild, der Dimen-
sionen eines multidimensionalen Signals, der Quantisierungs-
stufen, etc.

Funktion Beschreibung

cos(x) Kosinus-Funktion

exp(x) Exponential-Funktion

Id(x) Logarithmus zur Basis 2

In(x) Logarithmus zur Basis e

log(x) Logarithmus zur Basis 10

sin(x) Sinus-Funktion

sinc(x) Sinc-Funktion: sinc(x) = sin(1rx)/(1rx)

det(G) Determinante einer quadratischen Matrix

diag(G) Vektor mit den Diagonalelementen einer quadratischen Matrix

Spur(G) Spur (Summe der Diagonalelemente) einer quadratischen Ma-
trix

cov(g) Kovarianzmatrix einer vektoriellen Zufallsvariablen

E(g), Var(G)

Erwartungswert (Mittelwert) und Varianz
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Bildoperator Beschreibung

Punktweise Multiplikation zweier Bilder
* Faltung
* Korrelation
e,® morphologische Erosion und Dilatation
o, morphologisches Offnen und SchlieRen
® morphologischer Hit-Miss-Operator
vV, A boolsches Oder und Und
U, N Vereinigungs- und Schnittmenge
c, < Menge ist Untermenge von, Untermenge von oder gleich
@) Verschiebungsoperator

Abtastung oder Reduktionsoperator: nur jedes ste Element
wird genommen

Expansions- oder Interpolationsoperator: Erhohung der
Anzahl der abgetasteten Werte um den Faktor s; die neuen
Punkte werden aus den urspriinglichen interpoliert
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B Notation

Symbol  Definition, [Einheit] Bedeutung

Griechische Zeichen

%4 [m~!] Absorptionskoeffizient

B [m~1] Streukoeffizient

6(x), On kontinuierliche und diskrete o-
Distribution

W52
A > — Laplace-Operator
w=1 0Xw

€ [1] spezifische Emissivitat

€ [m] Radius des Unschérfekreises

K [m~!] Extinktionskoeffizient, Summe aus
Absorptions- and Streukoeffizient

\% [i,...,L]T Gradient

0x 1 aXW

A [m] Wellenldange

v [s~1], [Hz] (Hertz) Frequenz

Vx Rotationsoperator

n n +1ig, [1] komplexer Brechungsindex

n [1] Quantenausbeute

[0)) [rad], [] Phasenverschiebung, Phasendiffe-
renz

be [rad], [’] Azimuthwinkel

¢ [J/s], [W], [s~1], [lm] Strahlungsfluss

., D,y [W1, [s~1], [Im] energiebasierter und photonenba-
sierter Strahlungsfluss

P, P, PL (1] Reflektivitat fiir unpolarisiertes,
parallel oder senkrecht polarisiertes
Licht

P [kg/m?3] Dichte

Ox Standardabweichung der Zufallsva-
riablen x

o 5.6696 - 107 8Wm2K~* Stefan-Boltzmann-Konstante

O [m?] Streuquerschnitt

T [1] optische Dichte

T [1] Transmissivitat

T [s] Zeitkonstante

0 [rad], [’] Inzidenzwinkel

Op [rad], [] Brewsterwinkel

0, [rad], [] kritischer Winkel (fiir Totalreflexion)

weiter auf der ndchsten Seite
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Symbol  Definition, [Einheit] Bedeutung

Fortsetzung von der vorherigen Seite

0. [rad], [’] Polarwinkel

0; [rad], [] Inzidenzwinkel

Q [sr] (Steradiant) Raumwinkel

w w =21V, [s71], [Hz] Kreisfrequenz

Lateinische Zeichen

A [m?] Fliache

a,a a = Xt = ug, [m/s?] Beschleunigung

b(k) Transferfunktion einer Binomialmas-
ke

B [Vs/m?] magnetisches Feld

B Binomialmaske

B binomialer Faltungsoperator

c 2.9979 - 108 ms~! Lichtgeschwindigkeit

C Menge der komplexen Zahlen

d [m] Durchmesser (Apertur) einer Optik,
Abstand

a [m] Abstand im Bildraum

d (k) Transferfunktion von D

D [m?/s] Diffusionskonstante

D Maske eines Differenzenfilters erster
Ordnung

D Differenzenoperator erster Ordnung

e 1.6022 - 1079 As Elementare elektrische Ladung

e 2.718281... Basis fiir den natiirlichen Logarith-
mus

E [W/m?], [lm/m?], [Ix] Bestrahlungsstarke oder Beleuch-
tungsstarke

E [V/m] elektrisches Feld

e [1] Eigenvektor der Linge eins einer Ma-
trix

I, fe [m] (effektive) Brennweite eines optischen
Systems

Jv, fr [m] riickseitige und frontseitige Brenn-
weite

f optischer Fluss

f Merkmalsvektor

F [N] (Newton) Kraft

G Bildmatrix

weiter auf der nédchsten Seite
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Symbol  Definition, [Einheit] Bedeutung
Fortsetzung von der vorherigen Seite

H generelle Filtermaske

h 6.6262 - 10734 Js Plancksche Konstante (Wirkungs-
quantum)

h h/(27r) [Js]

i V-1 imaginére Einheit

1 [W/sr], [lm/sr] Strahlungsstéarke

1 [A] elektrischer Strom

I Einheitsmatrix

i Identitatsoperator

J Strukturtensor, Tragheitstensor

kg 1.3806 - 10723 J/K Boltzmannkonstante

k 1/A, [m™!] Betrag des Wellenzahl-Vektors

k [m~1] Wellenzahl (Anzahl Wellenldngen pro
Einheitsldnge)

k kAx/TT Wellenzahl normalisiert auf die ma-
ximal mogliche Wellenzahl (Nyquist-
Wellenzahl)

K, [I/mol] Quenchkonstante

K; [1] Gleichgewichtskonstante eines pH-
Indikators

L [W/(@m?3sr)], [1/(m?sr)], Strahlungsdichte

[Im/(m?sr)], [cd/m?]

L Maske des Laplaceoperator

L Laplaceoperator

m [kg] Masse

m [1] AbbildungsmaRstab eines optischen
Systems

m Merkmalsvektor

M [W/m?], [1/(sm?)] ausgestrahlte Strahlungsflussdichte

M, [W/m?3] energiebasierte Strahlungsflussdich-
te

M, [1/(sm?)] photonenbasierte  Strahlungsfluss-
dichte

M Merkmalsraum

n [1] Brechungsindex

Na [1] numerische Apertur eines optischen
Systems

ny f/d, [1] Apertur eines optischen Systems

weiter auf der ndchsten Seite
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Symbol  Definition, [Einheit] Bedeutung
Fortsetzung von der vorherigen Seite

n [1] Einheitvektor senkrecht zu einer
Oberflache

N Menge der natirlichen Zahlen:
{1,2,3,...}

14 [kg m/s], [N s] Impuls

p [N/m?] Druck

pH [1] pH-Wert, negativer Logarithmus der
Protonenkonzentration

Q [Ws] (Joule), [Im s] Strahlungsenergie

Anzahl Photonen

r [m] Radius

Ymn Ymn = [MAX, nAy]T Translationsvektor eines Gitter im
Ortsraum

Pp.a Ppa=p/AX,q/ Ay]T Translationsvektor des reziproken
Gitters im Fourierraum

R ®/s, [A/W] Responsivitat eines Strahlungsdetek-
tors

R Maske des Rechteckfilters

R Menge der reellen Zahlen

s [A] Sensorsignal

T K] absolute Temperatur

t [s] Zeit

t [1] Transmissivitat

u [m/s] Geschwindigkeit

u [m/s] Geschwindigkeitsvektor

U [V] Spannung, elektrisches Potential

Vv [m3] Volumen

V(A) [Im/W] spektrale Empfindlichkeit des Sehens
im Hellen

V'(A) [Im/W] spektrale Empfindlichkeit des Sehens
im Dunklen

W e27'ri

WN exp(2TTi/N)

x [x, ] T Ixy, x21" Bildkoordinaten im Ortsraum

X [X,Y,Z]",[X1, X2, X3]" Weltkoordinaten

Z,7* Menge der ganzen Zahlen, Menge der

positiven ganzen Zahlen
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einfache 357, 359
Nachbarschaftsoperation 103
Nagelbrettfunktion 246
Netzwerkmodell 492
Neuroinformatik 18
Neutron 158
nichtlineare Optik 156
nichtlineares Filter 129
Norm 63
normale Geschwindigkeit 423
Normalengeschwindigkeit 433
normalisierte Faltung 223, 325
Normalverteilung 93, 95, 102
Nulldurchgang 347,476
nullphasiger Filter 124, 300
Nullraum 364
numerische Apertur 211
Nyquist-Wellenzahl 247

(0]

Objekt

digitales 32
objektbasierte Klassifizierung 545
Objektradius 534
objektseitige Scharfentiefe 196
OCR 12,541, 548
Oder-Operation 507
OFC 407
Offnen 512
Okklusion 190
Opening 512
Operator 586

idempotent 513

Laplace 335
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linearer und
verschiebungsinvarianter
112
morphologischer 509
Operatorgleichung 106
Operatornotation 105
optische Fluss 405
optical character recognition 12,
541, 548
optical flow constraint 407
Optik
nichtlineare 156
optische Achse 194
optische Dichte 178
optische Signatur 544
optische Tduschung 20
optische Transferfunktion 206, 498
optischer Fluss 406
Optoelektronik 17
Orientierung 360, 361, 404, 438,
530
lokale 387,472
orientierungsinvariant 391
orthonormale Basis 41
orthonormale Transformation 186
Orts/Zeit-Bild 9
Orts/Zeit-Energiemodelle 417
Oszillator 128
OTF 206, 498, 502
effektive inverse 502

P
Parallaxe 217,218
parallel polarisiert 176
Parametervektor 484, 491
Pascalsches Dreieck 308
PBA 182
Pel 29
Periodizitat
DFT 49
perspektivische Projektion 190, 192
Phase 377,432
Fouriertransformation 58
lokale 381
Phasenwinkel 42
Phosphoreszenz 181
Photogrammetrie 3, 18
photogrammetrisches Stereo 230
Photographie 3
Photometrie 162
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photometrisches Stereo 463
Photon 157
photopisches Sehen 165
Physik 17
physikalische Korrespondenz 401
picture element 29
Pixel 29, 82
pixelbasierte Klassifizierung 545
pixelbasierte Segmentierung 450
Planck 170
Plancksche Konstante 157
point spread function 112, 203
Poissonprozess 91
Poissonverteilung 157
polar separierbar 388
Polarkoordinaten 95
Potential 473
Prazision 81
Primdrfarben 167
Produkt
inneres 375
Projektion
perspektivische 190
Projektionstheorem 237
Proton 158
Pseudofarbbild 261
Pseudofarbdarstellung 263
PSF 112,203, 498, 502
Pulsmodulation 226
Punktantwort 112,117, 120, 203,
450, 498
Punktoperation 82,103, 257
homogene 258
inhomogene 269
nichtlineare 368
Punktoperator 85
Pyramid-Linking 456
pyramidale Richtungszerlegung
147,433
Pyrenbuttersdure 182

Q
Quad-Spektrum 102
Quadrant 525
quadratischer Skalenraum 141
quadratisches Gitter 33
Quadraturfilter 378, 383
Quadraturfilterpaar 442
Quadtree 525
Quantenausbeute 23, 97
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Quantenmechanik 64
Quantifizierung 185
Quantisierun 253
Quantisierung 36
Quenching 182

R

radiale Verzeichnung 199
Radiometrie 159
radiometrische Kalibrierung 272
Radiositat 409
Radontransformation 236
raumliches Kohdrenzmalk 424
RAID array 24
Rangordnungsfilter
rank value filter 129
Raumwinkel 160
Rauschen 299

mittelwertfrei 99

mittelwertfrei, homogen 100

mittelwertfrei, normalverteilt

weiles 325
Rauschen

bindares 311
Rauschmodell 97
Rauschunterdriickung 311
Rauschunterdriickung 312, 324
Rayleigh-Kriterium 210
Rayleigh-Streuung 180
Rayleightheorem 60
Rayleighverteilung 95
reale Korrespondenz 401
Rechenkomplexitit 67
Rechteck

umgebendes 527
Rechteckfilter 302, 413
Rechteckfunktion 205, 245
Reflexionskoeffizient 175
Region

konstante 299

zusammenhdngende 32
region of support 104
Regionen-Octree 526
regionenorientierte Segmentierung

455

regularisierter Kantendetektor 349
Rekonstruktion 104, 464
rekursive Mittelung 320
rekursives Filter 120
Relaxationsfilter 123, 125

129, 324, 508

311
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Rendering-Gleichung 409
Resonanzfilter 123
Restaurierung 104, 463, 469, 498
reziproke Basis 252
reziprokes Gitter 246, 252
Richtung 360
Richtungskette 523, 526
Riesztransformation 382
Robustheit 373
Rotation 35, 186, 192,279
Riickprojektion

gefilterte 239
Riickwiartsabbildung 278
Rundheit 539

S
Sattigung 169
Satellitenbild 542
Sauerstoff 181
Schachbrettdistanz 35
Schallgeschwindigkeit
Scharfentiefe 195, 221
Scherung 279
Schieberegister 313
Schiefheit 85
SchlieRen 513
schnelle Fouriertransformation 68
schneller Algorithmus 67, 75
Schrifterkennung 541, 548
schwarzer Korper 170, 174
Schwarzkorper-Kalibriereinheit 273
Schwerpunkt 529
Segmentierung 15, 449, 464
kantenbasierte 453
modellbasierte 449, 459
pixelbasierte 450
regionenorientierte 455
Sehsystem, menschliches 164
senkrecht polarisiert 176
Sensorelement 82
Separabilitat
FT 52
separierbare Maske 115
separierbares Filter 123
shape from shading 9
Signal
analytisches 380
monogenes 382
SIMD 25
Single Instruction Multiple Data 25

159
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Singularwertzerlegung 487
Sinustransformation 65
Skala 134
Skalar 586
Skalarprodukt 41, 44, 62, 101, 375
Skalenfehlanpassung 131
Skaleninvarianz 138
Skalenraum 132, 134,478
differentieller 141, 145
diskreter 142
logarithmischer 141
quadratischer 141
Skalier-Schaltung 313
Skalierung 192
skotopisches Sehen 165
snake 464
Snellius-Brechungsgesetz 175
Sobeloperator 369
Sohnknoten 456, 525
Spektroradiometrie 162
spektroskopische Bildaufnahme 163
spezifische Drehung 181
Spline 290
Spracherkennung 18, 541
Standardabtastung 249
Standardabweichung 89
Statistik erster Ordnung 82
statistischer Fehler 81
Stauchung 279
Stefan-Boltzmann-Gesetz 172
Stereobild 463
stereoskopische Basis 217
Stereosystem 217
Stern-Vollmer-Gleichung 182
steuerbares Filter 327
stochastischer Prozess 82, 98
stochastisches Feld 98
homogenes 99
Strahlungsenergie 160
Strahlungsfluss 160, 180
Streukoeffizient 179
Streuquerschnitt 180
Struktur
komplexe 357
Strukturelement 104, 509
Strukturtensor 462
Stufenkante 456
Subtrahierschaltung 313
suchen 67
Superpositionsprinzip 111, 510
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support vector machine 558
Symmetrie 534

DFT 49

lineare 359
Symmetriebedingung 307
systematischer Fehler 81

T
Tauschung, optische 20
technische Informatik 17
technische Optik 17
Teilbaum 458
Teilchenphysik 3
telezentrische Beleuchtung 232
telezentrisches Objektiv 198
Tensor 586
Testbild 305
Textur 15, 357,435
hierarchisch 435
Texturanalyse
mehrskalige 437
TF 113
theoretische Mechanik 467
thermische Emission 170
Thermographie 172
Tiefe aus
Laufzeit 215
Mehrfach-Projektionen 216
Phase 215
Triangulation 215
Tiefe aus Paradigma 215
Tiefenauflosung 217
Tiefenbereich 217
Tiefenbild 213, 215, 463
Tiefenkarte 6, 221
Tiefensuche 525
TIFF 524
Tilgung 182
Tomographie 16, 104, 216, 234, 464
total least squares 420
totales Kohdrenzmall 424
Totalreflexion 177
Tragheitstensor 375, 530
Transferfunktion 113, 114, 498
rekursives Filter 122
Translation 35, 186, 192,279
Translationsinvarianz 111, 528
Transmissionskoeffizient 179
Transmissionstomographie 235
Transportgleichung 496
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Triangulation 215
aktive 219
Tristimulus 167

U
Uberbestimmtes inverses Problem
484
tiberwachte Klassifizierung 551
Ulbrichtkugel 272
Ultraschall 159
Ultraschallmikroskopie 159
Umfang 539
unabhéangige Zufallsvariablen 87
Und-Operation 507
unendliche diskrete
Fouriertransformation 46
ungleichmalRige Beleuchtung 270,
299
unitiare Transformation 29, 62
unkorrelierte Zufallsvariable 88
Unschéarferelation 57, 134, 145, 374
uniiberwachte Klassifizierung 551

\'%
Van Cittert-Iteration 504
Varianz 84, 87, 96, 98, 438, 488
lokale 439
Varianzoperator 222,439
Variationsrechnung 467
Vaterknoten 456
Vektor 586
charakteristischer 119
komplexwertiger 44
vektorielles Eigenschaftsbild 299
verallgemeinerte Bildkoordinaten

191
Verschiebungsinvarianz 99, 111,
510
Verschiebungsoperator 111
Verschiebungstheorem 53,122,
134, 383

Verschiebungsvektor 399, 406, 472

Verschiebungsvektorfeld 406, 464,
472

Verteilungsfunktion 83

Verzeichnung, radiale 199

Vierpunkt-Abbildung 281

VIS 25

visual instruction set 25

visuelle Korrespondenz 401
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visuelles Inspektionssystem 5
volume element 32
Volumenbild 6, 213
Vorwartsabbildung 278
Voxel 32,402

VV 399, 406, 472

VVE 406, 472

w
Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion
83

Waldschidden 542
Warmebild 269
weilles Rauschen 102, 325
Weillicht-Interferometrie 8, 227
Weilpunkt 169
Welle

elektromagnetische 153
Wellenlange 41, 153, 162, 204
Wellenzahl 162, 586

lokale 377,387,392
Wellenzahl-Vektor 42
Weltkoordinatensystem 185
Wert

charakteristischer 119
Wiensches Gesetz 172
Wirkungsquantum 157
Wirkungsquerschnitt 180
Wurzel 324,525

eines Baums 456

X
x86-64 26
XYZ-Farbsystem 168

Z

z-Transformation 49, 123
Zeichenerkennung 12
Zeitserie 60, 112
Zeitserien 586
zentraler Grenzwertsatz 56, 94
zentrales Moment 529
Zentralprojektion 189
Zentroid 532
Zielfunktion 345
zirkular polarisiert 156
Zufallsmodulation 227
Zufallsvariable 83, 157

unkorreliert 88
zusammenhdngende Region 32
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ZV 83
Zwei-Punkt-Kalibrierung 272
zyklisch 361

zyklische Faltung 110, 313
zyklische Korrelation 100
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